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Resumen

Esta tesis consiste en el estudio tedrico de problemas de control éptimo vinculados
a sistemas evolutivos de conduccion del calor con condiciones de frontera mixtas en un
dominio multidimensional acotado €2. La misma se desarrolla en cuatro capitulos, los cuales
se detallan a continuacion. En el capitulo 1, se dan definiciones y resultados preliminares,
que son necesarios para el desarrollo de los siguientes capitulos. En el capitulo 2, se formula
un problema de control éptimo frontera sobre el flujo de calor ligado a un sistema evolutivo
P con condiciones de frontera mixtas (Dirichlet-Neumann) y una familia de problemas de
control 6ptimo frontera relacionados a problemas evolutivos P, con condiciones de frontera
mixtas (Robin-Neumann), donde « es el coeficiente de transferencia del calor definido sobre
una porcién de la frontera. Se demuestra existencia y unicidad de los controles éptimos g
y G, (para cada a > 0), respectivamente, se dan las condiciones de optimalidad de primer
orden y se prueba que los controles 6ptimos q,, los estados del sistema uqg_ y estados
adjuntos p.g_, convergen fuertemente a g, uz y pgz respectivamente, cuando o — 00, en
adecuados espacios de Sobolev. En el capitulo 3, al igual que en el anterior, se consideran los
problemas Py P, (para cada a > 0) y se formulan problemas de control 6ptimo simultaneo
distribuido-frontera, donde la variable de control es el vector (g, ¢) con g la energia interna
del sistema y ¢ el flujo de calor. Se demuestra existencia y unicidad del control 6ptimo
simultdneo (g,q) para el problema P y (g,,q,) para el problema P,, para cada o > 0,
se dan condiciones de optimalidad y se prueban resultados de convergencia similares a
los del capitulo 2. En el capitulo 4, se obtienen estimaciones entre las soluciones de los
problemas de control éptimo simultdneo distribuido-frontera trabajados en el capitulo 3
con las soluciones de los problemas de control 6ptimo frontera considerados en el capitulo

2 y los problemas de control éptimo distribuido estudiados en [10].






Summary

This thesis consist in the theoretical study of the optimal control problem in relation
to the non-stationary heat conduction system with mixed boundary condition in a mul-
tidimensional bounded domain 2. This is developed in four chapters, which are detailed
as follows. In chapter 1, we give definitions and preliminary results, which are necessary
for the development of the following chapters. In chapter 2, we formulate a boundary op-
timal control problem on the heat flux associated with a non-stationary system P with
mixed boundary conditions (Dirichlet-Neumann) and a family of boundary optimal con-
trol problems in relation to non-stationary systems P, with mixed boundary conditions
(Robin-Neumann), where « is the heat transfer coefficient defined on a portion of the
boundary. We prove existence and uniqueness of the optimal controls g and g, (for each
a > 0), respectively, we give the first order optimality condition and we prove that the
optimal controls q,, the system states ung, and adjoint states p.g_, are strongly conver-
gent to g, uz and pg respectively, when o — oo, in suitable Sobolev spaces. In chapter
3, similarly to the above, we consider the problems P and P, (for each a > 0) and we
formulate simultaneous distributed-boundary optimal control problems, where the control
variable is the vector (g, ¢) with g the internal energy of the system and ¢ the heat flux. We
prove existence and uniqueness of the simultaneous optimal control (g, ) for the problem
P and (g,,q,) for the problem P,, for each a > 0, we give the optimality condition and we
prove similar convergence results to chapter 2. In chapter 4, we obtain estimates beetwen
the solutions of the simultaneous distributed-boundary optimal control problems worked
in chapter 3 with the solutions of the boundary optimal control problems considered in

chapter 2 and the distributed optimal control problems studied in [10].
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Introduccion

En el presente trabajo de tesis se estudian, desde un punto de vista tedrico, problemas
de control 6ptimo vinculados a sistemas evolutivos de conduccién del calor. Mas precisa-
mente, se considera un dominio acotado €2 en R" cuya frontera I' es regular y consiste en
la unién de dos porciones disjuntas I'y y I'y con med(I'y) > 0 y med(I's) > 0. Se denota
con med(T;), para i = 1,2, la medida Hausdorff (n — 1)—dimensional de I" y sea [0, T] un
intervalo de tiempo, para algin 7" > 0.

Se presentan los siguientes problemas evolutivos de conduccién del calor P y P, (para

cada parametro o > () respectivamente, con condiciones de frontera mixtas:

ou ou

E_AUZQ en u‘m:b —%mzq u(0) = v (1)
ou ou ou
E—Au-g en ) —a—nrl—a(u—b) —a—nrz—q u(0) = vy (2)

donde u es la temperatura en €2 x (0,7'), g es la energia interna del sistema en €, b es la
temperatura sobre I'; para (1) y la temperatura en la zona externa de I'; para (2), v, = b
en 'y, q es el flujo de calor sobre I'y y a > 0 es el coeficiente de transferencia del calor

sobre I'y, que satisfacen los siguientes supuestos:
ge M :=L*0,T;L*Q), qe Q:=L*0,T;L*Ty) y beHzT).

Sea X un espacio de Banach, se denota por LP(0,7; X), con 1 < p < oo, al espacio de
funciones medibles y tal que ¥y : [0,7] — X. Por simplicidad, generalmente, se usa L*(X)
en lugar de LP(0,7T; X).

Las formulaciones variacionales de los problemas parabdlicos (1) y (2), vienen dadas por:

u— vy, € L*(Vp), uw0)=v, y ue L*Vy)
tal que (u(t),v) + a(u(t),v) = L(t,v), Yv € V,

(3)

IX



ue LAV), uw0)=wv, y uelL*V) n
tal que  (4(t),v) + an(u(t),v) = Lo(t,v), Yv eV,

donde (-, ) denota la dualidad entre un espacio funcional (V' 6 V;) y su espacio dual (V'
6 Vo) y
Vi=HYQ); Vo={veV:iu|, =0} Q:=1L*Ty); H:=L*Q);

(g,h)Hz/Qghdaf; (‘LU)Q:/ qn dry;
I'>

a(u,v) := / VuVudz;  aq(u,v) = a(u,v) +a/uvd’y;
0

'y

L(t,v) == (g9(t),v)m — (¢(t),v)q; La(t,v) := L(t,v) + oz/bvd'y.

Iy

(5)

T
Se considera H := L*(H), con norma ||.||; y producto interno (g, h)y = [(g(¢), h(t))ndt,
0

T
y el espacio Q := L?(Q), con norma ||.||g y producto interno (¢,n)o = [(g(t),n(t))odt.
0

Se formulan los siguientes problemas de control éptimo frontera sobre el flujo de calor ¢,

[9, 17):

hallar g€ Q tal que Ji(q) = Hélél J1(q), (6)
a
hallar 604 S Q tal que Jla(qa) = Hgél Jla(Q)a (7)
q

con los funcionales costo J; : Q—RY v Ji : Q—Ry definidos por:

1

M, 1
Ji(q) = §||Uq—2d||i+7 ||Q||2g y Jia(q) :

M.

2 2 2

=5 |Uag — zall3, + T3 lqllo
donde u, y u,, denotan las nicas soluciones de los problemas (3) y (4) respectivamente
cuando se considera g un dato fijo y ¢ como variable de control, z; € H es un elemento
dado y M, es una constante positiva.

Por otro lado, se formulan los siguientes problemas de control éptimo simultaneo distri-

buido -frontera sobre la energia interna g y el flujo de calor ¢, [17]:

hallar  (g,q) € H x Q talque J5(g,q) = min Jx(g,q), (8)
gEH ,qeQ
hallar (Eonaa) € H X Q tal que J2a(§a75a) = min J2a(ga Q>7 (9)

geH,qeQ
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donde los funcionales costo Jy : H X Q—>R6L V Joo : H x Q—RJ estdn dados por:

M,
2

M

5 lallg

1
T2(9,0) i= Sl — zalls + S lglle +

1 M, M,
J2a(9:q) = =|tagq — zall3 + == ll9ll7, + = 1lall%.
2 2 2

CON Ugy ¥ Uagq las tinicas soluciones de los problemas (3) y (4) respectivamente cuando se
toma a g y ¢ como variables de control, z; € H dado y My, M, constantes positivas.

El estudio de los problemas de control éptimo vinculados a sistemas de conduccién del ca-
lor, tal como los planteados anteriormente, esta motivado por el desarrollo que se describe
a continuacion.

En [12, 13], el autor estudia un problema estacionario de conduccién del calor P con condi-
ciones mixtas, tal como las dadas en (1) y en adicién, considera una familia de problemas
estacionarios de conduccion del calor P, para cada a > 0, con condiciones de frontera
como en (2). En [14], se prueba convergencia de las soluciones de la familia de problemas
P, a la solucion del problema P, cuando el coeficiente de transferencia del calor tiende
a infinito. Posteriormente, en [6], los autores propusieron problemas de control éptimo
distribuido sobre la fuente de energia relacionados a los problemas estacionarios de con-
duccién del calor estudiados en [12, 13, 14] y probaron resultados de existencia y unicidad
de solucién de los mismos. Ademéds, motivados por los resultados de convergencia obteni-
dos en [14], realizaron un estudio del comportamiento asintético de los controles 6ptimos,
de los estados del sistema y estados adjuntos, cuando « tiende a infinito. Luego, en [7],
los mismos autores estudiaron problemas de control 6ptimo frontera sobre el flujo de ca-
lor ¢, probaron existencia y unicidad, e indagaron sobre el comportamiento asintético de
las soluciones éptimas cuando el coeficiente de transferencia del calor tiende a infinito.
Resultados similares fueron obtenidos por los mismos autores en [8] para problemas de
control éptimo simultdneo distribuido-frontera sobre la energia interna ¢ y el flujo de calor
g en problemas estacionarios. En [10], resultados de convergencia fueron probados para
problemas de conduccién del calor no estacionarios en relaciéon a problemas de control
6ptimo distribuido sobre la energfa interna g. En [1] y [2], se estudiaron problemas de con-
trol éptimo sobre la fuente g y el flujo g respectivamente, para inecuaciones variacionales

parabdlicas de segunda especie.



XII

El objetivo principal de esta tesis es obtener resultados similares a los expuestos en [§]
para problemas de conduccién del calor no estacionarios.

El presente trabajo estd dividido en cuatro capitulos. En el primer capitulo, se construye
un marco tedrico adecuado para estudiar las ecuaciones variacionales parabdlicas y los
problemas de control 6ptimo, introduciendo algunas definiciones y resultados de los espa-
cios de Sobolev.

En el segundo capitulo, se presenta una familia de problemas de control éptimo donde
la variable de control es el flujo de calor ¢ para problemas de conduccion del calor no
estacionarios. Se prueba en primer lugar, existencia y unicidad de los controles éptimos.
En segundo lugar, se da una condicion de optimalidad en términos del estado adjunto del
sistema. Ademads, se muestra convergencia fuerte, en los espacios funcionales adecuados,
de los controles 6ptimos, los estados del sistema y los estados adjuntos vinculados a los
problemas P, al correspondiente control éptimo, estado del sistema y estado adjunto del
problema P, cuando el coeficiente de transferencia del calor tiende a infinito.

En el tercer capitulo, se formulan problemas de control 6ptimo simultaneo distribuido-
frontera para problemas de conduccion del calor no estacionarios, y se obtienen resultados
similares a los descriptos en el capitulo 2.

En el cuarto capitulo, se consideran los problemas de control 6ptimo frontera (escala-
res) desarrollados en el capitulo 2, los problemas de control 6ptimo distribuido (escalares)
estudiados en [10] y los problemas de control éptimo simultaneo distribuido-frontera (vec-
toriales) trabajados en el capitulo 3 y se obtienen estimaciones entre las componentes de
las soluciones de los problemas de control 6ptimo vectoriales y las soluciones de los pro-
blemas de control 6ptimo escalares. Ademas, se da una caracterizacion de la solucién del
problema de control 6ptimo simultaneo usando teoremas de punto fijo.

Finalmente, en el apéndice se exponen algunos resultados tedricos, que si bien no son

propios de la teoria de control, son necesarios para demostrar resultados de la misma.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presenta material preliminar sobre espacios de Sobolev el cual serd
utilizado posteriormente. Se resumen definiciones y resultados sobre espacios de funciones
evolutivos y se da un resultado de existencia y unicidad para un determinado problema
de valor inicial. Los resultados se presentan sin pruebas ya que las mismas se pueden

encontrar en las referencias.

1.1. Introduccién a los espacios de Sobolev

Sea §2 un dominio acotado en R™. Se denota C'2°(2) el espacio de funciones infinitamente

diferenciables ¢ : {2 — R, con soporte compacto en (2.

Definicién 1.1.1. (Derivada débil) Sean u,v € L}, (), y sea  un multiindice. Se dice

loc

que v es la [-derivada parcial débil de u, y se escribe
DPu =,

siempre que

/uD/Bgodx = (—1)|5|/vgpd:v
0 0

para toda funcion test ¢ € C°(Q).

Lema 1.1.2. (Unicidad de la derivada débil) Una S-derivada parcial débil de u, si

existe, se define de forma tnica hasta un conjunto de medida cero.

1



Demostracion. Ver [4]. O

Definicién 1.1.3. Sea 2 C R" y seap € R con 1 < p < co. El espacio de Sobolev W1?(Q)

se define por

WhP(Q) = {u € LP(Q) : g1, ..., gn € LP(Q) : /ugj = —/gigo,Vgp € O (Wi = 1,...,n} .
Q ' Q

Se denota por H'(Q) = W%(Q).
Siue Whr(Q), % = g; representa la derivada débil de u respecto de ;.

El espacio W'P(Q) estd dotado de la norma

[[ullwre) =

3:10

LP(Q)

) »
Lr(Q)

1
2 1
2 2
) = (1[ull22(0) + IVel32(o))
L2(Q)

Proposicién 1.1.4. H'(Q2) es un espacio de Hilbert separable.

o de la norma equivalente

.

<|u|| +ZH%

En particular,

8u

HUHHl( <HUHL2(Q

Demostracion. Ver [3]. O

Definicién 1.1.5. Sea 1 < p < oo. El espacio W,?(Q) es la clausura de C°(Q) en
WP(Q). Se denota HZ () = Wy ().

Se puede demostrar que las funciones de W, " () son las funciones de W'?(Q) que se

anulan en la frontera de 2 la cual se denota con I.

Observacién 1.1.6. Dado que H(2) es un subespacio cerrado de H'(Q),
entonces Hy(£2) es un espacio de Hilbert con la norma inducida por H*({2). Del Teorema

1.1.9, se tiene que el espacio H}(f2) esta dotado de la norma

lull o) = [IVull2@



Se denota con H1(f) el espacio dual de Hg ().

Teorema 1.1.7. (Espacios de Sobolev como espacios de funciones) Para cada

1 < p < oo, el espacio de Sobolev WP(Q) es un espacio de Banach.
Demostracion. Ver [4]. O

Proposicién 1.1.8. (Férmula de Green) Si u € H'(Q2) con Au € L*(Q) y 2 € L*(T)

/Auvdm+/Vqudm = /%vdv.
on
Q T

0
Demostracion. Ver [15]. O

entonces

La desigualdad de Poincaré es una consecuencia de la teoria de los espacios de Sobolev,

llamada asi por el matemaético francés Henri Poincaré.

Teorema 1.1.9. (Desigualdad de Poincaré) Sea 2 un abierto y acotado de R". Existe
una constante C' (dependiente de Q y de p) tal que

|u|zr) < C||Vul| e, uwe WP (Q) paral <p < oo.
Demostracion. Ver [4]. O

Teorema 1.1.10. (Trazas p=2) Sea (2 acotado en R" (n > 2) y con frontera regular,

entonces existe un operador vy : H'(2) — L?(T') tal que
i) v(v) = U‘F.
ii) 7o es lineal y continuo, esto es existe ¢ > 0 tal que
o)y < clollm @)
Se define In(vy) = Hz ().
Demostracion. Ver [4]. O

En lo que sigue se introducen otro tipo de espacios de Sobolev, los cuales estan com-
puestos por funciones que mapean el tiempo en espacios de Banach. Estos espacios re-
sultan escenciales para trabajar con soluciones débiles de ecuaciones diferenciales lineales
parabdlicas. Para un tratamiento detallado de los mismos, se puede consultar [4, 18] y

para aplicaciones ver [11].



1.2. Espacios Funcionales Evolutivos
Definicién 1.2.1. Sea X un espacio de Banach y 0 < T" < oo.

a) El espacio C™(0,7;X) con m = 0,1,... consiste en todas las funciones continuas
u:[0,T] — X que tienen derivada continua hasta el orden m en [0,T] y verifican

m

[ullemo,rx) = > Olgéggp [u® (#)[|x < oo. (1.1)

b) LP(0,T;X) es el espacio de funciones medibles u tal que u : [0,7] — X definidas
por u(t)(x) = u(t, z) que verifican:

[ /|| Wdt| <4oo, i pell4o0),  (12)

||| oo (0,1, x) = €ess sup ||u(t)||x < +oo, si p=+oo.

St

Generalmente, se usa LP(X) en lugar de LP(0,T; X).

Proposicion 1.2.2. Sea m = 0,1,... y 1 < p < oo. Si X es un espacio de Banach,

entonces:
a) C™(0,T;X) con la norma (1.1) es un espacio de Banach.
b) LP(0,T; X) con la norma (1.2) es un espacio de Banach.

c) C(0,T;X) es denso en LP(0,T; X), y la inclusién C'(0,7; X) C LP(0,T; X) es conti-

nua.

d) Si X es un espacio de Hilbert con producto interno (-,-)x, entonces L*(0,7T; X) es

un espacio de Hilbert con producto interno
T
(U v L2(0 T;X) / X dt.
0

e) Si X es un espacio de Banach separable entonces L?(0,T; X') también es separable.



f) Sila inclusién X C Y es continua, entonces la inclusién
L"(0,T;X) C L0, T;Y) 1<g<r<oo,
es también continua.
Demostracion. Ver [18]. O

Definicién 1.2.3. Sea u € L'(0,T; X). Se dice que v € L*(0,7T; X) es la derivada débil

de u, y se escribe 1 = v, siempre que

/g@'(t)u(t)dt = —/(p(t)v(t)dt

para toda funcién test escalar ¢ € C'°(0, 7).

1.3. El espacio dual de LP(0,T; X)

Las demostraciones de los resultados que se dan a continuacién se pueden ver en [18].

Proposicién 1.3.1. (Desigualdad de Hélder) Sea X un espacio de Banach, entonces
para todo u € LP(0,T; X) y v € L9(0,T; X') con 1 <p< ooy p '+ ¢ ' =1 se cumple

T T % T
/ (8, u(t)) xx|dt < / o(t)] % dt / u(®)] [t
0 0 0

Proposiciéon 1.3.2. Sea X un espacio de Banach reflexivo y separable, y sean p,q € R

-1

tal que 1 < p < oo, p~! + ¢! = 1. Entonces se tiene:

a) A cada funcién v € L(0,T; X’) le corresponde un unico funcional v € L?(0,7; X)’

tal que

T
<U u LP(OTX / X/}xdt. (13)
0

b) A cada v € LP(0,T; X)" le corresponde un tnico v € L?(0,T; X') que verifica (1.3).
Ademas, se cumple

||@||LP(0,T;X)’ = ||U||Lq(07T;X’)‘



c¢) El espacio LP(0,7; X) es un espacio de Banach reflexivo y separable.

Proposicién 1.3.3. Sea X un espacio de Banach reflexivo y separable. Entonces el espacio
LY0,T; X) es separable y
LY0,T; X) = L™(0,T; X").

M4s precisamente, existe un mapeo lineal y biyectivo v +— v de L'(0,T; X)) en L>(0,T; X")

con
T
(T, u) = /(v(t),u(t)>x vu € LY0,T; X)
0
y [l = [lollzeo.z:x7)-

Observacién 1.3.4. (Primera identificacién) Por lo anterior se puede identificar el

espacio de Banach LP(0,7; X) con L9(0,T; X’), y por lo tanto se escribe
LP(0,T; X) = L9(0,T; X').

Proposiciéon 1.3.5. Sea X un espacio de Banach reflexivo y separable, y sean p,q € R
talque 1 < p<oo,pt+qgt=1y0<t<T < oo. Entonces se tienen las siguientes

afirmaciones:

a) Siwu € LP(0,T;X), entonces

t
= /<U,U(8)>X/7xd8 Yv € X,.
0

b) Siw e LP(0,T;X’), entonces

</tu(8)d8’v> = /t<“(3)av>xaxds Vo € X.

0 XX 0

¢) Siu, — uen LP(0,T;X) cuando n — oo entonces

¢ t
/un(s)ds — /u(s)ds en X cuando n — oo.
0 0



d) Siwu, —wen LP(0,7;X)y v, —ven L0,T; X") cuando n — oo, entonces

t

/(Un(s),un(8)>X’,Xd8 — j(v(s),u(S»X',de cuando n — 0.

e) Siu, =uen LP(0,T;X)y v, — ven LY0,T; X’) cuando n — oo, entonces

t

/(Un(S)vun(S»xaxds — j(v(S)aU(S»mxds cuando 1 — .

0

Lema 1.3.6. (Lema Variacional) Sea X un espacio de Banach. Si u € L'(0,T; X) y

T

/g@(t)u(t)dt =0 VeeCr(0,T).

0

Entonces u = 0 en L*(0,T; X), es decir, u(t) = 0 en c.t.p de (0,7).
Demostracion. Ver [18]. O

Proposicién 1.3.7. Siup — wen L*(0,T; H} (Q)) y ux — v en L*(0,T; H*(£2)) entonces

v = 1U.

Demostracion. Para la prueba, ver [4]. O

1.4. Triple inclusion

Definicién 1.4.1. (Triple inclusién continua) Dados los espacios funcionales Y y Z,

se define la siguiente relacion de triple inclusién continua
YCZCY'
donde:
i) Y es un espacio de Banach real reflexivo y separable.

ii) Z es un espacio de Hilbert real separable.



iii) La inclusién Y C Z es continua, es decir, existe una constante ¢ > 0 tal que
vllz <cllvlly Vv ey,
y el espacio Y es denso en Z.
Proposicion 1.4.2. Sea la triple inclusion Y C Z C Y'. Se tiene:

i) A cada h € Z le corresponde un funcional lineal continuo h : Y — R, donde

<E, U>y = (h, U)Z.
ii) El mapeo h > h de Z en Y’ es lineal, inyectivo y continuo.
Demostracion. Para la prueba ver [18]. O

Observacién 1.4.3. (Segunda identificacién) Por la proposicién anterior, se puede
identificar h con h. En este sentido,

ZCY'.

1.5. Espacio de Sobolev W'?(0,T:Y, Z)

Definicién 1.5.1. Sea Y un espacio de Banach real, p,g € R tal que 1 < p < oo,

p~ '+ ¢! = 1. El espacio de Sobolev evolutivo W?(0,T;Y, Z) viene dado por
WY (0,T;Y,Z) = {u € LP(0,T;Y) :u € L0, T;Y")}
donde u es la derivada débil.

Proposiciéon 1.5.2. Sean los espacios Y y Z que forman una triple inclusién continua, y
sean p,q € Rtalque 1 <p <oo,p'+¢!'=1,y0<T < oo. Entonces se cumplen las

siguientes afirmaciones:

i) El espacio de Sobolev W'P(0,T;Y,Z) es un espacio de Banach real con la norma

ullwrro,ry,z) = ulloeo,ryy + |l e,y



ii) La inclusién
W*(0,T;,Y, Z) C C(0,T; Z)
es continua, méas precisamente, si v € WHP(0,T;Y, Z), entonces existe una funcién
continua univocamente determinada u; : [0,7] — Z la cual coincide con u en casi
todo punto ¢ € [0,7]. Por ello, no se hace distincién entre u y u;. Ademads, en este

sentido, existe una constante ¢ > 0 tal que

max [u()]|z < el|ullwreory,2)-

Demostracion. Ver [18]. O

Teorema 1.5.3. (Integracién por partes) Para todo u,v € W'P(0,T;Y,Z) y t,s
arbitrarios tal que s <t < T, la siguiente formula de integracién por partes generalizada

es valida:

t

(u(t), v(t))z — (uls), v(s))z = /((u(T)w(T»w,Y +(0(7), u(T))yy) dr,

donde u(t), v(t), u(s) y v(s) son los valores de las funciones continuas u,v : [0,7] — Z en

el sentido de la Proposicién 1.5.2.
Demostracion. Ver [18]. O

Observacién 1.5.4. En la Proposicién 1.5.2, las funciones de W'?(0,T;Y,Z) no son

continuas con respecto al espacio Y, pero si lo son con respecto al espacio Z.

1.6. Existencia y unicidad de soluciones débiles

Sean los espacios Y, Z y una forma bilineal a : Y x Y — R. En esta seccion se estudia

el siguiente problema de valor inicial

L(u(t),v)z +a(u(t),v) = (r(t),v)y Vv €Y, en casitodo puntot € (0,T)
u(0) =ug € Z, (1.4)

ue W2(0,T;Y, 2).

Se consideran las siguientes hipdtesis:
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H,) Y C Z CY’ forman una triple inclusién continua con dimY = oco. Los espacios Y y

Z son espacios de Hilbert reales.

H,) La forma bilineal a : Y x Y — R es acotada, esto es, existe £ > 0 tal que |a(y, z)| <
>

|
kl|lylly||z||z para todo y, z € Y, y es coerciva, es decir, existe A > 0 tal que a(y, y)
Al|y||?- para todo y € Y.
Ademds, la condicién inicial ug € Z y r € L*(0,T;Y").

Hj3) Existe un conjunto de funciones {w;,ws, ...} que forman una base de Y y {uno} es

una sucesion en Z tal que
Unpo — Up cuando n — oo,

donde u,y € span{w;,w,, ..., w,} para todo n € N.

Teorema 1.6.1. Si se satisfacen las hipétesis Hy), Hy) y H3), entonces se cumplen las

siguientes afirmaciones:
1) (Existencia y unicidad) La ecuacién original (1.4) tiene tnica solucién wu.

2) (Dependencia continua de los datos) El mapeo (ug, ) — u es lineal y continuo

de Z x L*(0,T;Y") en WH2(0,T;Y, Z), es decir, existe una constante D > 0 tal que

lullw20,m3v,2) < D([[uollz + [IrllL20,73v1)),
para todo ug € Z y r € L*(0,T;Y").
Demostracion. Ver [18]. O

Observacién 1.6.2. La hipétesis Hy) del Teorema 1.6.1 pide que la forma bilineal a
sea coerciva. Se puede demostrar que es suficiente pedir que se cumple la desigualdad de

Gardin, la cual establece
a(u,u) = c||ully —dlullz ~ VueY,

donde ¢ > 0 y d > 0 son constantes.



Capitulo 2

Control ()ptimo Frontera sobre el

Flujo de Calor

En este capitulo, se presenta una familia de problemas de control éptimo donde la
variable de control es el flujo de calor ¢ para problemas de conduccion del calor no estacio-
narios. Se prueba existencia y unicidad de los controles 6ptimos y se da una condicién de
optimalidad en términos del estado adjunto del sistema. Ademas, se muestra que los con-
troles optimos, los estados del sistema y los estados adjuntos vinculados a los problemas
P, convergen fuertemente al correspondiente control 6ptimo, estado del sistema y estado

adjunto del problema P, cuando o — 0o, en adecuados espacios de Sobolev.

2.1. Planteo del Problema

Sea 2 un dominio acotado en R" cuya frontera I' es regular y consiste en la unién de
dos porciones disjuntas I'; y 'y con med(I';) > 0 y med(I'y) > 0. Ademés, se tiene un
intervalo de tiempo [0, T] para algin T > 0.

Se consideran los siguientes problemas de conduccién del calor evolutivos P y P, (para

cada pardmetro o > 0), respectivamente con condiciones de frontera mixta:

ou ou

E—Au:g en () u‘rl =b _8_nr2 =q u(0) =, (2.1)
ou ou ou
E—Au-g en ) —a—nrl—a(u—b) —%m—q u(0) = vp. (2.2)
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Los datos g € H, b € H %(Fl) y v son fijos y satisfacen la condicién de compatibilidad
vy, = b sobre I'y, mientras que ¢ € Q se considera como variable de control.
A continuacién se encuentra la formulacién variacional para el problema P, para ello se

multiplica a ambos lados de % — Au = g por una funcion test y se integra.

/ (aggf) _ Au(t)) vl = / o(t)vdz.

Por la Proposicién 1.1.8 (Férmula de Green), se obtiene

Mvdx+/Vu(t)Vvdx— ag—f;)vdfy: /g(t)vda:,

Sea v € 1, entonces

ot

T Q

y por lo tanto

/ ) g / Va(t)Vods — [ 2484y [ 240 g, / g(t)vdz.
Q

ot on on
Q Q I 1)
Dado que —g—Z|F2 =q vy que v € V), se tiene
t
/ 82§)vdm+ / Vu(t)Vods — / g(t)vdz — / o(tyvd. (2.3)
Q Q Q Iy

Observacién 2.1.1. De la definicién de producto escalar en H y @ la expresién (2.3)

puede ser reescrita de la siguiente manera

(au(t)

T ,v)H =—(Vu(t),Vu)g + (9(t),v)g — (q(t),v)g  Yve .

Utilizando la Proposicién A.3.3 del Apéndice (desigualdad de Cauchy-Schwarz), se tiene

(%),

< |[(Vu(t), Vo)ul + |(g(t), v)al + [(a(t), v)el

< [[Vu@®)|[al[Volla + [lg@llallvlle + lla®)llellvle

<

u(®)[lvol[ollve + Dallg@llallvllve + Dalla@llelvll, Vo € W,
donde D es la constante que surge de aplicar el Teorema 1.1.9 (Desigualdad de Poincaré)
y D representa la constante que se obtiene de utilizar el Teorema de trazas 1.1.10 y la
equivalencia entre las normas de V' y 1} .

Luego, tomando supremo sobre v € Vg, con ||v||y, < 1, se tiene

’ du(t)

< u®llve + Dallg@®)lm + Dallg(®)lle;
Vo

ot
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donde [|w||vy = sup {(w,p)m = v € Vo, [|ellv, < 1}.

du(t)

De esta estimacion se tiene que =

du(t)
ot

€ Vj para todo tiempo 0 < ¢t < 7T, en este ca-

so se escribird = 4(t). Asi, el primer término de (2.3) puede ser expresado como

<1l(t), U>V0',Vo .

Ademas, como b € H %(Fl) entonces, por el teorema de trazas, existe v, € V tal que

Ub|Fl = b. Asi, una solucién débil para el problema P es una funcién
ue K:={vel?V):v—v,€L*(Vy)} con ueL*(V)
que verifique (2.3). Por Teorema 1.6.1 esta solucién débil existe y es unica.

Nota 2.1.2. A los fines de simplificar la notacion, en este trabajo se representara con D;

a diferentes constantes.

En lo que sigue, se encuentra la formulacion variacional para el problema P, . Para ello,

al igual que antes, si se multiplica a ambos lados de g—? — Au = g por una funcién test

v € V, se integra y utiliza la férmula de Green, se obtiene

Pult) vdr + [ Vu(t)Vudr — Qult) vdy — au(t)vdy = [ g(t)vdz.
[ /

ot on on
Q I Ty
Dado que —g—ﬂm =qy que —%‘Fl = a(u — b), se tiene
Ou(t)
Tvd:ﬁ + [ Vu(t)Vudr + o | u(t)vdy = [ g(t)vde — | q(t)vdy + « | budy.
Q Q Fl Q Fz 1—‘1

Luego, una solucién débil de P, es una funcién u € W12(0,T;V, H) que verifica la dltima
ecuacion. Por Teorema 1.6.1 se sabe que dicha soluciéon existe y es tnica.
Por lo tanto, si se denota con u, y ua, las soluciones débiles de (2.1) y (2.2) respectivamente,

se tienen los siguientes problemas variacionales

ug — vy € L*(Vp), u(0) = vy y g € L*(Vy)
tal que (U, (t), v)vy v, + alug(t),v) = Le(t,v), Yo €V,

(2.4)

Uag € L*(V), Uag(0) =vp Yy Uag € L*(V')
tal que  (Uag(t), V)17 v + @altag(t),v) = Lag(t,v), Vv eV,

(2.5)
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donde los funcionales L,, L,, y las formas bilineales a, a, estan definidos en (5).

En trabajos previos, tales como [15], se han estudiado las propiedades de continuidad,
simetria y coercividad de las formas bilineales a(-,-) y aq(-,-) en los espacios Vy y V,
respectivamente.

Se debe observar que un elemento u € L*(0,T;V) con u € L*(0,T; V"), por Proposicién
1.5.2, puede ser considerado como una funcién continua de [0,7] en H. Esto aclara el
significado de la condicién inicial en ¢ = 0 (de igual manera reemplazando V' por ;).

Sobre el espacio Q se consideran los funcionales costo no negativos J; y Ji, dados por las

expresiones
1 M,
Ti(a) = Sl — 2l B+ =2 lalls (2.
1 M,
Jia(q) = §||an — zall3, + 7||Q||an (2.7)

donde z;4 es un elemento asignado a priori que pertenece a H y M es una constante positiva.
Ademas, se consideran los siguientes problemas de control 6ptimo frontera (evolutivos)

formulados en la introduccion:

hallar g€ @ tal que Ji(q) = Hélél J1(q), (2.8)
q
hallar g, € @ tal que Ji,(q,) = Hélél J1a(q). (2.9)
q

2.2. Problema P y su correspondiente Problema de

Control ()ptimo Frontera

En esta seccion se demuestra que el funcional J; es coercivo y diferenciable Gateaux
en Q. También se muestra la existencia y unicidad del control 6ptimo frontera g para
el problema (2.8) y se da una condicién de optimalidad correspondiente al problema de
frontera libre en términos del control éptimo G y el estado adjunto del sistema 6ptimo pg.
Para ello, es necesario introducir las aplicaciones C1, I1; y £1 que se definen a continuacién.
Sea C} : @ — L*(V}) la aplicacién dada por la expresion Cy(q) = u, — ug, donde ug es la

solucién del problema variacional (2.4) para ¢ = 0, cuya ecuacién variacional viene dada
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por

(ia(t), 0+ alua(t).v) = [ gt)odz, Vo € Vo, wp € K,
Q
ysean II; : Q9 x Q@ - Ry L;: Q — R definidas por:

I (¢,n) = (C1(q), Cr(m)n + Ma(q,m)e  Yg,n € Q,

L1(q) = (C1(q), 2a — uo)n Vg € Q.

Siguiendo [9], se prueba el siguiente resultado.
Lema 2.2.1.
i) C} es una aplicacién lineal y continua.

ii) II; es una forma bilineal, continua, simétrica y coerciva en Q, esto es,

ILi(q,q) > Mo|lq||5, Vg€ Q.

iii) L, es lineal y continua en Q.
iv) Ji se puede escribir como Ji(q) = 1111 (q, q) — L1(q) + 3|luo — 243, Vg€ Q.
v) Ji es un funcional coercivo sobre Q, esto es

(1 —=1)Ji(q2) +tSi(qr) — Ji(1 —t)g2 + tqr)

tH1— 1)
= [[ttg, = g, |13 + Mallga — ¢:113]
Mot(l —t
> %H% —qill5 Vagi,q € Q, vt € [0,1].

vi) Existe un tnico control éptimo g € Q tal que J1(g) = mfél J1(q).
q€

Demostracion.

i) La aplicacién C(q) = u, — ug es lineal ya que, para 6, 5 € Ry ¢,n € Q, se tiene que

Usgtpy — Uo = 0(uq — uo) + Buy, — uy), es decir,

C1(0q + Bn) = 6C1(q) + BCi(n).
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A continuacion se probara que la aplicacién Cy es continua. En efecto, de la ecuacién

variacional (2.4) para u, y ug se tiene que,
(tg(t) — to(t),v) 5 + alug(t) — uo(t),v) = —(q(t),v)q Yo € Vj. (2.10)
Tomando v = u,(t) — ug(t)", se logra

(thg(t) = 110 (t), g (t) — uo(t)) y + alug(t) — uo(t), ug(t) — uo(t))

= —(q(t), uq(t) — uo(t))g.

(2.11)

Ademas, por la regla de derivada de un producto se obtiene

(g () = 1o (t) g (t) — uo(t))m = / %(uq(t) = uo(t))(uy(t) — uo(t))dz

Q

[ 0t = wo®de — [ (nft) = ) 5 aa(®) — wale)d
[ ) = w0 = (i) — ia(t) 0 (6) — wa(t)) -

Asi,

Q
= [ a®) — wofe) P = Zu®) — (o)
De esta forma se logra
. . 1d ,
(1) — io(t), wg(t) — wo(0) = 5 o llal®) ~ w0 (212)

Ahora, dado que a es una forma bilineal y coerciva en Vj, esto es,
existe Ao > 0 tal que a(v,v) = N\o||Vv||3, Vv € Vg,

de (2.11), (2.12), utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la Proposicion A.3.2

del Apéndice (desigualdad de Cauchy con €) para € = g, se prueba que existe una

1uq(t) —up(t) € Vp pues uq(t)|Fl =by uo(t)|Fl = b, entonces (uq(t) — uo(t)) |Fl =0.
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constante D7 > 0 tal que

5 771110t = wo(B) 13 + Aol [V (uy (£) — wo ()5

< / 0(t) (ug(t) — uo(t)) dy

'

N

[(a(t), uglt) — wo(t))q (2.13)
< lg®)llellug(t) — uo(®)llq
< la®)lloDrllug(t) — uo(t)]]vy

< 211 + 219 1) ~ w0y
donde la constante D; surge de aplicar el teorema de trazas y la equivalencia entre
las normas de V' y V4.

De aqui se pueden deducir algunas estimaciones:

D2
1) Se tiene que 4 |y (1) o (t) 3+ 2|V (uy (1) ~uo(t)) [} < 2E]lq(0)|[2. entonces

integrando sobre el intervalo [0, 7’| se obtiene

T
s [ ) w1+ 3 [ 1900wl < 5 [ ol
Asi,

1 T D? (T

St —wiolfs| +% [T Ive@ita < 2 [ i

Teniendo en cuenta que u,(0) — u(0) = 0, se tiene

r

1
= 5 lug(T) = uo(T)|[7 = 0.
2

S llua(t) = wo®)

0

Luego, 22 [T [|VC1(q)(0)]13dt < 55 [T [lq(8)][3dt, es decir,
D
VO (@)l < 7; llallo- (2.14)
2) Dado que Ao||V (uy(t) — uo(t))]|3 = 0, de (2.13) se obtiene

() — wo(0)l} < %IIq(t)llé T ol IV (utg(£) — () 2.
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Integrando entre 0 y s, para 0 < s < 7'y teniendo en cuenta que C;(¢)(0) =0,

se logra

ICx @I = [ Gl = wo)

D2 S S

<2 / a(®) Bt + Ao / 1V (ug (1) — uo(£)] et
D2 2 T 2

<3 / la@®)l3dt + / 1V(Cr(g) () |yt
D?

= Sllalls + 2ol VC I Vs € [0,T).

Utilizando la desigualdad obtenida en (2.14) se tiene

1y (@) (s) I < 2Dln 2 VseloT]

Tomando supremo para 0 < s < 7' se consigue

2
1€ (@[ = sup [[Crg)(s)]li < \/A_ODIHQHQ-

\5\

3) De la igualdad (2.10) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se deduce

(o)

= | (tg(t) — to(t), v) |

N\

|(q(£), v)el + lalug(t) — uo(t), v)]

< lg@llellvllq + [a(Ci(g)(t), v)]

< Hlg@®)lloDallvllv + [1C1 (@) D)]lv [[vl]vs,
donde D, es una constante que surge de aplicar el teorema de trazas y equiva-
lencia entre las normas definidas en V y V4.

Asi, tomando supremo sobre {v € V; tal que ||v||y, < 1}, se logra

Lo (@)

Luego, usando la Proposicién A.3.1 del Apéndice (Desigualdad de Cauchy), se

< Dallg®)lle + [1C1 () (@) lve-

= sup
v el <t

tiene

H_Cl < (Dallg@®llg + 101 (@) ()]v)?

= D%IIQ(t)IIQ +2Ds|lg(t)]lol ICL (@) )lIvy + [ICL@) BT,
< 2D3la@®)llg + 2/ICu (@) BT,



Integrando entre 0 y T' la expresién anterior, de (2.14) se obtiene

r

2

d

T
GO@W)|| a<2Dilh+2 [ 1@l

Vi
T
—202lql% + 2 / IVC (q) ()| Pyt

= 2D3]lqllg + 2V Ci(a)ll3,

92 D2
< 2D3|lq|l5 + )\leCIHQ

Asi, se logra

2D?

|Gea)| 203 + 200 llalle
0

’)

De esta manera, el operador C tal que
Cr:Q—{ve L (Vo) NL¥(H) : v e L*(Vy)}

resulta continuo.
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ii) De la linealidad de la aplicacién C; y de los productos internos definidos en H y Q

se deduce que II; es una forma bilineal, y de la simetria de estos productos internos

se sigue la simetria de II;.

Ademsds la aplicacién II; resulta continua. En efecto, de (2.14) y la desigualdad de

Cauchy-Schwarz, se tiene

i (g, )| < [(Ci(q), Ci(n))n| + M2|(q,n)al
< |[CL@) || Cr()] | + Mallqllalnllo
< D3| |IVCU(Q)||#]|VCL ()% + Malgl|ol|nl] 2

D2D?
(2540 lldlelille  vane @
0

N

donde Dj es la constante que surge de aplicar la desiguladad de Poincaré.

Por 1ltimo, la aplicacion 11; es coerciva en Q, ya que
(g, q) = (C1(a), C1(@)n + M2(q, 9)o

- (uq — Up, Uqg — U())'H + MQ(qa Q)Q

= Huq - UOHH +M2||QHQ M2||€IHQ Vg e Q.
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iii) Por la linealidad de la aplicacién Cy y del producto interno en H se tiene que £; es
lineal en Q.
Por otro lado, £; es continua en Q, puesto que de (2.14) y la desigualdad de Cauchy-

Schwarz, se sigue

DsD
1£1(0)] < 11C (@)l Iellza = wolln < Dsl[VC1(a) el 20 = wol e < =5 = Ilza = wollllalle,

donde Dj es la constante de Poincaré, mencionada anteriormente.

iv) De la definicién de Iy, £, y por (2.6), J; se puede escribir como

1 M,
Ji(q) = QH% — z4|l3, + 7“‘]”29
1 M,
= §||Uq — g + uo — zq||3;, + 7||Q||QQ

1 1 M,
= QH% — ug|[3, — (uq — v, 24 — Ug) 4, + §H2’d — u|[3, + 7\\(1\\29

1 1 M.
= - (C1(@), Cr(@)) — (Crla), 0 — o)y + 512 — ol B + = lall

1 1
= §H1(q7 q) — L1(q) + §||U0 - Zd||3+

v) Ji es un funcional coercivo sobre Q, ya que para todo ¢1, g2 € Q y t € [0, 1] se tiene

(1 —t)Ji(g2) +tJi(qu) — J1 ((1 — t)g2 + tq1)
1 1 1

= 50— Dlltg — 2l + 2, — 2B~ 2l see — 7l
T [ e [ T/ P

= T2 (g B + Mol — a2

= WH% _Q1H2Q'

vi) Existe un tnico control éptimo g € Q tal que J;(g) = rqrél’él J1(q). En efecto, dado que
I1; es una forma bilineal, continua y coerciva sobre Q x Q, £ es una forma lineal y
continua sobre Q y Q es un conjunto convexo, cerrado y no vacio, por Lema A.2.10
del Apéndice se tiene que existe un unico elemento de Q que minimiza el siguiente

funcional

J(q) = %Hl(% q) — L1(q)-
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Y por lo tanto, como 3||ug — z4||3, es constante, se tiene que

1 1
Ji(q) = §H1(C], q) — Li(q) + §||U0 — z4ll3,

tiene un minimo, al cual se lo denota con q.

]

Se define el estado adjunto p, correspondiente al problema (2.1) para cada ¢ € Q,
como la tnica solucién del siguiente problema parabdlico mixto

ap, dp
_a_tq_qu:uq_Zd en pq|Fl = 8_7;1

Para determinar la formulacion variacional de este problema, se multiplica a ambos lados

=0 pg(T) = 0.
Iy

de _8pq Ap, = uy — 24 por una funcién test v € Vj y se integra. Asi se obtiene

/apgzg )vd +/qu(t)Vvda7—/a%L:)vdv—/a%L:)vd7:/(Uq(t) — 24(t))vda.

Q Q I Ty Q
Dado que 9pq ‘r =0y que v € V, se obtiene
0
p(;f vdz + / Vo (£)Vodz — / (g (£) — 2a(t))vdz.
Q Q

Por lo tanto se tiene el siguiente problema variacional
pe € L’(Vo),  pg(T) =0 y pg€L*(Vf)
tal que = (pg(t), V)vy v + alpg(t), v) = (ug(t) — 24(t), v)m, Vo € g,

el cual tiene una tnica solucién p, € L*(Vp).

(2.15)

Lema 2.2.2.

i) El estado adjunto p, satisface la siguiente igualdad
(Ol(n)a Ug — Zd)'H = _(77>pq)Q~
ii) El funcional J; es diferenciable Gateaux ? y J; viene dado por

(Ji(q),n —q) = (uy — ug, uqg — za)u + Ma(q, 1 — q)o
=1L(g,n —q) — Li(n — q), Vg, n € Q.

2Se dice que J; es diferenciable Gateaux si y solo si Vu € V existe el siguiente limite

Ji(u+hv) — Ji(uw) o,
’ = (7{(u), ).

lim

h—0+t
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iii) La derivada Gateaux de .J; puede escribirse como
Ji(q) = Mag —pg, Vg€ Q.
iv) La condicién de optimalidad para el problema (2.8) viene dada por
Ji(q)=0en Q, estoes, —p;+Myg=0en Q.

Demostracion.

i) Si en la ecuacién variacional (2.15) se toma v = C1(n)(t) € Vi v se integra entre 0 y

T, se logra
T T T
~ [ a0 o) e+ [ a0 )t = [ ag(®) = a0, Cula) ),
0 0 0
es decir,
~ 0 Caly+ [ alpy(0). CLONAE = (1= 20 Col)w. (216)

Por otro lado, si en la ecuacion variacional (2.4) se reemplaza v = p,(t) para ¢ =0

y para g = 7 se tiene

(ty(t) = o (t), pg()) yr + alun(t) = uo(t), pe(t)) = = / 1(t)pq(t)dy.

1)

Integrando sobre el intervalo [0, 7], se obtiene

(i — 0, i)y + / o(Cr()(8), pa(t))dt = —(1.p)o. (2.17)

Entonces, de (2.16), (2.17) y por la simetria de la forma bilineal a se sigue
(uq — 24, C1(n))n
= GGt [ ). GO
= GG+ [ ") 1), (1))

= — (Pgs C1 ()3 — (it = 10, Dg) 3, — (1, P4)

— =G, Gy = (FC00n) — e
] ! (0. CO)+ ( FOO00) |t = e

— —/0 % (pq(t),01<77)<t))1{dt — (n,pg)a = —(1,P4) 0
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donde la dltima igualdad se deduce utilizando que p,(7) = 0y Ci(n)(0) = 0, y por

lo tanto
_ /0 % (pa(t). C1(n)(£)) 5y dt = — (pg(t). Cr(n) (1)) |5 =0

ii) Sean ¢, n € Q y h > 0, entonces por la definicién de J; y propiedades de producto

interno se tiene

L [J1 (¢ + h(n—q)) — Ji(q)]

h

1[1 5 My 9 171 9o My o
:E §Huq+h(n—q)_Zd||H+7||Q+h(n_Q)||Q +E _§||uq_zd||H_7||QHQ

h

Msh
= *(un — Ug, Up — Uq)’H + (uq — Zd,Un — UQ)H + T(n —4q,n = Q)Q + MZ(Q»U - Q)Q'

Tomando limite cuando h — 07, se obtiene

(Ji(@),n — a) = (uqg — 24, uy — tg)p + Ma(q,m = @)o

= (ug — uo + uo — 2¢, C1(n — @))u + Ma2(q,n — q)o

= (Ci(q) +uo — 2a,C1(n — @))u + Ma(q,n — q)o

= (Cuq), Cr(n — @) — (20 — w0, C1(n — @) + Ma(q,1 — @)
=1Ii(¢,n—q) = L1(n —q) Vq,n€ Q.

iii) De los incisos anteriores, se sigue

(Ji(a),m) = (g, n) — La(n)
= (C1(q); Cr(n)u + Ma(q,m) 0 — (C1(n), 2a — uo)nu
= (C1(n), ug — za)u + Ma(g, n)o
= —(0,pg)e + Ma(q, 1)

= (Mag — pg,m)o V€ Q.
Luego, Vg € Q, Ji(q) = M2q — p,.
iv) La condicién de optimalidad para el problema (2.8) estd dada por Jj(q) = 0, y por

el inciso anterior esto equivale a pedir —pg + Myg = 0.

En efecto, se sabe que J1(q) < Ji(q) Vq € Q, en particular vale para g + hq con
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h > 0, entonces

J1(@+ hq) — J1(Q) >0
h g (2.18)
= (J1(@),q) >0 Vge Q.

J1(@) < J1(q+ hg) =

Dado que —q € Q, entonces
(J1(@), —a) 2 0= T(q, —q) — L1(—q) > 0
= —(IL(g,q) — £1(q)) =0
= 11(g,q) — L1(q) <0
= (J1(@),9) <0 Yge Q.

De (2.18) y (2.19) se sigue que (J{(g),q) =0 Vq € Q, y por lo tanto Ji(q) = 0.

(2.19)

2.3. Problema P, y su correspondiente Problema de
Control ()ptimo Frontera

Al igual que en la seccién anterior, en lo que sigue se muestra que el funcional Jy,
es coercivo y diferenciable Gateaux en Q, también se prueba existencia y unicidad de los
controles 6ptimos frontera g, para el problema (2.9) y se da la condicién de optimalidad
en términos del control 6ptimo g, y el estado adjunto del sistema 6ptimo pg_ .

Sea C1, : @ — L?(V) la aplicacién definida por

Cla(Q) = Uqq — U0,

donde uq es la solucién del problema variacional (2.5) para ¢ = 0, cuya ecuacién varia-

cional viene dada por

@M&@+%@MW@=/%W@%&/WM,WEKQwGEWW

Q ry

Sean Iy, : 9 x Q - Ry Ly, : Q— R dados por las siguientes expresiones

a(g,m) = (Cia(q), Cra(m)n + Ma(q. )0 Vg,n € Q,
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Ela(Q) = (Cla(Q)7 Z2d — uaO)H VC] S Q

En forma similar al Lema 2.2.1, se enuncia el siguiente resultado en el que se prueban
propiedades de las aplicaciones C,, I, y L1,, se muestra la coercividad del funcional

Jia v se demuestra la existencia y unicidad del control éptimo.
Lema 2.3.1.
i) (4, es una aplicacion lineal y continua.

ii) Iy, es una forma bilineal, continua, simétrica y coerciva en Q, esto es,

Mia(q,q) > Mollgll, Vg€ Q.

iii) L, es lineal y continua en Q.

iv) Jia se puede escribir como

1

1
Jloc(Q) = EHla(% q) - 'Cloc(q) + 5““040 - Zd||§-[7 VC] S Q

v) Jia €s un funcional coercivo sobre Q, esto es

(1 —t)J1a(q2) + thalqr) — J1a((1 = t)q2 +tq1)

H1— 1)
= 5 [Huan _uaq1||3-[+M2||q2_q1||2Q}
Mot(1—t
> %H% —alla Vo, e Q, Vie[0,1].

vi) Existe un tnico control éptimo g, € Q tal que J1,(q,) = ml'él J1a(q).
q€
Demostracion.

i) De manera similar que para la aplicacién C; de la seccién anterior, la aplicacién C,
resulta lineal.

Para demostrar que C, es continua se utiliza que

(Tag(t) = Uao(t), v) i + Ga(Uag(t) — uao(t),v) = —(q(t),v)q Yv e V. (2.20)
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Tomando v = uay(t) — uao(t) € V, se logra

(tag(t) = tao(t), Uag(t) — Uao(t)) ; + Ga(Uag(t) — Uao(t), Uaq(t) — Uao(t))
= —(q(t), tag(t) — uao(t)), -
Litego, dado que (fiag(t) — tao(t) tag(t) — tao(t)y = L Iltag(t) — wao(B) 3 ¥ e
a, es una forma bilineal coerciva en V' esto es, existe A\, = A\; min{1, a} > 0 tal que

a(v,0) 2 AallV|[i, Vo€V,

donde \; es la constante de coercividad de la forma bilineal aq, se tiene

1d

5 77 1tea(t) = tao(D)][7 + Aal[ttag(t) = a0 (DI} < = (a(£), tag(t) = tao(t))q -

Utilizando la desigualdad de Cauchy con €, = A,, se obtiene

1d
5 2 1tag (8) = a0 (B) 3 + Al e (8) — a0}

| (a(t), tag(t) — uao(t))q |
< lg@llelluaq(t) — uan(t)]lq (2.21)
< Diflg(t)lelltaq(t) = uao()]lv

|
D? Aa
< S lla(Oll} + G luag(t) = wan ()

N

donde D; es la constante que surge de aplicar el teorema de trazas.

De lo anterior se siguen las siguientes estimaciones:

1)

1d Aa D2
5 77 1tea(®) = tao )|l + S lltag(t) — tao (DI < 3= o 1

O)1%-
Integrando entre 0 y T" se obtiene

1 (Td 2 Ao g D%
5 [ o) = w0l + 32 [ w0 < 2l

Luego, puesto que 3||uaq(t) — uOQ(t)qu‘g es una constante no negativa y que

IVCia(q)(O)|a < ||Cralq)(t)]]v, resulta

D?
% [ IvCu@ @l < Dol
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entonces

Dy

IVCia(@ll < 1 lalle- (2.22)

Para a > 1, se tiene que min{1l,a} = 1 y en este caso la desigualdad anterior

resulta independiente de a:

D
[|VCial(q)||ln < )\—11’\61||Q- (2.23)

Obsevar que, si no se usa que ||[VCia(q)(®)||z < ||Cia(q)(t)||v, la desigualdad

(2.22) podria escribirse como

D,
1Ca (@220 < )\_HQHQ- (2.24)

2) De (2.21) se tiene que

d D?
e (8) = a3 < T + Aol g (t) — (B

Integrando entre 0 y s, para 0 < s < 7, se logra

1C1a(@) ()17

S S d

Ozﬁﬁmw>umwwt
< /\m mﬁ+wt/u%q ()2t
< WM@+AHMW ool v,

Luego, de (2.24), se sigue

C 2<D—% pauny Suile: 2 <2D% \ 0,7
[C1alq) ()| < 3 gl + Aal|Cra(@)|720r) < " llalI% s € [0,T].

Entonces, tomando supremo para 0 < s < 7', se obtiene

2D2
|Cral @] ooy <

||61HQ

Cuando « > 1, se tiene nuevamente una desigualdad independiente de « :

2
sup [|Cra(q) (8]l < Vo llalle- (2.25)

o<t<T
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3) De la igualdad (2.20) para v € Vj y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se

deduce

\ @C ) = | (lg(#) — (), )|

’ (q(t),v Q ’ + |aa Uaq(t) — uao(t),v)‘
< Dollg(llellvllve + [[VCial@) (O al[ V]| a,

donde D, es una constante que surge de aplicar el teorema de trazas y equiva-
lencia entre las normas de V' y V4.

Notar que en lo anterior se ha utilizado que [ Ci,(g)(t)vdy = 0, ya que v € V.
'
Luego, tomando supremo sobre {v € V; tal que ||v||y, < 1}, se logra

2

< (Dalla®)llg + IV Cralg)()]])°

Ve

< 2D3[la®)l1g + 21V Cra(a) (B[

—C1a(q)(t)

d
dt

Integrando entre 0 y T'y de (2.22) se deduce

2

T
d
| ||GCet0®)| d < 203lalfs + 219,
o ||dt v
2D?
<2D3lally + 35" el

Asi, se logra

M=

2

2
2D
dt] <4203 + =5 lldlle,

2
Vs )\a

d

“Crala)(1

I

y cuando a > 1, se tiene

T 2 2
2D

[/ dt] < QDg + )\—21 llq]]o- (2.26)
0 v \ 1

Observar que, si v € V, la estimacion que se obtiene depende del parametro

N

d

GCa()0)

a, ain cuando «a > 1. En efecto, al igual que antes, de la igualdad (2.20) y la
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desigualdad de Cauchy-Schwarz, se deduce

(@)

<(q(t),v)q| + |a(Cra(q)(t),v)| + a

/ cla@)(t)m‘

I'

< lla@llellvlle + IV Cia(@) O al[Volla + af|Cra(@) (]| 2p o]l 2y

< Dslla(®)llgllvllv + [|Cra(@)(®)lvo[v]lv + aDi[|Cral@) @)y vl

donde D3y D, son constantes que surgen de aplicar el teorema de trazas sobre
['s y I'; respectivamente.
Tomando supremo sobre {v € V tal que ||v||y < 1}, se logra

o))

< Dslla(®)llg + (1 + aDi) [|Cra() @)y,
Vl
y por lo tanto

2

2
< 2Dglla@®)llg +2 (1 + aD)" [|Cra(a) (][5
Vl

Cla )( )

|
Integrando entre 0 y Ty utilizando (2.24) se tiene

[l
0

dt

2

2
dt < 2D3llql[g +2 (1 + aD3) " ||Cra(@)l 2y
V/

Cla( )( )

2
2D2 (1 4 aD?) l
Aa q Q?

< 2D3|ql/% +

y asi

d

dt Cla( )(t)

1
2 7z 2
2D% (1 + aD3?)
V,dt] <\/2D§+ HLE DD g

|

Cuando « > 1 resulta la siguiente desigualdad

I

la cual sigue dependiendo de «.

1

2 2 2
2D? (1 D?
dt] <\/2D§+ N [P —cr)
V! 1

d

ZCa(@()

De esta manera, el operador
Clo: Q= {ve LA(V)NL>®H) v e L*(V')}

resulta continuo.
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ii) La aplicacién II;, es continua, esto se sigue de (2.24) y la desigualdad de Cauchy-

Schwarz

a(q,m)] = [(Cralq), Cra(n))n + Ma(q,n)c]
< [Cra (@I Cra(m)2 + Mallql|ol|nllo

< Cra( @20 [|Cra(m)z2(vy + Malldllellnlle

Dy
< 2 lldllelinlle + Mslallellnlle

D2
= (54 am) ldlollllo am e @x 0

Ademas, 11y, es coerciva en Q, ya que

Hla(qv Q) = (Cla(Q)> Cla(Q))H + M?(Q? Q)Q
= (uaq — Ua0, Uag — uaO)H + MQ(Q: Q>Q

= [|tag — taol[3 + Mallallg > Mollally Vg€ Q.
iii) £, es continua sobre Q, pues de (2.24) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene

1£16(9)] = [(Cra(9); za = tao)u| < [[Cral@)|lnll2a — vaol |

< Cra(@| 2y ll2d = tao 2
D,

<>\—||Zd—uao||ﬂ||61||g Vg e Q.

iv) Por la definicién de I1;, y L1, y por (2.7), Ji, se puede escribir como

1 M,
J16(q) = 5 ltag — zall3 + ==1lalld
2 2
1 2 2 2
= §||an — Ug0 + Uao — Zall3 + 7||q||Q
1 1 M,
= §||uaq - uaOH%—L — (Uag — Ua0, Za — uaO)fH + EHZd - uaOH?—L + THQHQQ

My
2

1
(Cra(@), Cra(@))3 = (Cra(a), 24 = ta0)yy + 5120 = waol 3 + = Mlalfg

| =D —

1
Hla(q7 C]) - £1a<q) + §Hu010 - ZdH’zH

v) Jia es un funcional coercivo sobre Q. La demostracion es andloga a la realizada para

el funcional J;.
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vi) Existe un unico control éptimo g, € Q tal que J1,(q,) = mfél J1a(q). Esto se sigue
q€

del Lema A.2.10 del Apéndice, pues dado que II;, es una forma bilineal, continua y

coerciva sobre Q x Q y L4, es lineal y continua sobre Q, dicho resultado garantiza

existencia y unicidad del minimo para el siguiente funcional

1

J(q) = inla(% q) — L1a(q),

y teniendo en cuenta que 3||uao — 24/|3, es independiente de ¢, se logra que Ji4(q)

tiene un minimo, al cual se lo denota con q,,.

O

Se define el estado adjunto p,, correspondiente a (2.2) para cada ¢ € Q, como la tnica

solucion del siguiente problema parabdlico mixto

OPaq

OPaq
B Poq on

on

_ Opag
ot

=0 Paq(T') = 0.

— APog = Uag — 2a €n
Iy 1)
Para determinar la formulacion variacional de este problema, se multiplica a ambos lados

de — 6p“‘1 — APag = Uaq — 24 POr Una funcién test v € V' y se integra

_/ apgqt(t)“d“’" / Apag(t)vdz = / (tag(t) — za(t))vdz.

Q Q Q

Por la férmula de Green se tiene

Opaat) 4 / VPag(t) Vodz — Ooall) g [ Peall) / (tag(t) = za(t))vdz,
Q Q

ot on on
Fl FQ
y puesto que agzq ’FQ 0y —8p°‘q |Fl = QPag, se logra
Opa
/ pa‘;( da:—l—/Vpaq Vvdx—l—a/paq Yudy = /uaq — 24(t))vdz.
Q I Q

Asi, se tiene el siguiente problema variacional

Pag € L*(V), Pag(T) =0y Pag € L2(V')
tal que  — <paq(t)7 U)V’,V + aa(paq<t>7 U) - (uaq(t) - Zd<t>» U)Hu Vo € Vva

(2.28)

el cual tiene una tnica solucién p,, € L*(V).
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Lema 2.3.2.

i) El estado adjunto p,, satisface la siguiente igualdad

(C1a(n); tag — 2a)u = — (1, Pag) 0-

ii) El funcional J;, es diferenciable Gateaux y Ji, viene dado por

<J{a(Q)7 n— Q> = (uﬁa — Uag, Uag — Zd)?-[ + M2(Q7 n— Q>Q

:H101<Q777_Q)_[’1a<77_Q)7 VCLUE Q
iii) La derivada Gateaux de .J;, puede escribirse como

J{a(Q) = ng — Pag Vq S Q

iv) La condicién de optimalidad para el problema (2.9) viene dada por

J{Q(CD =0en @, esto es, = Pag, T Myg, =0 en Q.

Demostracion.

i) Este resultado se sigue de los problemas variacionales (2.5) y (2.28). Més precisa-

mente, si en (2.28) se elige v = C1,(n)(t) y se integra entre 0 y T, se logra

— (Pag: C1a(n))y + /0 U (Pag(t), Cra(n)(8))dt = (tag = 2, Cra(n))n.  (2:29)

Por otro lado, si en (2.5) se toma v = p,,(t) para ¢ = 0 y para ¢ = 1 se tiene

(uan(t) - uao(t)apaq(t))H + Ga (uan(t) — Ua0(t); Pag(t)) = — /n(t)paq(t)dV-

Luego, integrando entre 0 y T', se obtiene

(an = a0, Paq)y; + /0 o (C1a(n)(1), Paq(t))dt = = (1, Pag) 0- (2.30)



33

Entonces, de (2.29), (2.30), utilizando la simetria de la forma bilineal a,, y dado que

Pag(T) = 0y Cia(n)(0) = 0, se sigue
(uaq — 24, C1a(N) )1

(P, Cram)) + / 00 (Pag(t). Cra ) (1))t

= (Pogs Cralm))y + / 0 (Cra(0)(1), Pag (1))t

= - (paqa Cla(n))'H - (uom - uonvPaq);L[ - (napaq>Q

= — (Pag: Cra(n)) 3 — (%Cla(n)7paq)H = (1 Pag)e

[ ! a0 )y + (50 20a(®)) | = (1500

H

. / & (ealt). Cralm) (1))t — (1 )
= —(U’paqb'

ii) Sea h > 0, de la definicién de Jy, se tiene: Vg, n € Q

1
7 [1a (@ + 1 = q)) = J1a(9))]
h
= 5(“0477 — Uag, Uan — uaq)’H + (uoeq — Zd, Uam — uaq)’H
Msh
+ ==, —q)o+ M(q.n— q)o.

2

Tomando limite cuando h — 0%, se obtiene
<‘]{a(Q)7 n—- Q> = (uaq — Zdy Uan — uaq)?—t + M2(Q7 n— CDQ
- (uaq — Upo + Uao — Zd, Cla(n - q))'H + MQ(Qa n— Q)Q
= (C1a(9), Cra(n — @)1 — (24 — a0, Cra(n — @)1 + M(q;1 — q)o

= Iha(g,n = q) = L1a(n — q).
iii) De lo anterior, se deduce

(Jia(@),n) = (g, n) — L1a(n)
= (Cla<77)7 Uag — Zd)H + M2(Qa 77)9

= (ng —paqﬂ])g V77 S Q
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Asi,
Jioz(Q) = ng — Pag vq € Q

iv) Como en el Lema 2.2.1, se tiene que (J{,(q,),q) = 0 Vg € Q y por lo tanto
J1,(@,) = 0. Luego, por el inciso anterior, la condicién de optimalidad viene dada
por

MG, — Pag, =0, Vq € Q.
[

A continuacién, se complementa esta seccién dando algunas estimaciones para la apli-

cacién afin ¢ — uq,. Para ello se considera la siguiente observacion.

Observacién 2.3.3. Tomando u = v = C1,(¢)(t) para 0 < ¢t < T, en la expresién

aa(u,v) = a(u,v) + a [ uvdy, se obtiene
'

aa(C1a(q)(t), C1a(q)(t)) = a(Cialq)(?), C1a(q)(t)) + o / Cial(q)(t) Cialq)(t)dy

I'
= [ICra(@) DI, + al|Cral@) ()] [Z2ry)-
Dado que a, es continua en V, existe una constante D5 > 0 tal que
o|Cra(@) ()72, < laa(Cral@)(t), Cra(a)(t))]
< Ds[|Cra(@) @) lv[|Cra(a) )l
= D5|Cralq) (D)][F-

Integrando entre 0 y 7'y por (2.24) para o > 1, se obtiene la estimacién

D

T
a/ 1C1a (@) (0)][Z2(ryydt < Ds||C1a(@)[72v) < D5)\_11"qHQHCla(Q)HLQ(V)a (2.31)
0

la cual serd utilizada en el siguiente lema.
Lema 2.3.4. Se tienen las siguientes estimaciones para a > 1 :
D
1) |[Vtag, — Vag, [|n < N lla1 — gallo,

2) sup |[tag, (t) = ttag, (D)l < /57 D1 llgr — azllo,

0<t<T
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. . 2D?
3) ||uaq1 - uaq2||L2(V0’) < ZD% + )\_21’1 g1 — a2l|o,

. . 2D1aD
1) [fitag, — thagul vy < /203 + 220522 Jlgy — g,

D5 D1 qu

5) [|ttag, = Uags||L2(z2(ry)) < — @l|o-

Demostracion.
1) Utilizando la linealidad de C}, y la estimacion (4.7) para a > 1, se deduce

[[Vtag, — Vtag |1 = |V (tag — toa) — V(Uag, — toa)] |3
= chm(ch) - VCla(QQ)HH

D
= ||VCia(q1 — @)% < /\—11||Q1 — @l|o-

2) De la linealidad de (', y la estimacién (4.8) para o > 1, se logra

SUp |[ttag, (1) = ttag, (1)[[r = sup |[(tag, (t) = toa(t)) = (tag, () = uoa(t))||m

0<t<T 0<t<T
= sup [|Cia(q1)(t) — Cralg2)()|a
0<t<T
2
= sup ||Cia(qr — @2)(t)||r < )\—D1||Q1 — @l|o-
0<t<T 1

3) De la estimacién (4.9) para a > 1 y por la linealidad de la aplicacién C, y de la
derivada, se tiene
r T 1/2

||uaq1 - an2||L2(VO/) = / ||(uaq1 (t) - an(t)) - (”L'Lan (t> - an(t))H%/o’dt

0

- ) 1/2
= | [ || Cuala ) - @) d
= ai e 1 ai- e 42 o

L0 0

. . ) 1/2
— | [ || a0 at

t .
LO 0
2D?

<208+ Ll - alle.
1
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4) De la estimacién (4.10) para a > 1, se consigue

- T 1/2
|tiag, — tags||L2vry = /H(%ql (t) = t0a(t)) = (tag, (t) — T0a(t))[|F-dt
|0
r T p ) 1/2
= /Hacm(% — @2)(t) y dt
| 0

2D3(1 + aD?
< yf203+ L0y gy
1

5) De (2.31) y (2.24) para o > 1, se obtiene

T

[tag, = tog || L2220y = / [1(tag, () = tt0a(t)) = (tag () = toa ()l 72(r, ) dt
0

T
z/MM@—@Wm%mﬁ
0

< DsDs
Oé)\l

DsD? 9

a1 — gallol|Cralqr — C]z)HLQ(V)

O

Observaciéon 2.3.5. Para el mapeo del estado adjunto ¢ — p,, se obtienen estimaciones

analogas reemplazando ug,q POT Pyq, para ¢ = 1, 2.

2.4. Estimaciones Asintdticas

Con el objetivo de estudiar el comportamiento asintotico, cuando « tiende a +oo, de los

estados del sistema, los estados adjuntos y los controles 6ptimos, se obtendran estimaciones

para Uag, Uag, Pag Y Pag Para a > 1y q fijo.

Proposicién 2.4.1. Para ¢ fijo, si u,, es la tnica solucién del problema (2.5), se tiene la

siguiente estimacion:

[tagl|z2(vy) + [[tagl|Loo(rry + [[tagll 20y + V(@ = D[ttag = bl| 22y < Er, - (2.32)
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para todo o > 1, donde la constante E; depende de las normas |[iy||r2vy), [|tgl|z2(v7),
[[Vug|lae, [ugllrzovys |[uglleocay, 119lla, |lallo v de la constante de coercividad A; de la

forma bilineal a;.

Demostracion. Sise toma v = uyq(t) —u,(t) € V en la ecuacién variacional (2.5), se logra

(Tag(t), Uag(t) — ug(t)) + aa(Uag(t), tag(t) — ug(t)) = Lag(t, uag(t) — ug(t)).

Sumando a ambos miembros el término —a(ug(t), tag(t) — ug(t)) — (Ug(t), Uag(t) — uy(t)),

se obtiene
(Tag(t) — 1g(t), Uaq(t) — uqg(t)) + Aa(Uag(t), tag(t) — ug(t)) — alug(t), Uag(t) — ug(t))
= Log(t, tag(t) — ug(t)) — alug(t), taq(t) — uqg(t)) — (g(t), taq(t) — uq(t)).

De la definicién de a, y Lqg, la tltima igualdad puede ser reescrita de la siguiente manera

(Uag(t) — Ug(t), Uaq(t) — ug(t)) + Aa(Uag(t) — uqg(t), Uag(t) — ug(t))

[ ut)wan(®) ~ w(0)dy

I

= Ly(t tog(t) — (1)) + a / b(ttag(t) — 11g(1))dy

— a(ug(t), Uag(t) — ug(t)) — (Ug(t), ag(t) — uq(t)),

y dado que uq|F1 = b, la expresién anterior se simplifica a

(Uag(t) — Ug(t), Uaq(t) — ug(t)) + Aa(Uag(t) — uqg(t), Uag(t) — ug(t))
= Lg(t, tag(t) — ug(t)) — alug(t), tag(t) — uq(t)) — (q(t), uag(t) — ug(t)).

Por otro lado, de la coercividad de la forma bilineal a; se tiene

o (Uaq(t) — uq(t), uaq(t) — uq(t))

= (tiag(t) — tg(t), tag(t) — ug(t)) + / (tta(t) — ug(t))2dy + (o — 1) / (ttag(t) — 1g(t))2dy

Iy Iy

= a1(ttaq(t) = ug(t), uaq(t) = ug(t)) + (@ = 1) /(uaq(t) — uq(t))*dy

I

> Ml[taq(t) = ug(t)[[} + (a — 1) /(an(t) —ug(t))*dy.
I
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Reemplazando lo obtenido en (2.33) se logra
(tag(t) = 11g(t); tag(t) — ug(t)) + Mlltag(t) — ug (B[

= 1) [ (aalt) — )y (23
Iy
< Lot thaq(t) — ug(t)) — alug(t), uaq(t) — ug(t)) — (tig(t), tiag(t) — uqg(t)).

Aqui, dado que (-, -) representa la paridad entre V{ y V; o entre V' y V' segiin corresponda,
y puesto que u,(t) € V§ v uaq(t) — ug(t) € V, para que la expresion (i,(t), uaq(t) — ug(t))
tenga sentido se debe extender 4,(¢) a un elemento de V’. En efecto, se sabe que Vj es un
subespacio de V', donde la inclusién Vi C V' es continua. Ademds, la aplicacion ,(t) € Vj
para todo ¢, por lo que ,(t) es una aplicacién lineal y continua. Entonces por Teorema
A.2.1 del Apéndice (Teorema de Hahn-Banach) #,(t) se puede extender a un elemento de
V' preservando la norma para todo ¢. Es decir, 1, puede ser extendido a un elemento de
LA(V).
En lo que sigue se acota el lado derecho de la desigualdad (2.34), para ello se utiliza la

desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Lq(t, taq(t) — uq(t)) — alug(t), uaqg(t) — uq(t)) — (g(t), uaq(t) — uq(t))
< Lot ttag(t) — ug(8)] + alug(t), taq(t) — ug())] + [(ig(t), Uag(t) — uq(t))]
< [(9(t), wag(t) — ug(t)al +1(a(t), uag(t) — uq(t))ql
+ |a(uq(t), taq(t) — ug(8))] + (g (), taq(t) — uq(t))]
< g al[tag(t) = wg ()| + lla(t)|@l1taq(t) — ug(t)]lo
+ Vg1V (taq(t) = (O + [[dg ()] v |[waqg(t) — uq())]lv
< 9@l [ttag(t) = ug(®)llv + Dillg(®)]|Ql[taq(t) — uq(t)]v
+ Vg ()| #|[taq (t) — g ()|l =+ [[ttg (#)]]v] [tiaq (t) — ug(E)]]v,

donde D surge de aplicar el teorema de trazas.

Luego, de (2.34) y (2.4), se consigue

(lhaq(t) = tig(t), tag(t) — tq(t)) + Ml[tiaq(t) — ug()[IV, + (@ — 1) /(uaq(t) — uy(t))*dy

INT

< g ltag(t) — ug(®)llv + Dilla(®)l|Ql|uaqg(t) — uq(t)]]v
I VugO)l]a|[vag(t) — ug(®)][v + [[tg(#)]]v][uaq(t) — ug())]]v-
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A1

Aplicando la desigualdad de Cauchy con € a cada término del lado derecho para e = 7,

se logra

(thag(t) = g (1), Uag(t) — ug(t)) + At[tiaq(t) — ug ([} + (a = 1) /<uaq(t) — uy(t))*dy
< %Hg(t)H% + %Huaq(t) —uy(W)]|> + %Dfuq(t)H?Q n %Huaq(t) w02

al Al () — g ()13

2
= 112
+ IV Ol + 5 .

2.
llttaq(t) — ug()IIF + A—1||uq(t)||2v/ +

o equivalentemente

(thag(t) = 11 (t); tag(t) — ug(t)) + %Iluaq(t) —ug()|[ + (@ — 1) /(uaq(t) — uy(t))*dy
2 1

2 2 2.

< Llg(Ols + DRI + Vg Ol + g0

1 1 1 1
Dado que (tiag(t) — ty(t), taq(t) — uq(t)) = 3% |[taqg(t) — ug(t)|[3; v que uy|r, = b, se tiene
1d
2 dt
< gl + = Dilla@IG + = Vue ()] + g O]

)\1 )\1 )\1 )\1

lttaqg(t) — uq (W) I + %Iluaq(t) — g ()| + (@ = Dlftiag(t) = bl[72(r,)
(2.35)

Integrando entre 0 y 7', y usando que uq4(0) = u,(0) = vp, se logra

1 A\
§||UOCQ(T) - uq(T)H%{ + ?“uocq - uq”%%V) + (o — 1)||an - b“%?(L?(Fl))
2 2 2 2 2 2 2 2 . 2 2
S )\_1||9||H + /\_lDlHqHQ + )\_IHVUQH”H + )\_IHUqHL?(v/) = )\—11417

donde Ay = [[g]7, + D¥llqllg + [Vugl[3, + [tq| 721

De esta ultima desigualdad se deduce
2
\/ (Oé — 1)Huaq — bHLQ(LQ(Fl)) g )\—lAl, (236)
y de [|tag — uql|r2v) < )%\/Al, se obtiene
2
|[tagllr2(v) = [lugll2evy < [ltag — ugll2v) < NV Ay,

por lo tanto

2
||uaq||L2(V) < )\—1\/ A+ ||Uq||L2(V)- (2.37)
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Ademas, de (2.35) se tiene que

1d

2 2 2 2.
5 37l ltaa(®) = wa ) <5 NlaOI + 5 DR lao + VgDl + =g 1)

Integrando entre 0 y s, con s < T', se obtiene

S

1 d
5 [ Gilltea® — walo)

0
<3 |2 dt 3D2 |3 dt 2 Y, (t)||%dt 2 10 ()12 dt
< lg(®)|[zdt + 1 [ Ha@)llgdt + Vg ()]|3dt + AR
/\1 )\1 >\1 /\1
0 0 0 0

2 2 2 o2 2 2 2000 2
< llolB, + 5 DA lalls + 1l + 5l = 5 Ar
Nuevamente, usando que u,4(0) = u,(0) = v,, se logra
1 2
S lluag(s) = ug(8)||H < A_lAl’
y tomando supremo sobre s, con 0 < s < T, se deduce
1 2
§Huaq — g [T gy < >\_1A17
es decir
el < —=/ + [l (2.38)
Uag||L*(H) X —F~— 1 Ug||Loo(H)- .
q (H) \//\—1 q (H)

Por otro lado, si en la ecuacién variacional (2.5) se considera v € Vj, y se le resta la

ecuacién variacional (2.4), se logra
(thaq(t) = (1), V) + a(tiag(t) — ug(t),v) =0, Vv €W
Luego, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se obtiene

(thoq (1) = g (1), v) i < [a(ug(t) = tag(t), V)]
1V (g (t) = ttag ()| 2@ [0]vo

< g (t) = wag@)lv][vllv, - Vo € Vo

N

Tomando supremo sobre {v € Vj tal que ||v||y, < 1} e integrando entre 0 y T, se sigue

||uaq - uqHLQ(VO’) < ||uq - an||L2(V)- (2.39)
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Asi,
[ttaq||L2vg) — IJgllL2vg) < Nugllzevy + [tagll2(v),

y por (2.37), se obtiene

) 2 )
| tag|| 22 vy < Y Ar + 2lugl| L2 vy + [t L2 vy (2.40)

Utilizando las cotas halladas en (2.36), (2.37), (2.38) y (2.40) se puede concluir que, para

todo o > 1
[ttagl|L2vy) + [tagl| ooy + [|tagll 20y + /(@ = D)[[tag — bl L2(r2ry))

— (4 242 ,
sV (E " T) 32wy + Vil 2cvg) + gl o= ey =2 En.

]

Teorema 2.4.2. Para ¢ € Q fijo, cuando a — 400, se tiene que u,, — u, fuertemente

en L*(V) N L>®(H) ¥ tiag — U, fuertemente en L*(Vj).

Demostracion. Sea q € Q fijo. La prueba se desarrolla en tres pasos:

Paso 1. En esta etapa se prueba que existe una sucesion {u,, .} y w, € L*(V) N L>(H)
tal que ug,,,, — w, débilmente en L*(V') y débil estrella en L>®(H), y ademas, i, , — i,
débilmente en L*(Vy).

En efecto, sea {uq,,} una sucesién en L?(V) N L>°(H). De la estimacién (2.32), se tiene

HuaanLQ(V) < Ela

lo que implica que {u,,,} es una sucesién acotada en el espacio Banach reflexivo L*(V).
Asi, por Teorema A.1.4 del Apéndice, existe una subsucesion {u,,,}, denotada igual que
la sucesién original, que converge en la topologia débil a w, € L*(V).

En lo que sigue se probara que w, € L*(H) y que uq, , — w, en L=(H) (via identificacién).

A tal efecto, para cada u,,, € L®(H) se define

T
Bernq(h / )y Uang(t)) 4 dt VYh e L'(H).



42

Claramente ¢,,, € (L'(H))', pues son aplicaciones lineales y continuas, ya que

|¢O¢nq /l uanq )H|dt HuaanL"O(H)/Hh HHdt HhHL1 H)||uaanL°°

De la Proposicion 2.4.1, se sigue

Ganq(h
| Gangll(Lr(rryy = sup [90,4(h)| < [tangl| oo () < En.
nerrm) | 1P| oo

Asi, {¢a,q} s una sucesion acotada en el espacio (L' (H))', y dado que L'(H) es un espacio
de Banach separable, por Teorema A.1.5 del Apéndice, existe una subsucesion {¢,,,} que
converge en la topologfa débil estrella a ¢, € (L*(H))'.

A continuacién se identificard a ¢, con w,. Sea h € L'(H), de la Proposicién A.1.3 del
Apéndice, se tiene

¢q(h) = lim @q,4(h) = lim (Uanq(t),h(t))HdtZ/(wq(t)ah(t))Hdt' (2.41)

Qp,—00 Qup—>00
0

Por otro lado, dado que ¢, € (L*(H))’, por la Proposicién 1.3.3 existe f, € L>°(H) tal que
T
— [ nO) bt vhe L), (2.42)
0

Luego, de (2.41) y (2.42) se deduce

T

/(fq(t) —wy(t),h(t))ydt =0  VheL'(H).

0
Por lo tanto, f,(t) = w,(t) en c.t.p de (0,T). Asi, se tiene que ¢, € (L*(H))' se identifica
con w, € L>®(H). De esta forma se puede afirmar que existe (via identificacién) una
sucesion que se denota por {ua, .} y w, € L*(V) N L>®(H) tal que u,,, — w, débilmente
en L*(V) y débil estrella en L>®(H).

Ademas, de la estimacién (2.32) se tiene que
[Ty gl L2(vy) < EX

lo que implica que {i,,,} es una sucesién acotada en el espacio Banach reflexivo L*(Vj).

Asi, existe una subsucesién denotada por {i,,,} que converge en la topologia débil a
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nq € L2(Vp).
Dado que g, — w, en L2(V) y g, — 1, en L*(Vy), por la Proposicién 1.3.7 se obtiene

que 7, = Wy, y por lo tanto queda demostrado que
Ua,q — W, débilmente en L*(Vj).

Paso 2. En este paso se prueba que w, = u,.
En primer lugar se demuestra que w, = b sobre I';. A tal efecto, de la estimacién (2.32)

se sabe que
V(= D[ttang = bl| 22,y < E4 para a, > 1.
Luego, de la Proposicién A.2.9 del Apéndice, se tiene

. . Ey
0 < [lwg — bl L2z2(r,)) < léanjgf [tang = bl L2(z2(ry)) < lé?J&f m =0,

por lo tanto w, = b sobre I'; y dado que v, = b sobre T'y, se tiene que w, — v, € L*(Vj).
En segundo lugar se muestra que w, satisface la ecuacién variacional (2.4). Por tal motivo,

si en la ecuacién variacional (2.5) se considera v € V;, se tiene
(T g (), ) + a(Ua, 4(t),v) = Ly(t,v), Vv e V.
Asi, para todo v € L*(V;) se satisface
(TUang(t),v(t)) + a(ta,q(t),v(t)) = Ly(t,v(t)), Vtel0,T].

Integrando sobre el intervalo [0, 7] se logra

/(uanq(t),v(t)>dt+/a(uanq(t),v(t))dt = /Lq(t,v(t))dt, Yo € LA(Vp). (2.43)
Si se toma limite cuando «,, — 0o se obtiene
/ (i (1), ()t + / 0wy (£), v(t))dt = / Lto)dt, YoeI2(Vo).  (2.44)

Lo anterior se deduce utilizando la Proposicién A.1.3 del Apéndice y las convergencias
débiles u,,, — wy en L2(V) y g, — 1w, en L*(Vy).

Sea s € Vy y cualquier ¢y € (0,7). Se considera el intervalo abierto

1 1
0; = (to——.,to—i-—.) C (0,7)
J J
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para j € N lo suficientemente grande y se toma

s si teQ;
0 si te (O,T) —Oj.

v(t) =

Reemplazando v € L?(V}) en (2.44), se tiene

‘ﬂ%@ﬁw+/q%@@ﬁ:/%@@w

0; 0; 0,
Dividiendo la expresiéon anterior por % y tomando limite cuando j — oo, del Teorema

A.2.5 del Apéndice (Teorema de diferenciacion de Lebesgue), se logra
(wy(t),s) +alwy(t),s) = Ly(t,s) VseVy, ctpte(0,T).

Se demuestra ademds que w,(0) = vp. En efecto, de (2.43) y (2.44) se sigue

iuanq dt—i—/Ta(uanq /TLq v(t))dt, Vv e L*(V),
. 0 T OT TO
‘ﬂ%@w@w+/qwmwmﬁ:/%@mm@ o € I2(Vy).

Sea v € C'(0,T;Vp) con v(T) = 0, aplicando el Teorema 1.5.3 (Férmula de integracién
por partes) y teniendo en cuenta que, por Proposicién 1.5.2, w, se puede considerar como

una funcién en C(0,7T; H), se tiene

Ly(t,v(t))dt, (2.45)

St~

/%mmwwmw—wmwmm»+/wwwmmmw=

T

/—wm%mwwwMWMW+/u%mmww:

0

L(t,v(t))dt.  (2.46)

Ot —

Tomando limite cuando a,, — oo en la expresién (2.45), y usando que uq,4(0) = v, y que

Uq,q converge débilmente a w, en L*(V), se obtiene

/—(v(t),wq(t»dt— (vp,v(0)) +/a(wq(t),v(t))dt = /Lq(t,v(t))dt. (2.47)
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Restando las expresiones (2.46) y (2.47) se deduce

(05, v(0)) = (wy(0),v(0)),

y, dado que v(0) es arbitrario, se logra w,(0) = v.

De lo anterior se consigue

wg — vy € L2(Vo),  we(0) =y y by € L2(V()
tal que  (w,(t),v) + a(wy(t),v) = L,(t,v), Vv e V,

Asi, w, = u, por unicidad de la solucién del problema variacional (2.4).

De lo demostrado en los dos pasos anteriores se tiene que, cuando o — 00,
* . .
Ung — Ug en L2(V),  Upg — ug en LO(H) v g — 1, en L*(Vy).
Paso 3. En lo que sigue se prueban las siguientes convergencias fuertes para a — oo:

Uag — Uuq en  L*(V)N L¥(H), Uag — Uug en  L*(L*(T)),

Ulag — g en  L*(V7).

En efecto, de (2.34) se tiene

(lhaq(t) = tig(t), tag(t) — tq(t)) + Ml[tiaq(t) — ug()[I}, + (o — 1) /(uaq(t) — uy(t))*dy

I

< Lyg(t, taq(t) — ug(t)) — alug(t), uag(t) — ug(t)) — (tg(t), tag(t) — ug(t)),
o equivalentemente

3 g 1an®) = a1y + Aultan(®) = s + (0= 1) [ (agft) = a0
/ (2.45)

S Lg(t tag(t) = ug(t)) — alug(t), tag(t) — ug(t)) — (iig(t), taq(t) — ug(1)).
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Integrando entre 0 y T, se obtiene

1
51tag(T) = ug(D)[7 + Mlltag = ugllZ2v) + (@ = Dlltag = ugllZ2zaryy)

T

< /L (t, Uag(t) — ug(t)) — alug(t), uag(t) — ug(t)) — (Uy(t), uaq(t) — ug(t))dt

z " (2.49)
-/ / (ta(t) = w0 | e = [ | [ a(0)tan(t) = a0 | at
—/M%wmmw—%@w—/Wﬂm@m—%@Mt

Una consecuencia de esta desigualdad es la siguiente

T
Al|tag — Uq”%g(v) < / ( ) (Uaq(t dm) dt — / (r/ ) (Uaq(t (t))dx) dt
0

T
~ [ alug(®) tagt) = ug(e))dt - / (g (8), tag () — g (£).
0

0

Tomando limite cuando @ — oo y usando propiedades de convergencia débil, se tiene
2 _ y _
AMl[tag — tgll720) =0 esto es O}glgo l|tag — Uqg||L2(vy = 0,

es decir, u,, converge fuertemente a u, en L*(V).

Otra consecuencia de (2.49) es

T T
~ [ a0, 0) ~ ot ~ [ {0, 1000) a0
0 0
Nuevamente, tomando limite cuando o — oo, se tiene lim ||uqq — uql|r2(22(r,)) = 0
a—r 00

M [fuaq = tglliaawy =0 esdecir  lm [Juag = tqllzz@a) =0,
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por lo tanto, u,, converge fuertemente a u, en L*(L*(T1)).
Ahora, de la expresién (2.48), se logra
1d
g 1) — g 0y
< Lo(t, tag(t) — ug(t)) — alug(t), uag(t) — uq(t)) — (tg(t), tag(t) — uq(t)) -

Integrando la desigualdad anterior entre 0 y s, para s > 0 fijo, se tiene

S

1d 2 . 1 2
[ 5 5 an®) = s Brde = 3lln(s) = (I
< [ Lalt taa(®) = )t [ a0, tg0) = w0t~ [ (400) 100 (8) = 1)
< | [ 00100 = w0 n] + | [ (a(0)000() = )

s

| [ (Fl0), 9 Ctg0) = ()] + | [ (f6) t0aft) = a0

0
= |(9» Uag — uq)L"’(O,s;H)} + ‘(Q, Uag — uq)L2(078;Q)‘
+ ’(qu, V (Uag — uq))LQ(O,S;H)‘ + ’(Uq’“aq - uq)m(o,s,H)‘

luego,

‘(97 Uag — uq)LQ(O,s;H)‘ + ‘(% Uag — uq)LQ(O,s;Q)‘
+ ‘(qu, V(tag — uQ>)L2(0,s;H)‘ + ’(uqv Uag — “q)p(o,s,H)‘
< |lgllz2(0,5;80) | [tag = UqllL2(0,5:7) + 1|l 22(0,5:0) [tag — Uqll22(0,5:0)
+ ||qu”L2(0,s;H)Hv(uaq - “q)HLQ(O,s;H) + HuqHLQ(O,s;V’)”an - “qHLQ(O,s;V)
< 9lllluag — uqglln + gl olluag — uglle + [[Vugl[#|[V (tag — ug)|ln + HaqHLQ(V’)Han - “q||L2(V)
< lgllulluag = uqllr2(vy + Dillalleltiag — uqllr2v)
+ [|ugll2(vo) l1tag — ugllz2vy + gl L2 (v |vag — ugllL2(v),
donde la constante Dy surge de aplicar el teorema de trazas.

Asi se ha logrado que

1
3ltaa(s) = ug()llir < M19llnlltag = gl [12(v) + Dilldlllltaq = gl 12v)

+ gl L2 (vo) [|tag — gl L2 vy + [[tg]| L2 (v [thag — gl L2(v)-
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Tomando supremo para 0 < s < 7' se tiene

[ltag = gl oo sy = 5D lttaq(s) — ug(s)]I

0<s<
< 2|[gllnlltag — ugllr2(vy + 2D1l4ll ol tiag — tgl|12(v)

+ 2||uq||L2(Vo)||uocq - uq||L2(V) + 2||uq||L2(V’)||uaq - uq||L2(V)-
Puesto que u,, converge fuertemente a u, en L*(V'), de lo anterior se deduce que wu,,
converge fuertemente a u, en L>(H).
Por otro lado, de la estimacion (2.39), se sabe que
|[ttag — uqHQLQ(VO/) < lug — an||%2(v)~
Luego, dado que ||uag — Ug||r2() = 0 se deduce que
|[ttag — uqHLQ(Vo’) — 0,
es decir, 14, converge fuertemente a 1w, en L*(Vy). O

Proposicién 2.4.3. Para ¢ fijo, si p,, es la tnica solucién del problema adjunto (2.28),

se tiene la siguiente estimacion:

[PaglL2(vg) + |[Pagll Loy + [|Pagllz2vy + V(@ = D|pagll 22 ry)) < F1, (2.50)

para todo @ > 1, donde la constante Fy depende de las normas ||p,||z2(vy), [|Pgllzzcvr),

VDl s IPallzzvys 1Pallzecanys Mgl |2, [Vugllaes lugll2ovy, Tuglliein, gl Tlalle,

||z4||% v de la constante de coercividad A;.

Demostracion. Sien la ecuacién variacional (2.28) se toma v = pay(t) — py(t) € V y se le
suma la expresion —a(py(t), Paqg(t) — pe(t)) + (Dg(t), Pag(t) — pe(t)) a ambos miembros, se

obtiene

— (Pag(t) = Dg(t), Pag(t) — pg(t)) + aa(Pag(t); Paq(t) — Pg(t)) — a(pe(t), Paqg(t) — pe(t))
= (Uaq(t) = Za(t), Paq(t) — Pg(t)) 1 — alpq(t), Pag(t) — Pq(t)) + (Dg(t), Pag(t) — py(t))-

Aqui, de manera similar a lo expuesto para 1,, observar nuevamente que p, puede ser

extendido a un elemento de L*(V’) para que la expresion (p,(t), paq(t) — py(t)) tenga
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sentido.

Dado que p, € L*(Vp), se tiene que [ py(t)(pag(t)

— pg(t))dy = 0, con lo cual la igualdad
Iy

anterior se reescribe como

— (Paq(t) = Dq(t), Pag(t) — pg(t)) + aa(Pag(t) — Pg(t), Paqg(t) — py(t))

= (uozq(t) - Zd(t)apocq(t) - pq(t))H - a(pq(t)vpaq(t> - pq(t)) (2-51)
+ (Pg(t); Pag(t) — py(1))-

Por otro lado, de la coercividad de la forma bilineal aq, se tiene

o (Pag(t) = Pg(t); Pag(t) — Pg(t)) 2 Mil|pag(t) — pq(t)H%/ + (a—1) /(paq(t) - pq(t))Qd'Y'

ry
Reemplazando lo obtenido en (2.60) se logra

— (Paq(t) = Pa(t), Pag(t) = Pa(t)) + M llpaq(t) — pa (@)} + (@ = 1) /(paq(t> — pg(t))*dy

I

< (uaq(t) - Zd(t)vpaq(t) - pq(t))H - a(pq(t),paq(t) - pq(t) + <pq(t)vpaq(t) - pq(t)>-

(2.52)
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la definicién de norma en el espacio dual, se
obtiene

(uozq(t) - Zd(t)vpozq(t) - pq<t))H - a(pq(t)7paq(t) - pq(t)) + <pq<t)7paq(t) - pq(t»
< tiag(t) = 2a()[||[Paq(t) = po(Ollv + [[VDg (D) 1] |Paqg(t) — pa(t)]lv
+[Ba (O [v/|[Paq(t) — pg())]]v-

Utilizando esta cota en (2.52) y aplicando la desigualdad de Cauchy con e = ’\31, se logra

= (Paq(t) = Pq(t), Paq(t) — pg(t)) + %Hpaq(t) —pgOIF + (= 1) /(paq(t> — py(t))?dy
< oy ltealt) = 2a®IFy + 5 19ROIF + 5 IO

Dado que (Pag(t) = Pg(t), Paq(t) — Pa(t)) = 3GlIPaq(t) — pa(®)l[7; ¥ aque py(t)lr, = 0 e
integrando sobre el intervalo [0, T, se deduce
T

1
=5 [ Gillpea® =1, Mﬁ+—/ww pqmﬁ+a_1/mmuymﬁ

3 3 3
< ao(t) = za(®)| |5 dt + — )||%dt + — (D)2 dL.
QM/MA)@UM-QM/WMMM+@M/MUM
0 0



20
Usando que pag(T") = py(T) = 0 y la acotacién obtenida en (2.37) se logra

1 A1
§||paq(0) _pq(o)H%I + §||Paq _pQH%Q(V) + (a — 1>||pQQ||%2(L2(F1))

3 3 .
g X”uoxq - Zng-[ + KHVPQH% + KHqu%Q(V,)

3
< gy (@lucqllEaqv, + 21zl + 1190l + 11l o)

3
<_87
20

donde By := 2 <>\2_1\/ A+ ||uq||L2(V)> + 2/ 2all3, + Vgl 3, + ||pq||L2 V)

De esta ultima desigualdad se deduce:

3 V3
V(@ = D|pagll 22y < 2—/\131> |[Pagl|z2(vy < NV By + |[pgllz2 vy

Ademas, integrando en [s,T], con 0 < s < T' la siguiente expresién

1d 3 3 3
N 12 < ——|tigg(t) — zg(D|? + — A2+ —|lp, (D3
= gl lPea(®) = o)l < 5y llueat) = 2ol + 5 NTRa I + 5 lBa (O]

y usando nuevamente que pa,(1") = p,(7") = 0 se obtiene

3

1
§||paq(5) _pq(S)H%{ S 531

Tomando supremo sobre s, con 0 < s < 7, se logra

V3
|[Pagl| o) < \/—)\—1\/ B1 + ||pg|| 2o (1)

Si a la ecuacién variacional (2.28) para v € Vj se le resta la ecuacién variacional (2.15), se

logra

—(Pag(t) = Dq(t); 0) i + aPag(t) = Pg(t), ) = (Uag(t) = ug(t), v)m, VoW

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se obtiene

(Paq(t) = Pq(t), v)1r < [[Pag(t) = pa()llv[[vllve + Dillug(t) = uag(®)lv]lvllv, Vo€ Vo

donde D; es la constante que surge de aplicar la desigualdad de Poincaré.

Tomando supremo sobre v € V;, integrando en [0, 7] y usando la acotacién (2.37), se tiene

6 8

|Pag — quLQ(V) 2|[pag — quL2(V +2D2Huaq uq“?’ﬂ( )\231+>\2D2A1 (2.53)
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Luego,

. 6 8
[[Pagllz2vy) < \//\231 + /\2D2A1 + [1PglL2(vy

Utilizando las cotas halladas anteriormente se puede concluir que, para todo o > 1

|[Paglz2vg) + [[PagllLoe @y + [|Pagllz2 vy + v/ (@ = D|pagllz2(z2ry))

vV

V3 | 3
+ =V B1 + ||pglle2vy + ) 57 B1 = F1.
A 20

6 8 V3
\/)\231 + 3 N 5 DY AL+ [[Pgll 2 vy + —v 1+ |[Pgll oo i)

]

Teorema 2.4.4. Para g € Q fijo, cuando a — oo, se tiene que p,, — p, fuertemente en

LA2V)NL®(H) Y Pag — Py fuertemente en L?(V;)).

Demostracion. Sea q € Q fijo. Se considera {p,,,} una sucesion en L*(V) N L>®(H).
Repitiendo el procedimiento realizado en el Teorema 2.4.2; se puede afirmar que existe (via
identificacién) una sucesion {pa, .} v 1, € L*(V) N L>(H) tal que p,,, — 1, débilmente
en L?(V) y débil estrella en L>°(H), y ademds, pa,, — 7, débilmente en L*(Vy).

En lo que sigue se prueba que 1), verifica el problema variacional (2.15), lo que permite
concluir que 7, = pq.

En efecto, de la Proposicion 2.4.3 y la semicontinuidad inferior débil de las normas se
demuestra que ||7g]|r2(r2(ry)) = 0, y por lo tanto se tiene que n, € L*(V;). Por otro lado,
si se integra entre 0 y 7" en la ecuacién variacional (2.28) con v € Vj, y se toma limite

cuando o — oo se obtiene, Yv € LQ(VO),

- / (ia(t), 0(1))dt + / (o), o(t))di =

0 (2.54)

(uq(t) = 2a(t), v(t)) mdt,

St~ TT—

pues pa,, — 7, débilmente en L*(V), pa,, — 7, débilmente en L*(VY) y ua,, — u,
débilmente en L*(V).
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Sea s € Vg y to € (0,T). Si se considera el intervalo O; = (to - %, to + %) C (0,T) para j

lo suficientemente grande y se reemplaza

s si teQ;
0 si tG(O,T)—O]

u(t) =
n (2.54), por el teorema de diferenciacién de Lebesgue, se logra

_<77q(t)’v> + a(nq(t)vv) = (uq(t) - Zd<t) )H Yo € Vb

Ademés se tiene que n,(7) = 0.

De esta forma se consigue

Mg € LZ(‘/O)7 nq(T) =0 vy n€ Lz(‘/ol)
tal que  (—1,(t),v) + a(n,(t),v) = (ug(t) — za(t),v)m, Vv € W,

Asi, n, = p,, por unicidad de la solucién del problema variacional (2.15).

De lo anterior se tiene que, cuando o — oo,
Pag — Pq €1 LA(V), Daq - pg en L¥(H) 'y Pag — Py en L*(Vg).

En lo que sigue, para completar la prueba, se deducen las convergencias fuertes.

Integrando entre 0 y T la expresion (2.52) se obtiene

1
§||paq(0> - pq(0)||12q + M|[Pag — pq”%?(V) + (@ = D)[|pag — pq”%?(L?(Fl))
T

< / (ttg(t). Pog(t) — pylt)) st — / 2a(t), Pog(t) — pa(t)) st

0
T T
/ a(Py(t); Pag(t) — py(t))dt + / Pq(t), Pag(t) — py(t))dt.
0 0

Tomando limite cuando a@ — oo y usando que u,, converge fuertemente a u, en L*(V) y

que po, converge débilmente a p, en L*(V), se tiene

I (lpag = pallzey =0,y 1 {[pag = plle2zzeny =0,
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es decir, po, converge fuertemente a p, en L*(V) vy, pa, converge fuertemente a p, en
L*(LA(Ty)).
Por otro lado, integrando la siguiente desigualdad en [s, T, para 0 < s < T,

1d
= 57 /Pea() = POl

< (uaq(t) - Zd<t)7p0cq(t) - pq(t))H - a(pq(t),paq(t) - pq(t)) + (pq(t)apaq(t) - pq(t))H'

se tiene,

T
1d 1
—/55\!%(1(15) = Pa(Ol7t = 5|IPag(s) = Po()ll

s

N

‘(uaq — Zd)Paqg — pq)LQ(s,T;H){ + }(Van V(Pag — pq))LQ(s,T;H)l + ‘(pq’pocq - pq)L'z(s,T,H)

< ||u0cq - Zd||7-£||paq - pq||L2(V) + ||pq||L2(Vo)||paq - pq”L?(V) + ||pq||L2(V’)||paq - pq||L2(V)-

Tomando supremo para 0 < s < T se logra

Paq — Pallioe ) = D ||paq(s) — pg(s)||%

0<s<T
< [tag = 2alll[Pag — pallr2vy + [|pallL20v%) [ [Pag — Pallr2evy + [|Bal 20| [Pag — PallL2(v)-
Dado que p,4 converge fuertemente a p, en L2(V) Y que uq, converge fuertemente a u, en
L*(V), de lo anterior se deduce que p,, converge fuertemente a p, en L>(H).
Por tltimo, de (2.61) y usando que |[uaq — Uq||z2(v) = 0¥ [|Pag — Pgllr2(vy = 0 cuando

a — o0, se deduce que p,, converge fuertemente a p, en L2(Vy).

2.5. Convergencia del Problema P, y sus correspon-
dientes Controles ()ptimos cuando a — o0

En esta seccién se enuncia y demuestra el siguiente teorema, el cual establece la con-
vergencia fuerte de los controles 6ptimos, los estados del sistema y los estados adjuntos
vinculados a los problemas P,, al correspondiente control éptimo, estado del sistema y

estado adjunto del problema P, cuando « tiende a infinito.

Teorema 2.5.1.
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i) Si ug y uag, son los tnicos estados del sistema, correspondiente a los problemas de

control éptimo (2.8) y (2.9) respectivamente, entonces:
Jm |[tag, — ugllrz0n =0y Jm |[ttag, — tgl|r2vy) = 0.

ii) Si pz ¥ Pag, son los tnicos estados adjuntos, correspondiente a los problemas de

control 6ptimo (2.8) y (2.9) respectivamente, entonces:
I ||pag,, = pallzany =0y 1 [[pag, = pallz2g) = 0.

iii) Si gy g, son las unicas soluciones de los problemas de control éptimo frontera (2.8)

y (2.9) respectivamente, entonces:
lim ||qo¢ _QHQ =0.
a—0o0

Demostracion. La demostracion se realiza en dos etapas.

Paso 1. En esta etapa se demuestra la convergencia débil de los controles éptimos, los
estados del sistema y los estados adjuntos vinculados a los problemas P, al correspondiente
control éptimo, estado del sistema y estado adjunto del problema P, cuando « tiende a

infinito. En efecto, de la estimacién (2.32) para ¢ = 0 se tiene
|[taol [ < [|taol|r2v) < B, Ya > 1.

Dado que J1,(q,) < J14(0), de la definicién de Jy,, se sigue

1

M. 1
5oz, — zall3 + =

7”%”29 < 5”%0 — zd| |3, (2.55)

y por lo tanto, se obtiene

1 1
§||Uaaa — z4ll3, < §Huao — z4ll3,

luego
||z, [lr = I1zal |2 < [luaollr + [[zal |2

asi, se tiene

[ltag, |2 < lluaoll# + 2l|zalln < By + 2{|2al |
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Ademas, nuevamente de (2.55), se logra

M
2

1

17118 < 5llta0 — zall3
2

entonces

_ 1
aalle < 77z (luaollre + llzalls)

y finalmente

1

12alle < NS (Ex +[|zalln) - (2.56)

Asi, de las estimaciones anteriores se concluye

_ 1
|[tag, |11 + |7ullo < Er + 2|24l |3 + —== (E1 + ||24] %) -

e

Luego, con un razonamiento similar al realizado en la demostracion de la Proposicién
2.4.1, tomando v = uag,_ (t) — v para q,, existe una constante D > 0, que no depende de

a, tal que
||u0¢§a||L2(V) + AV (Ol — 1)||U0@cx — b||L2(L2(F1)) < D VO./ > 1. (257)

Por otro lado, si en la ecuacién variacional (2.5) para q,, se considera v € Vj y se aplica

la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene

/A

| L, (t, 0)] + |a(uag, (1), v)]
|(9(), 0)u| +1(@a(t), v)Ql + [(Vuag, (£), V) ul

< Mg@llallolla + 7. Ollellvlle + Vg, (Ol 2]Vl

|(thag,, (£), v) u]|

N

< Dillg@Ollalvllve + Dallga@llellv]lvo + luag, OllvIo]lv,

donde D; es la constante que se obtiene de la desigualdad de Poincaré y D, surge de
aplicar el teorema de trazas y equivalencia de normas.

Tomando supremo sobre {v € Vj : ||v]|y, < 1}, se logra

oz, (Dllvg < Dillg@®)la + D2l[g.(#)lq + [[tag, (v,
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asi,

e, (D11 < (Dallg(®)llr + Dallda(t)llq + lltteg, (D]1v)°
= (Dllg®)lz + Dal[ga(®)ll@)” + lluag, (DI
+2(Dillg®)m + Dallga(®lle) l|uag, Oy

2(Dullg()l1zr + Dalfga(®)llQ)* + 2lluag, (I
2 (2Dt 1917 + 2D31174(1)11g) + 2luaq, (D]
= 4D{|[g(®)[[7 + AD31[Ga (011G + 2l [tez, )]V

Integrando entre 0 y T" se consigue

ltag, |72y < AD[1gl13 + 4D3]1@al 1S + 2l ttag, |1 72y

De (2.56) y (2.57) se logra
2 D3
i By < Dol + 1 (514 b +2 (VA ol )
Luego, ||tiag, ||£2(vy) se puede acotar por una constante que no depende de a.

Asi, se tiene

[tag, |22 vy + tag, | 220 + V(@ = Dl|tag, = bl|r22ry)) < Ds, (2.58)

donde D3 es una constante que no depende de .
Para encontrar una estimacién para el estado adjunto, andloga a (2.58), la prueba resulta
de manera similar a la Proposicién 2.4.3, tomando en la ecuacién variacional (2.28), v =

Pag, (t) — pz(t) y utilizando la cota uniforme Dj. Asi, se obtiene

|[Pag, |I2(vy + |[Pag, |20 + V(@ = Dl[pag, ||22(2ry)) < D5 Yoo > 1. (2.59)

De las estimaciones (2.56), (2.58) y (2.59) se tiene que |[q,|lo, ||tag, ||z2(v), [|tag, [|lz2(v),
|Pag, 1z2(v) ¥ [|Pag, ||2(vy) se pueden acotar por constantes que no dependen de a.
Luego, dado que L*(V'), L*(Vj) y Q son espacios de Banach reflexivos, por Teorema A.1.4
del Apéndice, para cada una de las sucesiones consideradas, existe una subsucesion que
verifica lo siguiente

g, — 0 en Q,
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Uag, = en  L*(V), Uog, — 1 en  L*(Vf),
Poz, = p en LX(V), Pag, —p en € L*(V).

De manera analoga a lo realizado en la prueba del Teorema 2.4.2 se muestra que u es solu-
ci6én de la ecuacién variacional parabdlica (2.4), y por unicidad de la solucién se concluye

que p = ug, y por lo tanto se tiene que
Uag, — Us €N LA(V).

De la misma forma, para el estado adjunto se deduce que p es solucién de la ecuacién

variacional (2.15), con lo cual se tiene que p = ps, y asi
Pag, — Ps €N LQ(V).
Por otro lado, la condicién de optimalidad para el problema (2.9) establece

(quoz - paaaﬂ?)g = 07 V77 S Qa

es decir,

T

/ / Mog, (1) — pog, (D)1(D)dydt =0, Wne Q.
1)

0

Dado que pog, — ps en L*(V), y G, — 6 en Q, tomando limite cuando o — oo se

obtiene

// (Moo — ps(t))n(t)dydt = 0, Vn € Q,

con lo cual se deduce que —ps + My = 0.
Asi, por el Lema 2.3.2, se tiene que ¢ es un minimo para el problema de control (2.8), y
por unicidad se deduce que § = 7.

En este punto, se tienen las siguientes convergencias débiles

(Ga? uaﬁaa uo@a 9 po@a 9 po@a) - (67 'U@, u§7 p@u pﬁ)

en los espacios correspondientes, inicialmente para una subsucesiéon conveniente, pero por

la unicidad del limite, toda la sucesién converge débil cuando o — oo.
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Paso 2. En este paso se demuestra que las convergencias débiles obtenidas en la etapa
anterior, en realidad, son convergencias fuertes. Para ello, se usa la semicontinuidad inferior
débil de las normas, la optimalidad de g y q,,, y la convergencia u,, — u, en L*(V') cuando

a — 00, deducida en el Teorema 2.4.2.

A saber,

_ 1 1 M, _
@) = g = 2l + "l < it |Gl = 2l + 50

My

a—00 a— 00

, 1
< limsup {Eﬂuaqa — zall3, + H%HQ} = lim sup J14(q,)

) .1 2
< limsup Jalq) = lim {guuaq ~aull+ ol

a—00

1 M .
= 5llug = zall3 + Sllalfo = i), VaeQ fio,

donde la penultima igualdad vale por Proposicién A.2.6 del Apéndice.
Tomando infimo sobre g € @), todas las desigualdades anteriores se convierten en igualda-

des, ya que Ji(q) = 1’an2 J1(q), y por lo tanto se tiene
qe

160 [[[uag, — zalle + MallTal13] = llug — zal 3, + Mol al %

Luego, por definiciéon de norma en el espacio producto, se sigue

1 [/ MG ez, — 7)o = 11V, v = 20)] P

De esta ultima igualdad y las convergencias débiles g, — G en Q y ung, — ug en L*(V),
por la Proposicién A.2.6 del Apéndice se concluye que (G, tag,) — (7, ug) fuertemente en
Q x H cuando o — 0.

Finalmente, si en la ecuacién variacional (2.5) para g = @, se toma v = uyg_(t) —ug(t) € V

y se suma a ambos miembros el término

—a(ug(l), uag, (t) — ug(t)) — (Ug(t), tag, (t) — ug(t))
se obtiene

(lag, (t) — Ug(t), uag, (t) — ug(t)) + aa(uag, (t), tag, (t) — ug(t)) — alug(t), uag, (t) — ug(t))

= Lag, (t, uag, (1) — ug(t)) — a(ug(t), uag, (t) — ug(t)) = (ig(t), uag, (t) — uq(t))-
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Ahora, teniendo en cuenta la definicién de a,, de Log, y el hecho que uq(t)}rl = b, se

obtiene
(lag, (t) — 1g(t), tag, (t) — ug(t)) + aa(Uag, (t) — ug(t), tag, (t) — ug(t))
= Ly, (t,uag, (t) — ug(t))) — alug(t), uag, (t) — ug(t)) — (ig(t), tag, (t) — ug(t)).

luego

(Uag, (t) — 1g(t), tag, (t) — ug(t))

I

— a(ug(t), tag, (t) — ug(t)) — (ig(t), tag, () — ug(t)))
= (9(t), tag, (t) — ug(t)) g — (Ta(t); tag, (t) — ug(t))q
— a(ug(t), tag, (t) — ug(t)) — (Ug(t), uag, (t) — ug(t))
= (9(t) = tig(t), uag, (t) — ug(t))m — (7a(t), uag, () — ug(t))q
— a(ug(t), tag, (t) — ug(t)).
Por la coercividad de la forma bilineal a; se tiene
Mllta, (1) — gDl < (901) ~ ig(t). g, () — (1))
— (Tal). g, 1) — 0g(8)) — (1), e, 1) — 1)
Si se llama z, = Uag, — Uz, la desigualdad anterior puede ser reescrita de la siguiente

manera

Mllza(OIF < (9(8) = ig(t), za(t)) 1 = (@a(t), 2a(t))q — alug(t), 2a(t)).

Integrando entre 0 y 1" se tiene

T

Mllzall T2y < / [(g(t) = i3(1), 20()) 1 = (@a(t), 2a(t))@ — alug(t), 2a(t))] dt.

Dado que z, — 0 débilmente en L*(V) y G, — ¢ fuertemente en Q, siguiendo [2], se

obtiene que

/ [(9(2) = ug(t), 2a(t)) 1 = (@u(t), 2a(t))@ — alug(t), za(t))] dt = 0,
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cuando o — oo.
Asi se logra

O}gI;OHZOéH%Q(V) =0,

quedando demostrado que unz, — ug fuertemente en L?(V) cuando o — oo.
Ahora, si a la ecuacién variacional (2.5) para g, con v € Vj, se le resta la ecuacion

variacional (2.4) para g, se logra

(tag,, (t) = Uz(t),v)m + a(ueg, (t) — ug(t),v) = (q(t) = Gu(t), v)q, Vv €V,
es decir,
(2a(t), v)r + alza(t), v) = (q(t) = u(t),v)q, Vv €.

Luego, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue

|(Za(t), 0) | < la(za(t), v)] + [(7(8) = Gu(t), v)ql
< |IVza)llalVolla +117(t) = . (0)llelv]q

< Mza@llvivllve + Dsl[@(t) — ga(®)llellvllv,

donde Dg surge de aplicar el teorema de trazas y equivalencia de normas.

Tomando supremo sobre {v € Vj : ||v]| < 1} se logra

1Za(lvg < 2oV + Dllg(t) = qa()lle

es decir,
2@y < 2lza @V + 2D5[a(t) — T (1)]15-

Integrando entre 0 y T se obtiene
12al 2y < 2llzallz2y + 20517 = Gallo.

Dado que g, — ¢ fuertemente en Q y que ung, — ug fuertemente en L*(V) cuando
o — 00, se concluye que tag, — Uz fuertemente en L*(V{). Con lo cual queda demostrada
la convergencia fuerte de la derivada.

De manera similar se prueba que (pag,,Pag,) — (Pg, Pg) fuertemente en L?(V) x L*(Vy)

cuando o — oo. En efecto, si en la ecuacién variacional (2.28), para cada o > 0, se toma
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U = Pag, (t) = pg(t) € V' y se suma —a(pg(t), Pag, (t) — pg(t)) + (Pg(t), pag, () — pe(t)) a
ambos miembros, se obtiene
= (Pag, (t) = Pg(t), Pag, (t) — Pg(t)) + aa(Pag, (1), Pag, (t) — Pg(t)) — a(pg(t), Pag, (t) — pq(t))
= (tag, (t) = za(t), Pag, (t) — Pg(t)) 1 — a(pg(t), Pag, (t) — Pg(t)) + (Pa(t), Pag, (t) — Pa(t))-
Dado que pg € L*(V}), se tiene querqu(t)(paaa (t) — pg(t))dy = 0, con lo cual la igualdad
anterior se reescribe como 1
— (Pag, (t) = Pg(t), Pag, (£) — Pg(t)) + aa(Pag, (t) — Pg(t), Pag, (t) — pa(t))
= (tag, (t) = za(t), Pag, (t) — pg(t))r — a(pg(t), Pag, (t) — pa(t)) (2.60)
+ (Pa(t), Pog, (t) — pa(t)).

Por otro lado, de la coercividad de la forma bilineal aq, se tiene

@a(Pog, (t) = Pa(t), Pz, (t) = Pa(t)) = Mllpag, (t) — P} + (@ — 1) /(paqa (t) — pq(t))*dn.
I
Reemplazando lo obtenido en (2.60) se logra

— (Poz, (t) = Pa(t), Pag, (t) — Pg(t)) + Aillpag, (t) — P} + (o — 1) / (Pag, () — pq(t))*dy

< (Uag, (1) = 2a(t), Pag, (1) = pa(t)) i — a(pg(t), Pag, (t) — Pg(t) + (Dg(t); Paz, (1) — pa(t)).

Integrando entre 0 y T la expresion anterior, se obtiene

1
|Ipag, (0) — pz(O)17 + Ml|pag, — PﬁH%?(V) + (@ = 1)|[pag, — pﬁ”%?(L?(Fl))
2

T T

< / (o5, (8. P, (6) = po(®) il — / (24(0). P, (6) = pa(0)

T T
/ a(ps(t), peg. (¢ ))dt + / ), P (t) — palt))dt.
0 0

Tomando limite cuando @ — oo y usando que u,g_  converge fuertemente a ug en L*(V)y

que pag, converge débilmente a p; en L*(V), para a > 1, se tiene

alljgo ||[Pag, — Pallr2qy =0,



es decir, pag, converge fuertemente a pgy en L*(V).
Si a la ecuacion variacional (2.28) para ¢ = G, con v € Vj, se le resta la ecuacién variacional

(2.15) para ¢ = ¢, se logra
—(Pag, (t) = Pg(t), )1 + a(pag, () — pg(t),v) = (vag, (t) — ug(t),v)u, Vv e V.
Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se obtiene

(Paz, (t) = Pg(t), )i < |lpog, () = pa@)llv[[vllve + Dillug(t) = vag, Ollv[vllve, Vv e Vo

donde D; es la constante que surge de aplicar la desigualdad de Poincaré.

Tomando supremo sobre v € Vj e integrando en [0, T, se tiene

|Pag,, — Pallizey) < 2llpag, — pallize) + 2D |tag, — ugllizq)- (2.61)

Luego, dado que ||uag, — ug||r2(v) = 0¥ ||pag, — Pgllz2(v) = 0 cuando a — oo, se deduce

que Pog, converge fuertemente a pz en L*(Vy). Lo que completa la prueba.



Capitulo 3

Control ()ptimo Simultaneo sobre el

Flujo de Calor y la Fuente de Energia

En este capitulo, se formulan problemas de control éptimo simultdneo distribuido-
frontera para problemas de conduccion del calor no estacionarios, aqui la variable de
control es el vector (g,q) con g la energia interna del sistema y ¢ el flujo de calor. Se
prueba existencia y unicidad de los controles éptimos simultaneos, se da una condicién
de optimalidad en términos del estado adjunto del sistema, y se muestran resultados de

convergencia cuando el coeficiente de transferencia del calor tiende a infinito.

3.1. Planteo del Problema

Se consideran los siguientes problemas de conduccién del calor evolutivos Py P, (para

cada parametro a > 0), respectivamente con condiciones de frontera mixta:

0 0

a—?—Au:g en ) urlzb —a—zm:q u(0) = v (3.1)
ou ou ou
E—Au:g en 2 _%n:&(u—b) —%H:q u(0) = vy, (3.2)

Los datos b y v, son fijos y satisfacen la condicién de compatibilidad v, = b sobre I'y,
mientras que g y ¢ se toman como variables de control.

Se denota con ug, ¥ Uag, las Gnicas soluciones de los problemas parabdlicos (3.1) y (3.2)

63
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respectivamente, cuyas formulaciones variacionales estan dadas por:

ugq - Ub E L2(‘/0), qu(()) - Ub y ugq E LZ(‘/O/>

(3.3)
tal que <ugq(t)av>v(;,vo + augy(t),v) = Lgq(t,v), Vv €W,

Uagq € LZ(V), Uagq<0) =Up Y Uagg € LQ(V/) (3.4)
tal que  (Uage(t), V)viv + aa(Uagg(t),v) = Lage(t,v), Yv eV,
donde
Ly(t,v) = (g(t),v)m — /q(t)vdv; Logq(t,v) := Lyy(t,v) + a/bvdv.

Fz l_‘1

Sobre los espacios H y Q, se consideran los funcionales costo no negativos Jy y Ja, definidos

por las expresiones

1 M, M,

Ja2(g,q) 3=§’|qu—2d||3{+7||9||§¢+7||Q||2Q (3.5)
1 M, M,

Joa(9,q) = §||uagq — z4ll3 + 7||9||72Lz + 7||Q||29a (3.6)

donde z; es un elemento dado que pertenece a ‘H y M;, Ms son constantes positivas, y
se formulan, al igual que en la introduccién, los siguientes problemas de control éptimo

distribuido-frontera:

hallar (g,q) € H x Q talque Jo(g,q) = min Jy(g,q) (3.7)
geEH,qeQ
hallar (g,,q,) € H x Q@ talque J5,(9,,q,) = min Jo(g,q). (3.8)
gEH,qeQ

3.2. Problema P y su correspondiente Problema de

Control ()ptimo Simultaneo

En esta seccion se demuestra que el funcional J5 es coercivo y diferenciable Gateaux
en H x Q. También se muestra la existencia y unicidad del control éptimo (g, q) para el

problema (3.7) y se da una condicién de optimalidad en términos del estado adjunto del
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sistema P57

Al igual que en el capitulo 2, se introduce la aplicacién Cy : H x Q — L*(V}) definida por

02(97 Q) = Ugq — Uoo,

donde ugg es la solucién del problema variacional (3.3) para g = 0y ¢ = 0 cuya ecuacion

variacional viene dada por
<’ll00<t),1)> + a(uoo(t), U) = Loo(t, U), Yv € ‘/(),

con Lgo(t,v) = 0.
Sean Iy : (Hx Q) x (Hx Q) - Ry Ly :H x Q — R definidas por las siguientes

expresiones:

I2((g, q), (h,m)) = (Ca(g,q), C2(h,m))2 + Mi(g, h)n + Ma(q,m) e,

L5(9,9) = (C2(9,9), 24 —woo)u VY (9,9), (h,n) € H x Q.

De forma andloga al Lema 2.2.1 se tiene el siguiente resultado.
Lema 3.2.1.
i) Cy es una aplicacién lineal y continua.

ii) I, es una forma bilineal, continua, simétrica y coerciva en H x Q, esto es,
2((9,9): (9,9)) > min{ My, Mo}[|(9. )|, V(g.0) € H x Q.

iii) Ly es lineal y continua en H x Q.

iv) Jy se puede escribir como

1 1
Jo(9,4) = 5112((9.9), (9. 9)) = L2(9,0) + 5 |luoo zall3, V(g.9) € H x Q.

v) Jy es un funcional coercivo sobre H x Q, esto es: V(go, q2), (g1,q1) € HxQ, Vt € [0,1]

(1 =) Ja(g2, @2) + tJ2(g1, q1) — J2((1 = t)(g2, q2) + (g1, q1))

tH(1—t)
—— |l

> min{ M, My}

|ugzq2 - Uglqug-L + M||g2 — 91||3{ + Ms||ga — QI||2Q}
t(1—t)

H(gz — 1,492 — Q1)H$-L><Q'
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vi) Existe un tnico control 6ptimo (g,q) € H x Q tal que Jo(g,q) = Iﬁfﬂg Jo(9,q)-
geH g€

Demostracion.

i) La aplicaciéon Cy es continua, ya que de las ecuaciones variacionales (3.3) y (3.4), y

tomando v = uy,(t) — uge(t)', se obtiene

(tgq(t) — t00(t); ugq(t) — u00(t)) g + alugq(t) — uoo(t), ugq(t) — uoo(t))

= (900): 1) = o)t = [ 0(0) (g (8) — o) 39
Ademéds se tiene
. . 1d )
(tgq (t) — tioo(t), ugq(t) — uoo(t)) s = 5 7 [[tga(t) = oo ()] (3.10)
Luego, de (3.9), (3.10) y de la coercividad de la forma bilineal a se consigue
1d 9 9
5 77 1ga(t) = w00 (V)] + Aol [V (tgq(t) — oo (t))llz
< (9(0)sta(®) — von(t)) s~ [ a(®) (t®) ~ wna(t)) .

2

< \ [ 50 ut) — wnlts] + ' [ 0) Gon®) — o)) |
Q Iy

Utilizando la desigualdad de Cauchy con ¢ = % en cada término del lado derecho
de la desigualdad anterior, se logra

/ 9(8) (ugy(t) — wno(t) )z

Q

D% 2 /\0 2
< A—OHg(t)HH + o 1V (ugg (1) = woo ()7

donde D; es una constante que surge de aplicar equivalencia de normas, y

‘ [ 40 ()~ wo®)

D% 2 /\0 2
< A—OHq(t)HQ + 7 1V (uga (1) = uoo ()7

donde D, es una constante que se obtiene de aplicar el teorema de trazas y equiva-
lencia de normas.

Reemplazando lo obtenido en (3.11), se tiene

1d
2dt

D% 2 Dg 2 )‘0 2
< A—g!lg(f)llH + A—0|Iq(t>|\Q + S 11V (ugq (t) = uoo(t)) [

[[tgq(t) — w00 (E)117 4+ Aol|V (g (t) — uoo(£))||%
(3.12)

De esta desigualdad se deducen las siguientes estimaciones:

1ugq(t) — ugo(t) € Vo pues ugq (t)|Fl =by uoo(t)|Fl = b, entonces ugq(t) — uoo(t)|Fl =0.



67

1) Integrando entre 0 y T la siguiente desigualdad

g ) — won 0y + 2211 tg8) — o) < g0 + 221,
se obtiene
5 [ @) — w43 [ 9 0) a0
< gl + 2ol
Asi,
IVCg- 0l = [ IV Cata @Dl < Sl + 25l

y por lo tanto
. [2D? 2D2
IV Ca(g. )l < mae { 258 222 (ol + i)
0 0
2
= FHI&X{D%,D%} H<g7Q)H3-[><Q
0

Es decir,

2
2 méx {D?, D3}|(g, @)llaxe- (3.13)

IVCalg, @)l <
2) Dado que A\o||V (ugq(t) — uoo(t))||% = 0, de (3.12) se obtiene

d 2D? 2D?2
%Hugq(t)—uooa)”%{\ 1Hg()H TozHQ(t)HéJr)\OHV(qu(t)—uoo(t))H%I-

Integrando entre 0 y s, para 0 < s < T, se logra

s

ICalgs Ny = [ 5 at) = )

0
2D [ 9D [ / )
<TO ot + =52 [ lla@lidt + % [ 11V (Cala.a)(0)] et
0 0

2D2

2192
= Ilgll3 +

=2 HCJHQ + )\ochz(g Q)HH

i 2D2 2D2
<max{ 2 g lBiwo + Ml Va0l Vs € 0,71

Utilizando la desigualdad obtenida en (3.13) se tiene

. [2D? 2D
ICalo Ol < 2mix {220 222 16 0lBe e 0.7]
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y tomando supremo para 0 < ¢ < 7' se consigue

i 2D2 2D2
1C(g, @) poo(mry < ¢ [2méx S ==, =2 5[|(g, q)|[|nxo-
Ao Ao

3) Se deduce la siguiente desigualdad

= | (tgq(t) — uOO(t)W)H |

(Gewan.)

|(g(), v)u| + |(a(t), v)o| + [alugy(t) — uon(t), v)]
<lgOllzllvllz + lla@®)llellvlle + |a(Calg, a) (1), )]

< g@llallolly + lla@lleDsllvllv + [V (Ca(g, ) (Ol Vol
= (lg®lz + Dsllg@)ll) [lvllv + [1V(Calg, )|V

< Da(llg@)llm + Dsllg@)lle) [[ollve + 11C2(g, @) ()] Ivo|[0] 1o,

donde D3 es una constante que surge de aplicar el teorema de trazas y Dy

/A

equivalencia entre las normas de V y V4.

Tomando supremo sobre {v € V; : ||v]|y, < 1}, se logra

d

—Cs(g,9)(t)

o < Da(llg@lla + Dsllg®)ll@) + [1C2(g, a) )],

Vo
Luego, usando la desigualdad de Cauchy, se tiene
2

H—cg s Ol < D2Ulg®)lln + Dalla®lle)? + 11Calg )OI

4
+2D4 (lg(D)lla + Dslla(®)llQ) [1C2(g, ) (1)]]vq
< 2D3 ([lgOlle + Dslla(®)llo)* + 21|Ca(g, ) DI,
< 4Dillg()|l +4DiDslla(t)]1G + 211 Ca(g, ) (D17
Integrando en [0, 7] y utilizando (3.13) se deduce

Jlicirae

2

dt < 4DFméx{1, D3}|(9,9)||3xo + 2|V Ca(g, 9)||3
Vi

4
(4D2 {1, D2) + —max{D%,D2}) 10 D)o
0

Asi, se logra

[tcisns

N|=

dt:| \/4D2max{l D3}+ max{D D2} |(9: 9)llmxo-
O
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De esta manera, el operador
Co:HxQ—{ve L*(Vo)NL>®(H) : v e L*(Vy)}
resulta continuo.

ii) De la linealidad de la aplicacién Cy, y de la linealidad y simetria de los correspon-
dientes productos internos, se sigue la bilinealidad y simetria de II.
La continuidad de la aplicacién Il se deduce de (3.13), de las desigualdades de
Cauchy-Schwarz y Poincaré, y de la Proposicién A.3.4 del Apéndice.

Ademas, II, es coerciva en ‘H x Q, ya que

>((g,9),(9,9)) = (C2(9,9), C2(9,q))n + M1(g, 9)n + Ma2(q, )
= [|ugq — uooll3, + Millgll3 + Mal|q||%

2 ml’n{M17M2}||(g7Q)||§-{,><Qa V(g,q) €H x Q

iii) Lo es continua en H x Q. En efecto, de (3.13) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

se tiene

1L2(9,q)] < 11C2((g, )|l l2a — wool|n
< Ds||Ca(g, )| 22(ve) || 2a — ool |

= D5||VC2(9, Q)||H||2d - U00||H

D .
< 2\ o (D8, D320 — vl 9.0

donde Ds es la constante de Poincaré.

iv) Por las definiciones de Iy y Lo y por (3.5), J2 se puede escribir como

1 M, My
Jo(g,q) = §\|qu — z4|l3 + THgHi + THQHQQ

1

M M.
= §||qu — ugo + oo — za||3; + 71||9||q2% + 22

5 llallg

1
=5 (C2(9,9), C2(g, @)y — (C2(g, @), 24 — uon)y,
1 M, M,
+5llza - ugo |3, + 7||9||% + 7||QI|29

1 1
= §H2((9, 9),(9,9) — La2(g,q) + §HU00 — z4ll3,.
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v) Para todo (g1,q1), (92,92) € H x Q y t € [0,1] se tiene

(1 —=1)J2(g2, ¢2) +tJ2(g1,q1) — J2 (1 — t)(g2, ¢2) + (91, q1))

H1— 1)
= 5 [Hugzqz _ug1q1‘|3{+Mng2_91H2Q+M2HCI2 _C]1H29}
> t(l - t) o 2 s M M o 2 _ 2
Z [ttgags — tgiqu |3 + min{ My, Mo} (|92 — il + [l — @1l|3)]  (3.14)
, H1—t
> min{ My, M} 5 ) g2 — 91ll% + @z — a1ll3)
{1 — 1)

= min{M;, My} (g2 — 91, ¢ —QI)Hg-szv

y por lo tanto J, resulta coercivo sobre H x Q.

vi) Dado que IIy es una forma bilineal, continua y coerciva sobre (H x Q) x (H x Q),
Ly es una forma lineal y continua sobre H x Q y H x Q es un conjunto convexo,
cerrado y no vacio, por Lema A.2.10 se tiene que existe un tnico elemento de ‘H x Q

que minimiza el siguiente funcional

J(9,q9) = %H2((9,Q)7 (9,9)) — L2(9,9).

Luego, como 3||ugy — z4|[3, es constante, el funcional J, tiene un minimo en H x Q

al cual se lo denota con (7, q).
U

Se define el estado adjunto p,, correspondiente a (3.1) para cada (g,q) € H x Q, como

la tnica solucién del siguiente problema parabdlico mixto

Op
——= —Ap=ug — 2z en p|F1:0

5 =0 p(T)=0,

on|p,
cuya formulacion variacional esta dada por

Pgq € L*(V0), Peg(T) =0y pgq € L*(Vf)
tal que — <p9fI(t>7U> + a<pgl1(t)vv) = (ugq{t) - Zdvv)f'h Vv el

(3.15)

y se prueba el siguiente resultado.

Lema 3.2.2.
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i) El estado adjunto p,, satisface la siguiente igualdad
(02(h777)7 Ugq — Zd)’H = (h7pgq)7-[ - (nap!]‘I)Q'

ii) El funcional J; es diferenciable Gateaux y J5 viene dado por: ¥(g, q), (h,n) € H x Q

(J3(9,0); (h = g,n = @) = (Uny — Ugqs Ugq — Za)rt + Mi(g, h — g)n + Ma(q,n — q)o
=15((9,9), (h — 9.1 —q)) — L2(h — g, — q).

iii) La derivada Gateaux de J, puede escribirse como

(J3(9,a), (h.n)) = (Mrg + pyq, h)ae + (Maq = pgg,m)o,  V(h,m) € Hx Q.
iv) La condicién de optimalidad para el problema (3.7) viene dada por
<J£<§7 5)7 (h‘7 7])> = (Mlﬁ + P33 h)?‘l + (MQE — D35 77)9 = 07 V(h, 77) €EHxQ.

Demostracion.

i) Sien (3.15) se toma v = Cy(h,n)(t) € Vi, v se integra entre 0 y T, se logra

= (Dga> Ca(hy 1))y, +/0 a(ppg(t), Co(h, )(1))dt = (ugq — za; Co(hym))n. (3.16)

Por otro lado, si en (3.3) se elige v = py,(t) para g =0,¢ =0y para g =h, ¢ =1

se obtiene

(1 (1) = 00 (t); Pgq () r + alunn(t) — wo0(t), Pgq(t)) = (h(t), gq(t)) = (1(1), Pgq(t)) -

Integrando la igualdad anterior entre 0 y T, se tiene

(uhn - uOOapgq)H + /0 a(02(h7 n)(t),pgq(t))dt = (hapgq)’H - (n,pgq)g (3-17>

Entonces de (3.16), (3.17), utilizando que pgo(T) = 0 y Ca(h,n)(0) = 0 y por la
simetria de la forma bilineal a, se sigue

d

(Ugg — 2a, Ca(hy 1))y = _/0 p (Pgq(t), C2(hym) (1)) dt + (B, pgq) 1 — (1, Pgq) @

= (h, pgg)1 — (1, Pgq) -
(3.18)
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ii) Sean (g,q), (h,n) € H x Qy s > 0, entonces de la definicién de .J, se tiene

1
S 2 ((g,0) +s((hm) = (9,))) — Ja(9: q)]
11 M, M,

= - [§||u<g,q)+8((h,n>_(g,q)) =zl + S llg + s(h = 9)l e+ lla+ s — 9l

1 1 My M,

+ 3 [—§||qu — zq|[5, — 7||9||3{ - 7||Q||22
s

= 5( hn — Uggs Uy — Ugg)# + (Ugg — Zd, Uny — Ugq)
M;s Mss

+ Tl(h—g,h—g)wLMl(g,h—g)H + TQ<77_9777—Q)Q+M2(Q777_(])Q~

Tomando limite cuando s — 07, se obtiene
(J2(g.9), (h,n) = (9,9))
= (Ugq — 2d; Uny — Ugg)u + Mi(g, h — g)u + Ma(q,n — q)o
= (Ca(9, ), C2((h,m) = (9.9)))n — (2a — o0, C2((h, 1) — (9,9)))n
+ Mi(g,h = g)n + Ma2(g;n — @)
=12((9,9), (h— 9.0 — q)) — L2(h — g,n — q).

iii) De los incisos anteriores, se sigue

(129, ), (h, m))

= 2((g,9), (h,n)) = La(h, )

= (Ca(h,m), ugq — Za)a + Mi(g, h)a + Ma(q,m)e

= (7 Pgg) 1t = (0 Pgg) @ + Mi(g, h)aw + Ma(q;m)e

= (Mg + pgq, M) + (Maq — pgg.m)a,  V(h,n) € H x Q.

iv) La condicién de optimalidad para el problema (3.7) estd dada por J(g,q) = 0, y
por el inciso anterior, esto equivale a pedir
(Mg + ps5. h)u + (Ma@ — p35.m)e =0 Y(h,n) € H x Q.

En efecto, puesto que J5(9,q) < Jo(g9,q9) V(g,q) € H x Q, en particular vale para

(g +tg,q + tq) con t > 0, entonces

Z Z = = Jo(G +tg,q +tq) — J2(3,7
J2(7,7) < LG+ tg, T+ tq) = 2(g gqtq) 2(9.9) -
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Dado que —(g,q) € H x Q, entonces

De lo anterior se sigue que (J5(9,9),(g,9)) = 0 V(g,q) € H x Q y por lo tanto
J5(9,q) = 0.

3.3. Problema P, y su correspondiente Problema de

Control Optimo Simultaneo

Al igual que en la seccién anterior, en lo que sigue se demuestra que el funcional Jy, es
coercivo y diferenciable Gateaux en H x Q. También se muestra la existencia y unicidad
de los controles éptimos simultdneos (g,,q,) para el problema (3.8) y se da una condicién
de optimalidad en términos del estado adjunto del sistema 6ptimo Pa7.7.-

Sea Cy, : H x Q — L*(V) dada por

C2a(ga Q> = Uagq — Ua00,

donde wuqg0 es la solucién del problema variacional (3.4) para ¢ = 0y ¢ = 0, y sean

Iy : (HXxQ)x (HxQ) = Ry Lo : Hx Q — R definidas por las siguientes expresiones:
20((9, ), (h,m) = (C2a(9,9), Caa(h, )2 + Mi(g, )3 + Ma(g, 1),

£2o¢(g> q) = (02a(97 Q)a Zd — uaOD)'H v(ga q)v (ha 77) € H X Q
Lema 3.3.1.
i) (9, es una aplicacién lineal y continua.

ii) Iy, es una forma bilineal, continua, simétrica y coerciva en H x Q, esto es

a((9,9), (9,9)) = min{ My, Ma}|[(9,9)|Fxo  V(9,90) € H x Q.
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iii) Lo, es lineal y continua en H x Q.

iv) Jou se puede escribir como: V(g,q) € H x Q

1 1
b&%@=§mJ@ﬂ%@ﬂ»—@J%®+jmmr%M%

v) Jau es un funcional coercivo sobre H x Q, esto es: V(g2, q2), (91,q1) € HxQ, Vt € [0, 1]

(1— t)J2a(g2, q2) + tJ?a(gh(h) - J2a((1 - t)(g% CI2) + t(gl, QI))

t(1 —1t)
= [Huagzqg - uaguhH?—L + M||g2 — glﬂi + Ma|[ga — Q1HQQ]

2
, t1—t
> min{ My, My} ( 5 )H

(92 — 91,42 — Ch)”?{xg-
vi) Existe un tnico control éptimo (7,,q,) € H x Q tal que
J2a [7 7: = i J2a yq)-

20(Gar Qo) = 10 T2a(g,4)

Demostracion.

i) La linealidad de Csy, es inmediata. Para demostrar que Cy, es continua se toma

V = Ungq(t) — Uaoo(t) en la siguiente ecuacién

(tagq(t) — tha0o(t), V) g + a(Uage(t) — aco(t),v) = (9(t),v)u — (a(t),v)q, (3-19)
y se obtiene

(Tagq(t) = Ta00(1); Uage(t) — Ua00(t)) i + Aaltiagy(t) — taoo(t), tagy(t) — taoo(t))

= (9(1); ttagg(t) = taoo (1)) = (4(t); (tage(t) = Uaoo(t)))e-

Ademss, utilizando que

(aga(t) — ha0(2) () — tean())y = 5 o et) — v DIy

y la coercividad de a,, se consigue

1d
5%““0@11(15) - UonO(t)H%I + )‘a”Uagq(t) - Uaoo(t)H%/

< [ (1) taga(t) = 1a00(t)) gy | + | (2(t); taga () — 1ac0(t)) |
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Por la desigualdad de Cauchy con ¢, = ’\70‘, se tiene
1 2, Aa 2
[ (9(8), ttaga(t) = a0 (0) r | < =917 + T Hlttag(t) = uaoo(B)I[7

| (4(t), tage(t) — taco(t))g | < Dilla(t)ll@lttage(t) — taoo ()]l

D? Aa
< 3 laG + 7 lltage (1) = waco ()17

donde D; es una constante que surge de aplicar el teorema de trazas.
Asi, se logra

1d
5%““6@!1(15) - UaOO(t)H?{ + Aa”“@zyq(t) - Uaoo(t)H%/

A

1 . D? , ) (3.20)
< 9@l + M)l + =5 [lwage(t) = aoo ()1l

De esta desigualdad se deducen las siguientes estimaciones:

1) Integrando entre 0 y T la expresién

1d 2 | Aa 2 1 s D} 2
iaHuagq(t) — ua00(t)||7 + jf‘uagq@) — ua00(t)|[y < raHg(t)HH + EH(I@)H@

y utilizando que 3 ||uagq(t) — uaoo(t)||%{‘OT es una constante no negativa y que

IV (Caalg, Q) () |l < 1|Caalg, @) (1)]|]v, resulta

2D?

, 2
2 llalle < méx {1, D1} 5 1(9, ) Fixor

2
IV Coalg, @)l < 5 llglly +

es decir,

V2
1V Cia(g, @)lln < 5~ méx {1, Di}[l(g, @)llnxe. (3.21)

Cuando « > 1, la estimacién anterior resulta independiente de «,

V2
1VCaalg,q)||n < /\—lmax{l,Dl} 1109, O)|nxo- (3.22)

Ademas, sino se usa que ||V (Caa(g,¢) (1)) ||z < ||Coa(g, q)(t)||v, la desigualdad

(3.21) se escribe como

S

1C20(9, |20y < 3= max {1, D1} [|(g, @)|lnxo- (3.23)

>

a
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2) De (3.20) se tiene

d
7| [ttagy(t) = waoo()[[7

21?2
A

Integrando la desigualdad anterior entre 0 y s, para 0 < s < 7', y teniendo en

< gl + 121G + Aal |V (tagq(t) = taoo()|[7-

\)\a

cuenta que

2 2D? | :
[ N+ 222 [ Na@lfyat + 2o [ lCanla Ot
0 0

2 20?2
< ol + S lallg + Aol Coalgs D172y,
« «

se obtiene para todo s € [0, 7]

2 2D?
1Ca0lg D)l < Nl + S lalld + Aal|Coal9, Dl gy

2
< o méx {1, D7 (1191l + [191[8) + Aal|Coalg, @)l [22(r-

Utilizando la desigualdad obtenida en (3.23), se tiene
4
1Coa(g, ) (D)7 < 3~ méx {1, D} [I(g,9)l[3ixo  paratodo ¢ €[0,T].

Tomando supremo para 0 <t < 7T se obtiene

2 ,
||02a(gaQ)||L°°(H) < \/)\—maX{LDl}H(g?q)HHXQ‘

Cuando « > 1 se consigue nuevamente una estimacién independiente de «,

sup Hcaa<gﬁn<w|h,s;;;ézxnax{l,Ln}|Kg,q>uﬂxg. (3.24)

0<t<T 1

3) De (3.19) para v € Vj y la desigualdad de Cauchy- Schwarz, se deduce
d . .
(§5Cnl0.00.0) | = Glgg(®) = tanlt)0) |
H

< ’(g<t)7v)H’ + |(Q(t)’U)Q} + ‘aa(uagq(t) - uaOO(t);U)‘

<lg@llallvlla + lla@®llellvlle + [a(Caals, 9)(t), v)] + o

/@%@@wmm

I
< g@Ollallollv + lla@®llDzllvllv + [IVC2alg, ) ()| a|[Vv||a

< D3 (lg®)[m + Dalla®)llQ) [[v]lve + [|C2alg: @) ()l lvo [0l v,
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donde D, es una constante que surge de aplicar el teorema de trazas y Dj es
la constante de Poincaré.

Tomando supremo sobre {v € V; tal que ||v||y, < 1}, se logra

d
| Cnla.0)]| < Dalglln + Della®lo) + 1Conta D0
Vo
entonces
2
2
|Cnta.n)@)]| <208 (lat0lln + Dallal0f + 2 Cante O
v

< 405 (Ilg®I1 + D3lla®)I[5) + 2[1C2alg, @) DI,

Integrando en [0, 7] y utilizando (3.21), se deduce

/H_CZQ g,9q

< 4Diméx{1, D3} (|lg]13, + llalla) + 211V Caalg, @)l

2

dt

Vo

) 4
< 4D?2, maX{laDg}H(ng)Hg{xQ + )\_2 max {17 D%} H(gaqng-le’
y por lo tanto

2

dt

Vo

Caalg, ) (1)

/i

i 1
< 2\/D§ méx{1, D3} + ¥ méx {1, D} (g, 9)l|rxo-

Cuando « > 1 resulta la siguiente desigualdad independiente de «

/T | &ciman||

1
2\/192 {1, D3} + 5 mix {1, D3} 1(0:0) s
1

dt

(3.25)

Ademas, al igual que lo realizado para obtener la desigualdad (4.10), cuando

v € V la estimacion que se obtiene depende del parametro «. Mas precisamente,
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cuando « > 1, resulta la siguiente desigualdad

/T |FENERE

, méx {1, D2} (1 + aD2)?
<, + LD LD
1

2

dt

Vl

(3.26)

donde D, y D5 son constantes que surgen de aplicar el teorema de trazas.

De esta manera, el operador

Cou i Hx Q= {ve LX(VYNL¥(H) : v € L2V},

resulta continuo.

ii) La continuidad de la aplicacién Ily, se deduce utilizando (3.21), la desigualdad de

Poincaré y la Proposicién A.3.4 del Apéndice.

|H206((g7 Q)v (han))|
< |Coalg, Dael|Coa (b m)|[3 + Millgll2l[R] ]3¢ + Mallallelnllo

< DIV Ca (. )]V Con (e )l + Ml el 11l 3 + Mo lal el ]l
2méx {1, D}}
—
o+ max{ My, M}/ Ilgl 3, + llal v/ IRl B, + 1l
D22méx {1, D? )
< (P2 DD i, 0} e )l )

Ademas, Il,, es coerciva en H X Q, ya que

< Dj (9, Dlrx el |7 30

M20((9,9): (9,9)) = Millgll3, + Ms|lql[%

> min{My, Mo}|(9,9) e V(g.0) EH X Q.

iii) Lo, es continua en ‘H x Q, esto se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz y de
(3.23)

|£2a(9, Q)| = |(Cza(97 Q)7 Zd — uaOO)H|
< ||02a(g’ Q)HHHZd - uaOOHH

< Coalgs D)2y || 2a — taool |2

< )\—méx{l,Dﬂ' |[2a — waool|#[|(9, D) |3xo-

(67
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iv) Por la definicién de Iy, y Lon v por (3.6), Jo, se puede escribir como

1 M, M,
Joal9,q) = §||Uagq — z4||3 + 7||9||3{ + 7||CJ||2Q
1
= E (02(1(97 Q)a C2a(ga Q))H - (C2a<97 Q), Zd — Uaoo)H
1 M,y M,
+ §||2d — Uqool|3 + 7||9||31 + 7||Q||29

1 1
= §H2a((9, 7),(9,9) — Laalg,q) + QHUaoo — z4ll3-

V) Jae es un funcional coercivo sobre H x Q. Esto resulta de manera analoga a (3.14).

vi) Por Lema A.2.10 del Apéndice se tiene que existe un tnico elemento de H x Q que

minimiza el siguiente funcional

J(9,q9) = %HQa((g: 9);(9,9)) — Laa(9,9),

y por lo tanto

1 1
Joal9,q) = §H2a((g, ), (9,9)) — Laalg,q) + §Huaoo — z4|[3,

tiene un minimo, al cual se lo denota con (g,,q,)-

]

Se define el estado adjunto p,, correspondiente a (3.2) para cada (g, ¢) € H x Q, como

la tnica solucién débil del siguiente problema parabdlico mixto

dp dp Ip
- A = Uy — Q _ — —_— = 0 T — 07
ot P = Yagg ™ 2d €l on|r, ap on|p, p(T)
cuya formulacién variacional es la siguiente
Page € L*(V), Pagg(T) =0 Y Pagg € L*(V) (3.27)

tal que  — (Pagqe(t), v) + aa(Page(t), v) = (Uage(t) — 24,v)u, Vv e V.

De manera analoga al Lema 3.2.2, se enuncia el siguiente resultado.
Lema 3.3.2.

i) El estado adjunto p,4, satisface la siguiente igualdad

(02a<h7 77)7 Uagg — Zd)?-[ - (h7pozg<I>'H - (napaWI)Q'
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ii) El funcional Jy, es diferenciable Gateaux y J5, viene dada por

(J3a(9:0), (h = g.n = q))
= (uahn — Uagq, Uagqg — Zd)?-l + M1<97 h — g)?{ + MQ(Q; n— Q)Q
== H?oa((gaq)v (h —g,n— q)) - £2oc(h — g, = q)? V(g,q), (h’an) € H X Q

iii) La derivada Gateaux de Jy, puede escribirse como
(J20(9, @), (h,m)) = (M1g + Pagq, B)a + (Maq — pagg,m)a,  V(h,n) € H x Q.
iv) La condicién de optimalidad para el problema (3.8) viene dada por: V(h,n) € H x Q
(J30(Gas@a)s (hym)) = (MiGy + Doz 7. M)u + (Maly — Doz, 5.-m) 0 = 0

Demostracion.
i) Sien (3.27) se elige v = Coy(h,n)(t) € V y se integra entre 0 y T, se tiene

— (Dagas Caa(hy1))y, +/0 o (Pagy(t), Caa (b, n)(1))dl = (tagy = 2a, Caa (s 1))

Por otro lado, si en (3.4) se elige v = pag,(t) para g =0, ¢ =0y para g = h, ¢ =1,

se resta y se integra entre 0 y T, se logra

T
(Tany — uaOOvpagq)H + /0 aa(Coa (7 1) (1), Pagq(t))dt = (R, Pagg) 1 — (1 Pagq) 05

Entonces, de las expresiones anteriores y por la simetria de la forma bilineal a,, se
sigue
(uagq — Zd, CQOé(h'7 77))7—[
T
=~ G Coalhs )y + [ (8. Can (o)D)
0

== (pagq» C2a(h) 77))7-[ - (uahn - ua00>poc9q)7-¢ + (h7pagq)7-l - (?%pagq)g

= (hapagq)ﬂ - (napagq)Q-
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ii) Sean (g,q), (h,n) € H x Qy s > 0, entonces por la definicién de J,, y propiedades
de producto interno se tiene, al igual que antes, que

é (2 ((9:0) + 5((h,n) = (9.9))) = J2a(g.0))]

= §(Uahn — Uaggs Uahn — Uagg)H + (Uagq — 2ds Uahy — Uagg)H
M18 MQS
+ T(h — 9, h—g)u+ Mg, h—g)n+ 7(77 —q¢,n—q)o+ M(q,n— q)o-

Tomando limite cuando s — 07, se obtiene

(130(9, ), (h,n) = (9,0)) = Naa((9,9), (h = 9,1 = q)) = Loa(h — 9,1 = q).
iii) De los incisos anteriores, se sigue

(J30(9,9), (R, m)) = Taa((g,q), (h, 1)) = Laalh,n)
= (Coalh,n), Uagg — 2a)n + Mi(g, h)y + M2(q,m) o
= (hvpagq)ﬂ - (n:pagq)Q + Mi(g, h)H + Ms(q,m)o

= (M1g + Pagg; B)r + (M2q — pagg, 1), V(h,n) € H x Q.

iv) La condicién de optimalidad para el problema (3.8) esta dada por J5,(9,,7,) = 0,

es decir
(MiGo, + Doz 5.0 1) + (MaGy —poz.5.,m) =0 Y(h,n) € H xQ,
O

En la siguiente observacién se introduce una estimacion la cual sera utilizada en la

prueba del lema que se enuncia posteriormente.

Observaciéon 3.3.3. Se tiene la siguiente estimacion:

«

T
V2
04/ 1C2a(g, ) ()] |72,y dt < M~— max {1, Di}[[(g, )|[#xollCoalg, O)l2vy-  (3.28)
0

Demostracion. De la definicién de a,, para u = v = Cs,(g, q)(t), se obtiene
aa(CQOz(gu Q) (t)a OQa(ga Q) (t))

= a(Coalg, 9)(t), Caalg, 9)(1)) + / Coalg, 0)(H)Caa(g, q) () dy

Iy

= [|C2a(g, DI, + allCoalg: ) (D]72r,)-



82

Asi,

[|Caalg, ) ()72, < laa(Caalg; @)(t), Caalg, @) ()] < MI|Caalg, D)D)V,

donde M es una constante positiva que surge de utilizar que a, es continua en V.

Integrando entre 0 y T y utilizando (3.23), se logra

T T
@ [ 11C(a. )OIyt < 3 [ |Canlo. (0t
0 0

= M||Cu(9, |20 Calg, D] 2 (v

N
< M}\— méax {1, D1} |[(9, )|lrxal|C2a(g, @)||20v).

O
En el siguiente lema se dan algunas estimaciones para la aplicacién afin (g, q) — Uagq-
Lema 3.3.4.

1) Hvuaglth - VuagQQ2HH < \,\/_?méX{LDl} H(gl — 92,41 — QQ)HHXQ’

2) Sup |[tiagq (t) = tagae (D)l < 5 max {1, D1} [|(91 — g2, 01 — @2)ll3exe

0<t<T

3) ||uaglq1 _ua92q2||L2(V0/) < 2\/D§ HléX{l, D%} + )\i% méx{l, D%}H(Ql — 92,401 _Q2)||H><Qv

méx{1,0? } (1+aD2)?
22

4) ||u0191Q1 - uangzHLQ(V’) < 2\/méx{1v Di} + H(gl — 92,01 — Q2)||H><Q>

méax{1,D
5) ||Uag1q1 - uag2q2||L2(L2(F1)) < \/ %%H(Ql — 092,41 — Q2)||HXQ-
Demostracion.
1) De la linealidad de Cs, y por la estimacién (3.22) para o > 1, se deduce

||Vuaglq1 - Vuagzq2||7{ = ||v(ua91q1 — Ua00) — v<uag2q2 — Ua00)| |1

= chm(gl — 092,41 — QZ)HH

V2 o,
< )\—max{l,Dl} [(91 — g2, 1 — @2)||x0-
1
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2) De la estimacion (3.24) para a > 1, se logra

sup ||Uozg1q1 (t) — Uagaqo t)[|a
0<t<T

= sup [(tagig (t) = Ua00(t)) = (Yagag (1) = taoo ()|

o<t<T

= sup ||Canlg1 — 92,1 — @2)()||m

o<t<T

2
< —max{l,D — 92,41 — .
\/)\_1 { 1}||<91 92, q1 Q2)HHXQ

3) Por la linealidad de Cy, y de la derivada, y utilizando la estimacién (3.25) para

a > 1, se tiene

‘ ‘uaglql — Uagags ‘ |L2(V0’)
1/2

- /Hmwmaw—%mu»—omwgw—uwawmaw

1/2
2

dt
14

T
d
= / H%CQQ(QI — 92,41 — q2)(t)
L 0

, r
< 2\/D§ max{1, D3} + v max {1, D?}|(g1 — 92, &1 — @2)]|xo-
1

4) De la estimacion (3.26) para o > 1, se deduce

’ ’uoégléh - uagzqz ’ |L2(V’)
1/2

T
| [ Vo (®) = 0
LO

1/2
2

dt
V/

A
d
= — — gor 1 — @)(1
[ || giantor = e -
LO

, max {1, D} (1 + aD2)?
< 2\/max{1,DZ} + { lig( 5) 1(91 — g2, @1 — @2)|nxo-
1
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5) De las estimaciones (3.28) y (3.23) para o > 1, se obtiene

’ ’uagﬂh — Uagagy ’ |%2(L2(F1))

T
— [ Wt (6) = g ()],
0

T
- / 1Coa (g1 = g2, 1 — @2) (D) [72(0,ydE
0

V2 oo
< M>\1—a max {1, Di}[[(g1 — g2, @1 — @2)[lxel|Caalg1 — g2, 01 — @2)|[12(v)

2 .
< MW max{l,D%} H(gl — 92,41 — q2)||3—[><Q7
1

es decir,

2M méx{l,Dl}
||uag1q1 - uagzq2||L2(L2(F1)) < o M ||(91 — 92,41 — (I2)||HXQ-

3.4. Estimaciones Asintdticas

A los efectos de estudiar el comportamiento asintético, cuando « tiende a +oo, de los

estados del sistema, los estados adjuntos y los controles éptimos, se obtendran estimaciones
Para Unggs Uaggs Pagg Y Pagq Para o > 1y el par (g, q) fijo.

Proposicién 3.4.1. Para (g,q) € ‘H x Q fijo, si uag, es la tnica solucién de la ecuacién

variacional (2.5) se tiene la siguiente estimacién

[taggl | L2(vy) + |taggl Lo iy + |[tagqllL2(vy + v/ (@ = D[tagg = bl Loz, < B2y (3.29)

para todo o > 1, donde la constante Ey depende de las normas |[tigy||r2(vy), [|tgql|z2(v7),

[[Vuggllae, [[tggllz2(vys |[tggllLoecinys 119]12 |la]le ¥ de la constante de coercividad A;.

Demostracion. Con el mismo razonamiento que fue realizado en la Proposicién 2.4.1, se

obtiene la siguiente cota, para todo o > 1
||uagq||L2(VO’) + HuaquL‘x’(H) + HuaquL2(V) + v/ (@ = D)[tagg — bHL2(L2(F1))

2 5 5
< —\/A_I\/Az A [[ugql | oo a1y + Z‘/AZ + ||uggl 2y + 1 /ATAQ — B,
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donde Ay = HQH%{ + D%HQWQ + Hvuqu%-t + Huquiz(v/)- [

Teorema 3.4.2. Para (g,q) € H x Q fijo, cuando o — 400 se tiene uyg, — Uy, fuerte-

mente en L*(V) N L®(H) ¥ tingq — tgq fuertemente L*(V7).

Demostracion. Sea (g,q) € H x Q fijo. Con igual razonamiento que el utilizado en el
Teorema 2.4.2, se obtiene que existe (via identificacién) una sucesion {ua,qq} v wyq €
L*(V) N L*>(H) tal que uy,4q — wy, débilmente en L?(V') y débil estrella en L>(H), y
ademas, Uy, gg — W,y débilmente en L* (V).

Luego, se prueba que w,, = u4,. Para ello, se obtiene que wgy, satisface el siguiente problema

variacional

wgq — vy € L*(V), wee(0) = vy y gy € LH(Vp)
tal que  (wyq(t), v) + a(wyy(t),v) = Lyy(t,v), Yv € Vj,

Asi, wgy, = uy, por unicidad de la solucién del problema variacional (3.3).
De lo demostrado anteriormente se tiene que, cuando o — 00,
Uagg = Ugg e L2(V),  tagy = gy o0 LX(H) Y gy — tgq en L*(V).
Finalmente, se obtienen las siguientes convergencias fuertes
Ungg = Ugg en  L*(V)N L>®(H), Ungqy — Ugg en  L*(L*(Ty)),
lagg = Ugg en  L*(V5).
O

Proposicién 3.4.3. Para (g,q) € H x Q fijo, si pag, €s la tnica solucién del problema

adjunto (3.27 ), se tiene la siguiente estimacion

[[Pagallz2vy) + [IPagyl I m) + [[PagellL2vy + V(@ = D|Pagel |22y < Fo,

para todo a > 1, donde la constante F, depende de las normas |[pgql|z2(vy), |[Pegllzzcvr),

NV Dgql I35 |[Pgall2vys Pgallzoe s Mgl Mlallos [lzallas [ligqll2cvry, [[Vugglla, lugqllz2vy,

||tg||Loo(rry ¥ de la constante de coercividad A;.
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Demostracion. La prueba resulta de manera similar a la dada en la Proposicién 2.4.3. [

Teorema 3.4.4. Para (g,q) € H x Q, cuando a — 00 se tiene pygq — Pyq fuertemente en

LA (V)N L®(H) Y Pagg — Dgq Tuertemente en L?(Vy)).

Demostracion. Sea (g,q) € H x Q fijo. Se considera {p,, 4.} una sucesién en L*(V) N
L>(H). Repitiendo el procedimiento realizado en el Teorema 3.4.2, se puede afirmar que
existe (via identificacién) una sucesion {pa,.g¢} ¥ Mg € L*(V)NL>®(H) tal que pa,.gq — Mgq
débilmente en L?(V) y débil estrella en L>®(H), y ademas, pa,g9 — 7gq débilmente en
L*(Vy). Luego, se obtiene que 7, verifica el problema variacional (3.15), lo que permite
concluir que 7y, = pyq-

Asi, cuando o — oo, se obtiene que
Dagqg — Pgq €1 Lz(v)a Pagq - Pgg en L(H) Yy Pagg — Pgq €1 LQ(VE)/)-

Finalmente, siguiendo el razonamiento realizado en el Teorema 2.4.4, se obtienen las co-

rrespondientes convergencias fuertes. O

3.5. Convergencia del Problema F, y sus correspon-
dientes Controles ()ptimos cuando a — o0

De manera analoga al Teorema 2.5.1 se establece el siguiente resultado.

Teorema 3.5.1.

i) Si us

57 Y Uaz.7 son los unicos estados del sistema, correspondiente a los problemas
atlo

de control 6ptimo vectorial (3.7) y (3.8) respectivamente, entonces:

I [uag,z, = uggllezan =0y I ligg 7 — dgglleag) = 0.

i) Si P57 Y Paj, 5, SON los tinicos estados adjuntos, correspondiente a los problemas de

control 6ptimo vectorial (3.7) y (3.8) respectivamente, entonces:

I pag,5, = Pgallzan =0y I {[pog 5 — Pyglleeg) = 0.
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iii) Si (9,9) v (9,,q,) son las tnicas soluciones de los problemas de control éptimo

distribuido-frontera (3.7) y (3.8) respectivamente, entonces:

Jim (5, ) = @Dl lrexe =0

Demostracion. La demostraciéon se realiza en dos etapas.

Paso 1. En esta estapa se demuestra la convergencia débil de los controles éptimos si-
multaneos, los estados del sistema y los estados adjuntos vinculados a los problemas P,,
al correspondiente control 6ptimo simultaneo, estado del sistema y estado adjunto del

problema P. De la estimacién (3.29) en la Proposicién 3.4.1 para g = ¢ = 0 se tiene
l|uaool 1 < |uaool|z2v) < Eo, Va > 1.

Dado que J20(7,,7,) < J24(0,0), de la definicién de J,,, se tiene

My

1 Ml = = 1
§||U = = _Zd||’2}-l+7||ga||3{+7||QQ||2Q < §||Uaoo—2d||?q- (3.30)

De esta desigualdad se deduce que

1 1
ez g, — zall3 < S luaoo = Zdl 3,

y por lo tanto
[t 7. 17 < |[taool % + 2[|zall2 < Bz + 2||24] |%-

Por otro lado, nuevamente de (3.30), se logra

- 1 - 1
12alle € == (B2 +lzall) v [ldalln < 5=
M2 Ml

Asi, de las estimaciones anteriores se concluye

(B2 +[|zall2) -

luog 7. 111 + 196l + |Talle < B2 + 2|24l + —== (B2 + [|2al %) + —=== (E2 + |[zall%) -

VM VM,

Luego, con un razonamiento similar a la demostraciéon de la Proposicion 3.4.1, considerando

v =,z 5 (t) — v para (g,,q,), se obtiene

oz, g, 120 + [ltag, g, 2 + Vo= Uluag 5, = bllz2@ew,y) < Ds Ve > 1. (3.31)
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Utilizando la ecuacién variacional (3.27) para v € Vj y la Proposicién 3.4.3 se logra una

estimacién andloga a (3.31) para el estado adjunto.

1Pog, 3., 1220 + Pog, 3, 120 + V(@ = Dllpag g, 122wy < Do Va > 1,

donde D, es una constante positiva que no depende de .

De las estimaciones anteriores se tiene que |[g, |2, [[7allos |[tag 5. |12v)s |1tag 5. |1L2(v0)
1Peg 5. 12201 ¥ ||pa§a§a|| L2(vy), estan acotadas por constantes que no dependen de a.
Luego, para cada una de las sucesiones consideradas, existe una subsucesion que verifica
lo siguiente

aa SN f en Q) ga — T e€n H,
u== —p en L*V), Uyg.5. —# en LAV,

AGada AGalde

Paguz, — P en L*(V), Pz —p en L(Vp).

De manera anéloga a lo realizado en la demostracién del Teorema 2.4.2 se prueba que p

es solucién de la ecuacién variacional parabdlica (3.3) y p es solucién de (3.15). Asi, por

unicidad de la solucién, se concluye que p = uzr y p = pry, y por lo tanto
Uo3, 7., — Ugf, DPag 3, — Pzf €1 L2(V>

Por otro lado, si en la condicién de optimalidad para el problema (3.8)

M, /T / 5 (Oh(t) dadt — 7 / Pas = (DA() dudt
//qa t)drydt — //pagaqa(t)n(t)d’ydt =0 V(h,n) eHXQ,

se toma limite cuando o — oo y se utilizan las convergencias débiles, se logra

(Mlx_p$fuh)H+(M2f_p$faT/)Q:0 V(hﬂ?) €M xQ.

Por unicidad del control éptimo para el problema (3.7), se deduce que (z, f) = (7, Q).

Asi, se tienen las siguientes convergencias débiles

(ga’ qa’ ua§a6a7 uaﬁaga ) pa?aaa’pagaaa) - (97 q 567 U**’pgcppﬁa)
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en los espacios correspondientes, cuando oo — oo.
Paso 2. En esta etapa se prueba que las convergencias débiles demostradas en el paso
anterior, son convergencias fuertes.

De manera analoga a la demostracion del Teorema 2.5.1 se deduce

lim ([[tag,7, = 2all3 + Mil[Gallz + Mol[dallo] = llugz — zalls + Mul[gll5, + Melfdllo,

y por definiciéon de norma en el espacio producto se tiene

o}i—I};o H( V M26a7 V Ml?avuo@ja - )HQXHXH - || \% q? \% gv 9q HQXHXH

De esta ultima igualdad, de las convergencias débiles u,z; 5 — uz5 en L*(V),q, — qen
Q, ¥ go — g en H, y por la Proposicién A.2.6 del Apéndice se tiene (q,, o Uaz.5.) —
(.9, uz7) fuertemente en Q x H x H cuando a — oo.

Finalmente, si en la ecuacion (3.4) para g = g, y ¢ = q,, se considera v = u,5 = (t)—uz5(t),

se le suma a ambos miembros el término

—a(uz5(t), ugz. 7, () — uz5(t)) — (U55(t), unz 5. (1) — uz5(1))
y se usa la coercividad de la forma bilineal aq, se tiene

Mllugg 7 (1) = uzz (O < (G4 (1) — t55(E), ugz 7 (1) — uz5(t))m
—(Qu(t), ung,5. (1) — uz5(t))q — alugg(t), ueg, 7. (t) — uz5(1)).

Si se denota con z, = u — uzz, y se integra la desigualdad anterior entre 0 y T, se

logra !
MllzallZ2 ) < / [(Ga(t) = t55(t), (1)) = (@a(t), 2a (1))@ — aluz5(t), za(t))] dt.

0
Dado que z, — 0 débilmente en L*(V), g, — ¢ fuertemente en Q y g, — g fuertemente

en H cuando o — oo, por Proposicién A.2.7 del Apéndice y siguiendo [2], se obtiene que

O}LTQOH%H%Z(V) =0,

con lo cual queda demostrado que u,s 7 — usz fuertemente en L*(V) cuando o — oc.

U33

Ahora, si a la ecuacién variacional (3.3) para (g,q) se le resta la ecuacién variacional (3.4)
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para (g,,q,) y se considera v € Vj, se consigue

(2a(t), V)i + a(za(t),v) = (Ga(t) = G(1), v)n + (A1) = Ga(t),v)q, Vv €.

Luego, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene

|(Za(t), 0)u| < [zl vllve + Ds|194(t) = gO)lallvllve + Dslla(t) = qu(Dllollvllv

donde Dj surge de aplicar equivalencia entre las normas definidas en V y en Vg, v Dg se
obtiene de aplicar el teorema de trazas y equivalencia de normas.

Tomando supremo sobre {v € Vj : ||v]|y, < 1} e integrando entre 0 y T se obtiene
1ZallZ2vp) < 3l12allZ2(v) + 3D51F — 3l + 305117 — Qo

Luego, de las convergencias fuertes demostradas anteriormente se deduce la convergencia
fuerte de la derivada.

Finalmente, de manera similar al Teorema 2.5.1, se prueba que (p3 7 ,Pu3.5.) — (P55, P57)
fuertemente en L*(V) x L*(V{) cuando o — co. Esto completa la prueba.

O



Capitulo 4

Estimaciones para Controles

()ptimos

En este capitulo se obtienen estimaciones entre las soluciones de los problemas de
control 6ptimo distribuido estudiados en [10] y las soluciones de los problemas de control
optimo frontera desarrollados en el capitulo 2 con las soluciones de los problemas de control
6ptimo simultaneo distribuido-frontera estudiados en el capitulo 3, para el problema P y
el problema P, (para cada « > 0) respectivamente. Ademds, se da una caracterizacién de
las soluciones de los problemas de control éptimo simultédneo (3.7) y (3.8) usando teoremas

de punto fijo.

4.1. Estimaciones con respecto al problema P
Se considera el problema de control éptimo distribuido:
hallar ge H tal que J3(g) = Iglélgtl J3(g) para ¢ € Q fijo, (4.1)
y el problema de control éptimo frontera:

hallar G€ Q tal que Jyu(q) = Hlllél J1(q) para g € H fijo, (4.2)
qe

donde J; es el funcional costo definido en [10] mds la constante 22||q||3 , v Ju es el

funcional dado en (2.6) més la constante 22 ||g||3,, es decir, J3: H = Ry y Ji: Q@ > R{

91
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estan dados por:
1 M, M, .
J3(g):§||ug_zd||3{+7||g||g{+7||QH2Q (g€ Q fijo),

1 M, My .
Ja(q) = 5llug = zallo+ Nl + 7 llalle (g€ fijo),
donde u, y u, son las tnicas soluciones del problema (2.1) para ¢ y ¢ fijos, respectivamente.

Observacion 4.1.1. El funcional J; definido en el capitulo 3, y los funcionales J3, Jy

dados anteriormente, satisfacen las siguientes estimaciones elementales:
29,0 < 139, YaeQ vy N(3.9) < Ji@), VgeH.

En el siguiente teorema se obtienen estimaciones entre la solucion del problema de
control 6ptimo distribuido (4.1) y la primer componente de la solucién del problema de
control éptimo simultdneo distribuido-frontera (3.7), y entre la solucién del problema de

control éptimo frontera (4.2) con la segunda componente de la solucién del problema (3.7).

Teorema 4.1.2. Si (g,q) € H x Q es la tinica solucién del problema de control ¢ptimo
distribuido-frontera (3.7), g v g son las tnicas soluciones de los problemas de control

6ptimo (4.1) y (4.2) para q y ¢ fijos respectivamente, entonces:

Hq_:H < ||70||

- 1
19 —3glln < O/\OMIHUEE—U@;HH, (4.4)

donde ~j es el operador traza, \g es la constante de coercividad de a y C' es una constante

que surge de aplicar equivalencia entre las normas definidas en V' y V4.
Demostracion. De la condicién de optimalidad para § dada en el Lema 2.2.2 se tiene
(M2§ — Pgg>» 77)9 = 07 vn € Q7

tomando 1 = q — ¢ se logra
<M2q_pg§75_q)Q =0. (45)
Por otro lado, si se toma h = 0 € H en la condicién de optimalidad para (g,q) dada en el

Lema 3.2.2 se tiene

(MQE - pﬁﬁa n)Q = 07 \V/T] € Q7
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luego, tomando 1 = ¢ — ¢, se obtiene

o equivalentemente
(—Mxq +p57.0— 7)o = 0. (4.6)

Sumando las expresiones (4.5) y (4.6) se tiene

(MQ(G - 5) + (Vﬁ — Dgz);

nQII
'QI
SN—
©

I
=

y por lo tanto Ms||g —q||% = (pﬁ _pgﬁj_@g-

Asi, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el teorema de trazas, se logra
a-alfs < 5 |57~ - 0))

1 -
< Eﬂpﬁ — pggllelld —1lle

||70|| = _
< M, P55 — Paalle2on |7 — dlla;
y por lo tanto
= _ H%H
17 —1dllo < ||pgq Paallz2v)

Ademas, si se prueba que

1
P57 = Paall2ov) < C—)\OHuﬁ — Ugg| |

queda demostrada la estimacién (4.3). En efecto, de la ecuacién variacional (3.15) para

=7 vy q=q se tiene

—(P53(t), v) + alpgz(t), v) = (ugz(t) — 2a(t),v)u, Vv e,

y para ¢ fijo y ¢ = q se tiene

—(Pgg(t), v) + a(pgg(t),v) = (ugg(t) — za(t),v)m, Yo € V.

Restando estas ecuaciones se logra

—(B57() — Balt). v) + apgz(t) — paa(t), v) = (uga(t) — ugglt), v, Vo € Vo
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Reemplazando v = p55(t) — pgg(t) € Vo se obtiene

= (Bg(t) = Bual0):p53(0) = Pa(0) + alpg(t) = paal®):p5a(t) = pia(t)
— (u53(6) = walt),py(t) = paa(®)r

Luego, usando que

2p53(1) ~ fia0). P37(t) — pia(t)) = S lIpga(t) — pua(t)

la coercividad de la forma bilineal a y la desigualdad de Cauchy-Schwarz se consigue

) = a0l + Al IV (55(0) — pia®)

< (uz5(t) — ugg(t), p55(t) — poa(t))u
< N|uzz(t) — ugg(D|mllp55(t) — paa(D)|lm-

Por equivalencia entre las normas definidas en V' y V; se logra

1d

— 52 llp57(®) = pa®)I13 + Collp3(t) — pea (1)1}

< lugg(t) — ugg(O)]lallpg5(t) — pga(®)lv,
y aplicando la desigualdad de Cauchy para e = C'\g se tiene

1d
= 52 1p5a(®) = P 1 + Chollpgat) = pat)IF;

1 CA
S 20)\0”%5@) — ugg(t)|[3 + 0||ZT (t) — pag(®)|[3-
Asi,

d 1
— —lIp5a(t) = (Dl + Collpga(t) — PVl < o 1galt) = gy (1) 7

Integrando la expresion anterior entre 0 y 7', y usando que p5z(T') = pgg(T) = 0, se deduce

—_

1P57(0) = Paa(O)lir + Collpgz = paal o) < Fy-lluzs = sl

entonces

1
1P55 = Paal 20y < Gy-llugs — ugallie

De manera andloga, utilizando la condicién de optimalidad dada en [10] para el problema

de control 6ptimo distribuido, se prueba la estimacién (4.4). O
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Corolario 4.1.3. Si (7,7) € H x Q es la tnica solucién del problema de control éptimo

simultdneo (3.7), g es la tnica solucién del problema (4.1) para ¢ fijo (¢ = q), y q es la

SNl

tinica solucién del problema (4.2) para ¢ fijo (¢ =7) entonces g=gy q =

Demostracion. Si en la condicién de optimalidad para el problema de control distribuido,

dada en [10]
(Myg +pgz, h),, =0 VheH,

se toma h = g — g se tiene:
(Mg + ;7,9 —7),, = 0. (4.7)

Por otro lado, si en la condicién de optimalidad dada en el Lema 3.2.2

(M1§+p§§,h)7_[+(Mgé—pgg,n)gzo \V/(h,’l’]) € H x Q,
se toma h =g — gy n =0 se obtiene:
(Mlﬁ‘i‘pﬁ??—?)ﬂ- (4.8)

Restando las ecuaciones (4.7) y (4.8), se deduce

y por lo tanto

(Pg7 =P339 —9),,— M (3—9.9—7),, =0. (4.9)

(Pg7 = P53:9 = 0),, = —llugz — gzl (4.10)
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Denotando por p(t) = p;z(t) — p55(t), u(t) = uz5(t) — uyz(t) y aplicando el Teorema de

Green, la expresién anterior resulta ser

[ [0 (%2 - st s
- [ dﬁ+](/wﬁwuwm_/ﬂﬁggw_/mﬁ%gm)ﬁ
Q

0 Iy Iy

Dado que p(t) | r, = 0 pues p(t) € V, 8:;7(? ’ r, = 0, y aplicando nuevamente la Férmula de
Green, se obtiene
8 T
// ut ddt+//Vp t)dwdt

0

:/T/p ould) 4 dt+/T (/Ap(t) u(t)dx—l—/ag—:)u(t)dfy—i—/ag—q(:)u(t)dfy> dt

J

= ’FQ = 0 y la féormula de

Dado que u(t)|, = 0 pues uzz(t) = uyz(t) = b sobre I'y,

I,
integracion por partes se deduce

// 0ult) 3 ]/M s
! () [ u Tat.
0 u(t)d ) / / Ap(t) u(t)ddt
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De esta forma queda demostrada la igualdad (4.10). Luego, de (4.9) y (4.10) se tiene

~lugg — ugslls = Mallg — 3115

y dado que M es una constante positiva se deduce que |[g—g][3, = 0, y por lo tanto queda
demostrado que g = 3.

De manera andloga se prueba que § = q. O]

En lo que sigue se dard una caracterizacion de la solucion del problema de control
6ptimo distribuido-frontera (3.7) usando la teoria de punto fijo. Para ello se introduce el

operador W : H x Q — H x Q, definido por

1 1
Wig,q) = <_Mp9qv Epgq) :
Teorema 4.1.4. Existe una constante positiva Cy = Cy(Ao, Y0, M1, My, C) tal que,
v(glaq1)7 (927q2) € H x Q :

||W(927QQ) _W(gl q1>||HXQ C0||(g27q2) (917QI)||7‘[><Q7
y el operador W es una contraccion si y soélo si los datos satisfacen la siguiente condicion:

2 |%l[*
o\t e

Co = (1 + {lll) < 1. (4.11)

Demostracion. En primer lugar se demuestran las siguientes estimaciones:

Y(g1,q1), (92,q2) € H x Q:

V2
[tgrqr — Ugagol20v) < on ([lg2 = g1l + |l g2 — a1llo) » (4.12)
1
||p91q1 _p92q2||L2(V) < C_A()Hugun - ug2q2||H- (4.13)

En efecto, para demostrar la estimacion (4.12) se considera la ecuacién variacional (3.3)

para g =91y q = q1
<ug1q1 (t),v) + a<ug1q1 (t),v) = Ly g (t,v), Yvel,
ypara g=gay q = G2

(Tgags (1), V) + @(Ugyq, (1), V) = Lyyg (£, 0), Vv € V.
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Restando estas expresiones se logra

<u911h (t> - u92Q2 (t)v U) + a(uglth (t) — Ugago (t), U) = Lngl (tv U) - Lg2Q2 (tv U)
= (91(t) — g2(t), V) — (@1 () — q2(2), v)q, Vo € 1.
Tomando v = ug,q, (t) — Ugyq(t) € Vo y usando la coercividad de la forma bilineal a se

tiene

1d
—|| g1q1( ) — Ugago (t)leﬁl + C)‘OHUgun (t) — Ugago (tm%/
2 dt

< 5 bt 1) 0 B+ ol () — g (1)

< 1(91(8) = 92(8)s s (6) = e ()] + 101 (8) = @2(8) 80, () = e (D)

191(8) = 920 1]t 8) = g (D1t + 1 (8) = 2Ot (8) = (B
191(6) = 92(0) 1t g0 () = s (11 + ol 1 (8) = 020 et (1) — a8l

= [Jttgiq, (t) = tgaq ()l (I191(£) = g2(O)l]a + [10ll [|g2(£) = 2(B)ll)

N

N

donde C' es una constante que surge de aplicar equivalencia entre las normas en V' y V.

Por la desigualdad de Cauchy para € = se tiene

C)\

d
%Hugun (t) — Ugaqa (t)HJQLI + C’/\0||ug1<11 (t) — Ugago (t)H%/

ClA (l91(t) = g2l + [oll lar (t) = e2(t)]1)*
CQA (g1 (t) = g2O)117 + [0l *llar (t) — a2(0)1]5) -

Integrando entre 0 y T, y usando que ||ug,q, (T') — tgyq (T)||% = 0, se deduce

2
tgrar = Ugas 17200y < A3y (lgr = gal B3 + [0l 1Pllar — @2113) -
DY

Luego, usando la siguiente desigualdad de ntimeros va? +b> <a+0b Va,b > 0, se logra

V2
g = el 120y < Gy llon = B+ ol Plles — gl

L V2

S Ular = gallc+ ol o = ello).

Para demostrar la estimacién (4.13), se considera la ecuacién variacional (3.15) para g = g1

Yy q=q,ypara g=gsy q= qo. Asi, se tiene

— (g1 (1), V) + a(Pgyq, (1), v) = (Ugyq, (t) — 2a(t), V), Vv € W,
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_<p92Q2 (t)’ U> + a(pgﬂlz (t)> 'U) = (ugzqz (t) - Zd(t>a U)Ha Vo € Vo.

Restando estas ecuaciones y reemplazando v = pg,q, (t) — Dgpq. (t) € Vo se obtiene

— (P11 (t) = Pgaga(t); Pgrar () — P () + a(Pgrg1 () = Pygogo (t)s Pgran () — P (1))

= (uglq1 (t) = Ugaqo (t)v Py (t> — DPgaqa (t))H

Luego, se deduce

1d
B 5%“]79141 (t) — Pgaqe <t>||§{ + C)‘OHpgl(h (t) — Pgage (t>|’%/

1d
< 5 2P (8) = Poan DI+ X0l (Posas (1) = pinn () [l

(Ugrg1 (1) = Ugago (1), i1 (1) — Pgago (1)) 1

N

< Hu!JIQI (t) — Ugago (t>HH| |pgltI1 (t) — Pgaq2 (t)HHv

donde C' es una constante que surge de la equivalencia de las normas.

De la desigualdad de Cauchy para e = C'\q se tiene

1

d
- %Hpglfh (t) _pgzqz(t)H?{ + O/\()Hpgllh (t) _pg2q2(t)||%/ < C_>\()||Ug1q1 (t) — Ugaqo <t>||§{

Integrando la expresién anterior entre 0 y 7', y usando que ||pg,q,(0) — Pgogs (0)||3 = 0, se

deduce

1
||p91Q1 _pgzq2||L2(V) < C_)\O||Ug1q1 - ugzquH'
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Por 1ltimo, usando las estimaciones (4.12) y (4.13) y el teorema de trazas, se obtiene

2

W (92, 42) — W (g1, a1) |30

1 1 1
( p92q27 M2pgzq2> - (_Mpglqn Epguh)

2

HXQO

1
pg1q1 pggqg) ) _E (Pgrar — Pgagz)
HxQ

o 2 1 2
= WHpQIQI - p92q2||H + Wupglql - pgzqz”g

H%

1 ||
< WHpQIQI _pgzqzl‘%ﬂ(v) — 5 Pgiar — pgzquLQ(V)

1 02)\2 g1q1 92492 ’H
||2

2 L2 V

1 ||70||2> 2
(g2 — g1lloe + 1oll [la2 — a1llo)”
1 04)\4

RS II%II 2
CiNd (1 + [10lDllg2 = gllae + (1 + [170l1) llaz — a1llo)®

1

||70||2 4 2 2 2
<=5 1 = - .
(M12+ M2 04)\3( + [|70ll) (||g2 91||H+||Q2 CI1||Q>

Asi, queda demostrado que

2 1l
W (92, 62) = W(g1,q1)|lnxa < C2)\2 M2 + M3 (T + Il [1(g25 g2) = (91, @1)l|x 0,

y el operador W es una contraccion si y sélo si satisface (4.11) ]

Corolario 4.1.5. Si los datos satisfacen la desigualdad Cy < 1, entonces la tinica solucién
(9,q) € H x Q del problema de control éptimo distribuido-frontera (3.7) se puede obtener

como el unico punto fijo del operador W, esto es:
== 1 1 ==
W(g,q9) = AR (9,9)-
Demostracion. Cuando Cy < 1, el operador W es una contraccién definida sobre ‘H x Q,

luego por el Teorema de punto fijo A.2.2 existe un unico elemento (¢*,¢*) € H x Q que

satisface

W(g » g ) = (_Mpg*q*aEpg*q*> = (g » q )7
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o equivalentemente
(Mlg* + Dg*q*> Msyq™ — pg*q*) = (07 0).

Asi, (g%, q*) verifica la condicién de optimalidad dada en el Lema 3.2.2, y por lo tanto el
unico punto fijo de W es la solucion del problema de control 6ptimo simultaneo distribuido-

frontera (g,q) € H x Q. O

4.2. Estimaciones con respecto al problema P,

Para cada a > 0, se consideran los siguientes problemas de control 6ptimo:

hallar g, € H tal que J3,(9,) = rm{[l J30(9), (4.14)
ge

hallar G, € @ tal que J4(q,) = mfél J1a(q), (4.15)
q€

donde J3, : H — RE v Jyo : Q — Ry vienen dados por:

1 M, M, )
J3alg) = §||Uag — zql5, + THQH% + 7”9”29 (g € @ fijo),

1 My M, .
J1a(q) = §||an — 24|l + 7||9||72Lz + 7||Q||Zg (g e H fijo),

es decir, J3, es el funcional costo dado en [10] més la constante 22||q|[% , v Ju, es el
funcional (2.7) més la constante 221||g||3,, ¥ Uag ¥ Uaq son las tnicas soluciones del problema

(2.2) para q y g fijos, respectivamente.

Observacion 4.2.1. El funcional J5, definido en el capitulo 3 y los funcionales Js, v Jyq

dados anteriormente satisfacen las siguientes estimaciones:

JQO&(EOUsz) < J3a(§oc)? vq € Q y J204(§a76a) < J4Oé<qa)7 VQ €EH.

Estimaciones entre la solucién del problema de control 6ptimo distribuido (4.14) con la
primer componente de la solucién del problema de control éptimo simultaneo distribuido-
frontera (3.8), y entre la solucién del problema de control éptimo frontera (4.15) con la
segunda componente de la solucién del problema (3.8), son dadas en el siguiente teorema

cuya prueba es omitida por su similitud a la demostracién dada en el Teorema 4.1.2.
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Teorema 4.2.2. Si (g,,q,) € H x Q es la tnica solucién del problema de control éptimo
distribuido-frontera (3.8), g, v G, son las tnicas soluciones de los problemas de control

6ptimo (4.14) y (4.15) para q y g fijos respectivamente, entonces:

= |70l
170 — Gallo < m“%@ja — Uagg, |1

_ = 1
18 = Fallre < 57 e, — ol b
(03

Corolario 4.2.3. Si (7,,q,) € H x Q es la tinica solucién del problema de control éptimo
simultdneo (3.8), g, es la tnica solucién del problema (4.14) para q fijo (¢ =q,), vy q, €s

la tinica solucién del problema (4.15) para g fijo (g = g,,) entonces g, = G, Y Go = -

En forma similar al Teorema 4.1.4, ahora se da una caracterizacion de la solucién del
problema de control 6ptimo distribuido-frontera (3.8) mostrando que el operador W, que
se define a continuaciéon, es una contraccion. Dicho resultado se presenta en el siguiente
teorema cuya demostracion se omite.

Sea el operador W, : H x Q — H x Q, para cada a > 0, definido por la expresién

1 1
Wa(97 Q) = (_Mpagqa Epagq) .

Teorema 4.2.4. W, es un operador Lipschitz sobre H x Q, esto es, existe una constante
positiva Coo, = Coa(Aa, Y0, M1, M), tal que:
V(91,q1), (92, 2) € H x Q:

[[Wealg2, @2) — Walgr, a1)llrxe < Coall(g2, G2) — (91, @1)||x0

y el operador W, es una contraccién si y sélo si los datos satisfacen la siguiente desigualdad:

L holl?

2
Coo = 154/ 773 + "oy
M;3

v\ a2 (1+[ll]) < 1.
Corolario 4.2.5. Si los datos satisfacen la condicién Cy, < 1, entonces la tinica solucién
(Gu, 4,) € HxQ del problema de control 6ptimo distribuido-frontera (3.8) se puede obtener

como el unico punto fijo del operador W, esto es:

= = 1 1 = =
Wa(Gar a) = (_Mpagaqa’ Epagaqa> = (9> Ta)-



Apéndice A
Apéndice

En este capitulo se exponen resultados tedricos de distintas areas de la matemati-
ca, tales como analisis real, andlisis funcional e inecuaciones variacionales, los cuales son

fundamentales para el desarrollo de este trabajo de tesis.

A.1. Topologia débil y débil estrella

Sea E un espacio de Banach y sea f € E' (espacio dual de E). Se define ¢f : E — R a
la aplicacién dada por ¢¢(z) = (f,z). Cuando f recorre E’ se obtiene una familia (¢¢) rep

de aplicaciones de E en R.

Definicién A.1.1. La topologia débil o(FE, E’) sobre E es la topologia menos fina que
hace continuas todas las aplicaciones (¢) rep .
Dada una sucesion {z,} en E, se designa con z, — x la convergencia de =, a = en la

topologia o(E, E').
Para cada x € E se considera la aplicacién ¢, : £ — R definida por

[ 0a(f) = ([, ),

la cual resulta lineal y continua sobre E’. Cuando x recorre F se obtiene una familia de

aplicaciones (¢;)zcp de E' en R.

Definicién A.1.2. La topologia débil estrella o(E’, E) es la topologia menos fina sobre

E’ que hace continuas todas las aplicaciones (¢, )zcp-
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Dada una sucesién {f,} en E’, se designa con f, — f la convergencia de f, a f en la
topologia o(E', E).
Las demostraciones de los resultados que se dan a continuacién se pueden ver en [3].
Proposicién A.1.3.
a) Sea {z,} una sucesién en E. Se tiene
i) z, ~xeno(E,E) siysolosi (f, z,) = (f,z) paratodo f € E'

ii) Siz, ~zeno(E,E)y f, — f fuertemente en E’ entonces (f,,z,) — (f,z).
b) Sea {f,} una sucesién en E’. Se tiene

i) fu = feno(E' E)siysélosi(f,,z)— (f, ) paratodo z € E.

ii) Si f, = fen o(E,E)y x, — x fuertemente en F entonces (f,,z,) — (f,x).
Teorema A.1.4. Sea E un espacio de Banach reflexivo y sea {x,} una sucesién acotada
en E. Entonces existe una subsucesion {z,, } que converge en la topologia o(E, E').

Teorema A.1.5. Sea E un espacio de Banach separable y sea {f,,} una sucesién acotada

en E'. Entonces existe una subsucesién { f,,, } que converge en la topologia o(E’, E).

Teorema A.1.6. Sea ¢ : E — (—00,00) una funcién convexa, s.c.i (para la topologia
fuerte). Entonces ¢ es s.c.i para la topologia débil o(E, E').

En particular, si z,, — = en o(FE, E’), entonces

o(z) < liminf ¢(z,,).

n—oo

A.2. Propiedades

A.2.1. Teoremas Importantes

Teorema A.2.1. (Hahn-Banach) Sea G un subespacio vectorial del espacio de Banach

E y sea g : G — R una aplicacion lineal y continua de norma

llgller = sup  g(x).
zeG,||z||<1

Entonces existe f € E' que extiende a g y tal que ||f||z = ||gl|c-
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Demostracion. Para la prueba, ver [3] O

Teorema A.2.2. (Teorema de punto fijo) Si V' es un espacio métrico completo con

distancia d, T': V' — V es una contraccion, es decir
existe 0 < k <1 tal que d(T(z),T(y)) < kd(z,y), Vx,y €V,
entonces existe un unico x € V tal que T'(z) = =.
Demostracion. Para la prueba, ver [15]. O

Teorema A.2.3. (Representaciéon de Riesz-Fréchet) Sea H un espacio de Hilbert

real, con producto interno (-,-). Dada ¢ € H’, existe f € H unico tal que

(p,v) = (f,v) Yv e H.
Ademas se verifica || f|| = ||¢||a
Demostracion. Ver [3]. O
En lo que sigue se enuncia el Teorema de Diferenciacion de Lebesgue.

Definicion A.2.4. Sea f una funcion localmente integrable sobre cualquier cubo @ C R™.

Se define el promedio de f sobre () por medio de la férmula

1
fa= ch/f(x)dﬂ

Teorema A.2.5. (Diferenciacién de Lebesgue) Sea f una funcién localmente inte-

grable en R". Entonces los promedios

1
T Q/ ) — fla)ldy

tienden a cero cuando () — z, para casi todo = € R".

El limite anterior se toma sobre la familia de los cubos ) que contienen al punto x

cuando m(Q) — 0.

Demostracion. Para la prueba, ver [5]. O
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A.2.2. Convergencia en espacios de Hilbert

Proposicién A.2.6. Sea H un espacio de Hilbert y sea la sucesion {u, } y v € H. Cuando

n — 00, se tiene:
a) Si||u, —ullg — 0, entonces ||u, ||z — ||u||a-
b) Si uw,, — u débilmente en H y ||u,||g — ||u||z entonces ||u, — u|lg — 0.
Demostracion.  a) Por la regla del paralelogramo se sabe que
[l — ullfy + [Jun + ullfy = 2wl + 2[ull.
Luego, para n — oo, dado que ||u, — u||g — 0, se tiene
2] |un] |77 + 2llul [z — [lun + ullf — 0

entonces

2wl + 2lllE; — ([ + 2(wn, w)g + [Jullf) — 0
por lo tanto
[lunl I + [JllE — 2(tn, w)r — 0.

Aqui, del hecho que convergencia fuerte implica convergencia débil, se tiene que

(Un,uw) g — (u,u)y. Asi, se logra
a7+ Hullz = 2l[ulf — 0

es decir

[l [ = [[ul[ -

b) La prueba es inmediata.

]

Proposicién A.2.7. Sea H un espacio de Hilbert con producto interno (-, )y y sean {g,}

y {q.} tales que, para n — oo, g, — ¢ fuertemente en H y ¢, — ¢ débilmente en H,

entonces (gn, ¢n)o — (9, ¢)u-
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Demostracion. Se tiene que

1(9ns ) — (9, D)l = 1(Gns )it — (G0, @)t — (9 @)1 + (9n> O i

(
< (9> @) = (gn> Dl + (9, D + (gn, @)
= [(9n: @ — Dul + (9 = gn, Q)|
< (Gns @0 — Qul + [lg — gullullgllz — 0,

ya que por hipétesis ||g — gn|lz = 0 (9n, ¢ — @)z — 0, cuando n — oo. O]

Lema A.2.8. Si a es una forma bilineal continua y semidefinida positiva en un espacio
de Hilbert X, entonces

veEX —alv,v) €R
es una aplicacién semicontinua inferiormente en X débil, es decir

v, = ven X débil = a(v,v) < liminf a(v,,v,).
n—oo

Demostracion. Para la prueba, ver [15]. O

Proposiciéon A.2.9. La aplicacion

veLQ(OTV—>// (t)*dy | dt € R

1

es semicontinua inferiormente en L?(0,7; V') débil, es decir

si v, —ven L*(0,T;V) paran — oo = / (r/ d'y) dt < lmimf (r/(vn(t))%l’y) dt.

1

Demostracion. Para la prueba, se utiliza el Lema anterior. Para ello, se considera el espacio

X = L*0,T;V), el cual es un espacio de Hilbert y se define la aplicacién

T

a(u,v) = / / u(tyv(t)dy | dt.

0 1
Se debe demostrar que a es una forma bilineal, continua y semidefinida positiva en
L*(0,T;V). En efecto, claramente a es una forma bilineal por la linealidad de la inte-

gral. Ademas, a es semidefinida positiva, pues por propiedades de la integral se tiene

T

a(v,v) = / /[v(t)]gd’y dt >0 VYvell*V).

0 1
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Finalmente, a es continua, lo que resulta utilizado la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el

teorema de trazas. Esto es,

la(u, v)| = / / w(t)o(t)dy | de| = (w0 2o

1

T /2 , ¢ 1/2
< lallzzgaoplollzzemay = | [ lollaqdt o] 22
= L2(L2(T'1)) L2(L2(T'1)) L2(T'y) L2(T1)
0 0
T 12 , ¢ 1/2
< [emapar) | [emlar] = aizeleloo,
0 0

donde ¢ es la constante que surge de aplicar el teorema de trazas.
Asi, como la aplicacion a cumple con las hipdtesis del Lema A.2.8, queda probada la

proposicion. O]

A.2.3. Minimizacion de funcionales

El siguiente lema resulta de gran utilidad ya que permite garantizar existencia y uni-

cidad de la solucién en los problemas de control éptimo.

Lema A.2.10. Sea X un espacio de Hilbert. Se considera el funcional J definido por
1
J(v) = éa(v,v) — L(v), YvelX,

donde a es una forma bilineal, continua y coerciva sobre X y L es una forma lineal y
continua sobre X. Si K es un conjunto convexo, cerrado y no vacio de X, entonces existe

un unico v € K que minimiza J en K.

Demostracion. Ver [15]. O

A.3. Desigualdades Elementales

Proposiciéon A.3.1. (Desigualdad de Cauchy)

Sean a,b € R, se cumple que
a®> b
ab< —+ —
2 2
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Demostracion. Esto resulta teniendo en cuenta que 0 < (a — b)? = a* — 2ab + b*. O
Proposicién A.3.2. (Desigualdad de Cauchy con ¢)
abé—%—i Ve >0, Va,beRT.
Demostracion. Ver [4]. O

Proposiciéon A.3.3. Sea H un espacio vectorial real. Si (+,-) es un producto interno, la

norma asociada es

u|| == (u,u)'? ue H.

La desigualdad de Cauchy- Schwarz establece
|(w, ) < lull ]| w,ve H.
Demostracion. Ver [4]. O

Proposiciéon A.3.4. Sean a,b,c,d € R*, se cumple que

ab+ cd < Va2 + Vb2 + d?
Demostracién. De la desigualdad 2(ab)(cd) < (ad)? + (cb)?, se tiene que
(ab)? + (cd)* 4 2abed < (ab)? + (cd)? + (ad)? + (cb)?

esto es

(ab+ cd)® < (a® + &) (b* + d°)

o equivalentemente ab + cd < Va2 + c2Vb? + d2. ]
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Conclusiones

El objetivo de esta tesis consistié en estudiar desde el punto de vista tedrico los pro-
blemas de control 6ptimo vinculados a sistemas evolutivos de conducciéon del calor Py P,
(para cada a > 0), que han sido presentados en la introducciéon. Mas precisamente, en el
capitulo 2, se formularon problemas de control éptimo frontera y se demostré existencia y
unicidad de los controles éptimos G y G, (para cada a > 0) relacionados a los problemas P
y P,, respectivamente, y se dieron condiciones de optimalidad de primer orden. Ademss,
se prob6 que los controles éptimos q,, los estados del sistema u,g, y estados adjuntos
Pag,,, convergen fuertemente a q, uz y pg respectivamente, cuando a — oo, en adecuados
espacios de Sobolev. Por otro lado, en el capitulo 3, para los problemas de control éptimo
simultaneo formulados, se probaron resultados analogos a los del capitulo 2. A saber, se
mostré existencia y unicidad del control éptimo simultédneo (g,q) para el problema P y
de (g,,q,) para el problema P,, para cada o > 0. También se dieron condiciones de op-

timalidad y se prob6 que los controles éptimos (g,,q,), los estados del sistema Uz 5. Y

estados adjuntos Pog, 7, convergen fuertemente a @, 5), Uz5 Y Pgg respectivamente, cuan-
do el coeficiente de transferencia del calor « tiende a infinito, en adecuados espacios de
Sobolev. Por tltimo, en el capitulo 4, se obtuvieron estimaciones entre las soluciones de los
problemas de control éptimo simultaneo distribuido-frontera trabajados en el capitulo 3
con las soluciones de los problemas de control 6ptimo frontera considerados en el capitulo
2 y los problemas de control 6ptimo distribuido estudiados en [10]. A partir de lo trabajado
en este capitulo se puede observar que, no necesariamente la primera componente del par
optimo de cada problema de control simultdneo coincide con la solucion del problema de

control distribuido estudiado en [10], ni la segunda componente coincide con la solucién

del problema de control frontera estudiado en el capitulo 2. Se destaca que, si se fija la
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variable ¢ en g se obtiene § = g y fijando la variable g en g, entonces se logra ¢ = g. De
manera similar, para cada « > 0, si se fija la componente ¢ en g, se obiene que g, = g, vy
fijando la componente g en g, se prueba que g, = q,.

Los resultados principales de este trabajo de tesis se pueden encontrar en [16].



Lista de Simbolos

Conjuntos
N: el conjunto de los ntimeros enteros positivos
R: el conjunto de los niimeros reales
R": el espacio euclideo n-dimensional
R{: el conjunto de los niimeros reales no negativos, es decir, Rj = {r e R: 7 > 0}
(2: es un conjunto en R™ con frontera I' = 0f)
I'=T1UTls: I'y y I'y son dos porciones disjuntas de I’

[0, T: intervalo de tiempo, 0 < T < oo

Espacios Abstractos

X: espacio de Hilbert con producto interno (-,)x y norma || - ||x
X': espacio dual de X

(-,-)xrx: corchetes de dualidad

X x Y: producto entre los espacios de Hilbert X e Y

X CY C X' triple inclusion

Espacios de Funciones

C™(2): el espacio de funciones continuamente diferenciables hasta el orden m

C(Q): el espacio de funciones infinitamente diferenciables, con soporte compacto en €
LP(Q2): el espacio de Lebesgue de funciones p-integrables, con la modificacién habitual si
p =00

Ll

loe(£2): €l espacio de funciones localmente integrables

WHkP(Q): el espacio de Sobolev de funciones cuyas derivadas débiles de orden menor o

igual a k que son p-integrables en (2
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Wy (Q): la clausura de C°(Q) en WP(Q)

HY(©) = 2(0)
H§(9) = Wy™(Q)

H71(Q) = W12(Q), el espacio dual de H] ()
H = L[*(Q)

Q = L*(I'y)

V =HYQ)

Voz{UEV:v}Fl:O}
C(0,7;X) ={v:]0,T] — X tal que v es continua}
LP(0,T;X) = {v:(0,T) — X medibles tal que ||v||zr0,7r;x) < 00}

WhP(0,T; X) = {v € LP(0,T; X) tal que v € L1(0,T; X") con p~' + ¢~

H=L%*0,T;H)
Operadores

a: Vo x Vo — R forma bilineal sobre V}
aqo : V XV — R forma bilineal sobre V'
Yo: operador traza

A: operador laplaciano

V: operador gradiente

Otros Simbolos

V: para todo

= implicacién

—: convergencia fuerte

—: convergencia débil

—: convergencia débil estrella

u: derivada débil

: derivada parcial respecto de t
. derivada respecto de t

g derivada respecto de la normal

1:1}
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