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Resumen

En esta tesis se estudian y comparan dos modelos de la máquina de inducción que

permiten considerar el entrehierro no uniforme. De esta manera es posible analizar

los efectos de las ranuras en el estátor y rotor de la máquina como aśı también las

asimetŕıas producidas por la excentricidad estática o dinámica. Uno de los modelos es

el de circuitos múltiplemente acoplados donde las inductancias se calculan mediante la

aproximación de funciones de bobinados. Debido a las caracteŕısticas de este modelo

las inductancias y sus derivadas se calculan mediante aproximaciones numéricas. El

segundo modelo estudiado es el de circuitos magnéticos equivalentes para el cual

se propone un método anaĺıtico para determinar sus parámetros. Los resultados de

simulación obtenidos muestran un mejor desempeño para el segundo modelo si se

considera entrehierro no uniforme en la máquina debido a que no existen errores de

aproximación mediante el cálculo anaĺıtico.
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Abstract

This thesis presents a study and a comparison of two induction motor model which

consider non-uniform air-gap. The effects of the saliencies, such as stator and rotor

slotting, and static and dynamic air-gap eccentricities, were taken into account by

the models.

On one hand, a multi-coupled circuit model for the induction machine was studied.

This model is based on the inductances calculation by using the winding function

approach. Numeric approximation of inductances and its derivatives were used due

to the model feature. On the other hand, a magnetic equivalent circuit model was

studied. In this case an analytic approximation was used in order to obtain model

parameters

Obtained simulation results showed the magnetic equivalent circuit model has

better performance than multi-coupled circuit model in order to represent air-gap

eccentricities and saliencies. Due to the fact that the first one uses an analytic appro-

ximation for its parameters avoiding in this way errors during the computation.
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4.2 Śıntesis de Fourier de la función de la fase a con ELU, dada en la Fig. 4.1.118

4.3 Efectos de la excentricidad dinámica sobre las inductancias propias y
mutuas de las fases del estator. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

4.4 Efectos de la excentricidad dinámica combinada con el ranurado del
rotor sobre las inductancias propias y mutuas de las fases del estator. 121

4.5 Efectos de la excentricidad dinámica y el ranurado del rotor sobre las
derivadas de las inductancias propias y mutuas de las fases del estator. 122
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MCMA modelo de circuitos múltiplemente acoplados;
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PM potencial magnético, simbolizado U ;

TFE tubo de flujo en el entrehierro.



Caṕıtulo 1

Introducción

1.1 Descripción del problema

Las máquinas de inducción (MI) consumen la mayor cantidad de enerǵıa eléctrica

en la industria [1], alcanzando en la Argentina una cifra del orden del 69% [2]. Una

aplicación tan difundida deviene de su robustez, relación peso-potencia, bajo costo y

operación sin chispas.

El modelado de la MI es un recurso indispensable para su análisis, diseño, control

y monitoreo de condición. Tales aplicaciones requieren la obtención de los valores de

las variables de funcionamiento como resultado de cálculos que aplican los parámetros

constructivos provistos por el modelo.

Entre las aplicaciones mencionadas, el análisis se ocupa del estudio de la con-

versión electromecánica de la enerǵıa, en la que interactúan los campos eléctricos y

magnéticos, manifestándose a través de fuerzas y movimiento [3].

El diseño, por su parte, consiste principalmente en la previsión de las condicio-

5



6 Caṕıtulo 1: Introducción

nes de trabajo de la máquina, y comprende aspectos tan variados como su dimen-

sionamiento, selección de materiales, categoŕıa de servicio, agresividad del entorno

ambiental, envejecimiento, disipación de calor y accesibilidad para mantenimiento.

El control requiere del conocimiento en tiempo real de los valores de las variables

que en conjunto constituyen su estado de funcionamiento como tensiones, corrientes

del estator y del rotor, flujos, flujos enlazados, par, velocidad y posición. A partir

de las señales generadas por los sensores de medición de algunas de esas variables

(t́ıpicamente corrientes del estator y velocidad), se han propuesto diferentes técnicas

para estimar el valor de las restantes. Esta información es utilizada para adaptar en

tiempo real el estado de funcionamiento, actuando sobre la fuente de alimentación.

El monitoreo de condición interpreta y registra algunas de las variables anteriores,

pudiendo además comandar funciones de alarma y protección. Cualquier algoritmo

de diagnóstico de fallas debe discriminar los patrones propios del servicio de aquellos

causados por anomaĺıas.

Las cuatro aplicaciones anteriores del modelo de una MI están intŕınsecamente

relacionadas a las irregularidades geométricas, las cuales pueden ser propias de sus

caracteŕısticas constructivas o bien producidas por fallas. Entre las primeras se pueden

mencionar la distribución de los bobinados, el ranurado del estator y del rotor, o el

cruzamiento de las ranuras. Las segundas son aquellas que apartan a la MI de su

geometŕıa original de diseño, como la excentricidad del entrehierro y la desalineación

del eje entre otras.

Además de las irregularidades geométricas, la MI presenta otras que también

pueden ser intŕınsecas o producidas por fallas. Entre las primeras se pueden mencionar
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la saturación del núcleo y la variación de la resistencia de los conductores con la

temperatura; entre las segundas, las fallas de aislación de los bobinados, la rotura de

barras del rotor y la falla interlaminar en el núcleo.

Los efectos producidos por las irregularidades geométricas y no geométricas deben

verse reflejados en los distintos parámetros de un modelo, para obtener de éste una

representación tan exacta como lo requiera la aplicación a la que se destine.

La Norma DIN 66201 [4] define al modelo de un sistema f́ısico como una represen-

tación simplificada, un prototipo conceptual que permite analizar su comportamiento

sin recurrir a la experimentación.

Esa Norma utiliza el término delimitación de un modelo para referirse al alcance

de los fenómenos considerados, fuera del cual quedan los omitidos, según su incidencia

sobre las variables de interés. En el caso de la MI, son usualmente omitidas la defor-

mación elástica del eje o las vibraciones en el dominio mecánico, e incluso un dominio

f́ısico completo como el térmico, en el que se relacionan la generación y disipación de

calor con la variación de temperatura. A continuación se presenta una recopilación

de modelos [5], comenzando por el más delimitado:

1. El modelo de régimen estacionario desarrollado por Charles Steinmetz [6] se

representa con parámetros concentrados. Está restringido a considerar que las

ĺıneas de inducción en el entrehierro tienen dirección radial, el entrehierro es liso

y uniforme (ELU) y la distribución espacial tanto de los circuitos del estator

como del rotor es sinusoidal. Este modelo se resuelve con ecuaciones algebraicas

y representa sólo el régimen estacionario de la MI sin irregularidades ni presencia

de elementos que aporten una componente tangencial a las ĺıneas de inducción
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en el entrehierro.

2. El modelo dinámico qd0 se distingue del anterior por resolverse con ecuacio-

nes diferenciales algebraicas y representar entonces los reǵımenes dinámico y

estacionario. Salvo en versiones modificadas como las que se comentarán en la

Sec. 1.2, tampoco representa la saturación de los núcleos, las irregularidades

geométricas como el ranurado del estator y del rotor o la excentricidad, ni el

flujo tangencial en el entrehierro [7]-[9].

3. El Modelo de Circuitos Múltiplemente Acoplados (MCMA), al igual que el

modelo dinámico qd0, se resuelve con ecuaciones diferenciales algebraicas, pero

a diferencia de éste, no está restringido a considerar que el entrehierro sea liso y

uniforme, ni que los bobinados tengan distribución espacial sinusoidal. Entre sus

parámetros más importantes se encuentran las inductancias propias y mutuas,

que se calculan con el método de Aproximación de Funciones de Bobinados

(AFB). El MCMA resuelto con inductancias calculadas por el método AFB,

tampoco representa la saturación de los núcleos, ni el flujo tangencial en el

entrehierro [10][11].

4. El modelo de Circuito Magnético Equivalente (CME), al igual que el modelo

dinámico qd0 y el MCMA, se resuelve con ecuaciones diferenciales algebraicas,

pero a diferencia de éstos, no está restringido a considerar que los núcleos del

estator y del rotor tengan permeabilidad infinita, ni las ĺıneas de inducción en el

entrehierro tengan dirección radial. Su topoloǵıa fragmenta al motor en partes

formando una red magnética con densidad adaptable [10]. Su costo computacio-
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nal es alto en caso de representar corrientes parásitas en los núcleos del estator

y del rotor [12]. A diferencia de los modelos anteriores, el CME śı puede re-

presentar la saturación de los núcleos y la presencia de elementos que aporten

una componente tangencial a las ĺıneas de inducción en el entrehierro, como las

cuñas de material magnético en las ranuras del rotor.

5. Los modelos de Elementos Finitos (MEF), a diferencia de todos los anteriores,

se representan con parámetros distribuidos y se resuelven con ecuaciones dife-

renciales a derivadas parciales, con un considerable aumento de costo compu-

tacional. Un MEF es el ĺımite al que tiende el modelo CME al aumentar la

densidad de su red magnética [13].

El problema que describe esta sección es, entonces, el análisis comparativo de

las posibles formas de representar las irregularidades geométricas de la MI ofrecida

por la diversidad de modelos existente, y la selección del más conveniente para una

aplicación dada.

1.2 Antecedentes del tema

Se puede encontrar vastedad de literatura referida a la MI, sus irregularidades,

modelos y las aplicaciones de éstos. En esta sección se presentará un relevamiento de

ese material, compuesto por una descripción de cada modelo, sus ventajas, desventajas

y aplicaciones.

Entre esas aplicaciones se encuentran las de control y diagnóstico de fallas. Las

variables que usualmente se controlan son la velocidad y posición del rotor, bajo la
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condición de limitar la intensidad de corriente a un rango de valores. Las fallas que

se procura diagnosticar son, en principio, las de ocurrencia más frecuente. Según las

estad́ısticas de mantenimiento predictivo [14], un 40% tiene lugar en los rodamien-

tos [15], un 38% en la aislación del arrollamiento estatórico, un 10% son roturas de

las barras o anillos de cortocircuito y el restante 12% tiene causas varias.

Las fallas en los rodamientos son causadas por las variaciones bruscas de par,

las tensiones mecánicas internas a la máquina y las corrientes circulantes por los

rodamientos [16].

Las variaciones de par pueden originarse en la máquina o en el sistema mecánico

acoplado. Las primeras se deben a ciertas combinaciones entre los armónicos espaciales

y temporales de inducción en el entrehierro con la velocidad del rotor, y pueden incluso

fatigar al eje, aún estando alineado [16].

Las tensiones mecánicas internas pueden estar presentes aún con la máquina dete-

nida o darse sólo en marcha. Entre las primeras están las causadas por la excentrici-

dad, curvatura o desalineación del eje, o un mal posicionamiento en el montaje. Entre

las segundas, las debidas a la operación a velocidades próximas a la resonancia [16].

En cuanto a la circulación de corriente por los rodamientos, ésta es causada por las

tensiones homopolares propias de los accionamientos implementados con electrónica

de potencia [16].

Las fallas en los rodamientos comunmente se detectan mediante el análisis de las

vibraciones que producen. Muchas publicaciones también proponen hacerlo con el

análisis de las corrientes del estator, pese a que las relaciones de causa-efecto con

estas últimas todav́ıa no son completamente conocidas [16].
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Las fallas siguientes en su frecuencia de aparición son las de aislación estatórica y

luego las roturas en la jaula de ardilla.

Las fallas de aislación comunmente se inician como cortocircuitos entre espiras, los

cuales son de dif́ıcil detección. Si la máquina con esta falla se mantiene en servicio, el

calentamiento local deriva en un cortocircuito entre fases o entre una o más fases y la

carcasa. El método usual para detectarlas es la medición de las corrientes estatóricas

de secuencia inversa. Un diagnóstico efectivo debe distinguir entre aquellas corrientes

de secuencia inversa debidas al cortocircuito entre espiras de las debidas a la asimetŕıa

en la tensión de alimentación, la saturación de los núcleos y las irregularidades cons-

tructivas [16].

Las roturas en la jaula de ardilla pueden tener lugar en las barras o los anillos de

cortocircuito, y se deben a fatiga térmica y mecánica, los esfuerzos electrodinámicos,

vibraciones, centrifugado, fricción provocada por chapas flojas en el rotor o fallas en

los rodamientos [16][17].

Ante una rotura en la jaula de ardilla, circulan por la misma corrientes de se-

cuencia inversa que hacen reaccionar al arrollamiento estatórico con armónicos de

corriente cuya frecuencia guarda relación con el deslizamiento. Estas combinaciones

entre armónicos de corriente en la jaula de ardilla y en las fases del estator produ-

cen pulsaciones de par y fluctuaciones de velocidad. Estas fallas se pueden detectar

con el análisis espectral de las corrientes en el estator, también llamado análisis de

firma [17].
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Modelo de régimen estacionario

La inducción de fuerza electromotriz (FEM) en una MI es un proceso mixto

de transformación y generación, como los que se dan en un transformador y en una

máquina śıncrona respectivamente [18]. La FEM inducida por transformación también

se designa como FEM de transformación, y la inducida por generación como FEM de

velocidad.

En cuanto a las FEM de transformación respecta, el modelo de la MI es análogo

al de un transformador. Las FEM de velocidad, por su parte, en régimen estacionario

sólo se inducen en el rotor y guardan con el deslizamiento una relación que introduce

la única alinealidad de este modelo [18].

De no ser por las FEM de velocidad inducidas en el rotor, el modelo de régimen

estacionario seŕıa, entonces, semejante al de un transformador. Por esa similitud, el

modelo estacionario de la MI también se llama modelo transformador de la MI [19]

y representa, al igual que aquél, al circuito equivalente en π de una fase.

El cálculo del par se limita a su valor medio, relacionado con el valor medio de po-

tencia en los elementos del modelo que representan al rotor, la velocidad estacionaria

de este último y la de sincronismo.

La principal ventaja del modelo de régimen estacionario es su simplicidad de

resolución, posible incluso con métodos gráficos. La principal desventaja es su omisión

de las irregularidades geométricas, el flujo tangencial en el entrehierro y los reǵımenes

transitorios.

En [20] se propone adoptar una inductancia magnetizante no lineal para repre-

sentar el efecto de la saturación de los núcleos. El resultado es un alto contenido
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armónico en las tensiones y corrientes, y la consecuente disminución del rendimiento

y factor de potencia.

Con el modelo transformador de la MI se pueden calcular las variables de marcha

en estado estacionario en cualquier régimen de alimentación y carga, incluyendo los

pares e intensidades de arranque y máximo [21]. Estos cálculos permiten dimensio-

nar la máquina, o incluso prever su servicio en condiciones distintas a las de diseño.

Por ejemplo, en [22] se evalúa utilizar como generador a una MI trifásica autoexci-

tada aplicando la conexión Steinmetz [23], propuesta por el mismo desarrollador del

modelo.

El modelo de régimen estacionario no tiene aplicación directa al control, aunque

en [24] se lo utiliza como introducción conceptual al control vectorial de la máquina

śıncrona y aśıncrona.

Asimismo, puede aplicarse al diagnóstico de algunas fallas. Por ejemplo a las de

aislación en el estator, como se propone para una MI con rotor de jaula de ardilla

en [25] y [26]. También a la rotura de barras mediante el análisis de firma, como se

propone en [27] y [28].

Según [29], los modelos elaborados de la MI que representan sus distintas irregula-

ridades, pueden simular sus efectos pero no resolver el problema inverso de determinar

la causa de un efecto dado. Más aún, al utilizar muchos parámetros de la máquina,

no discriminan cuáles de éstos tienen mayor incidencia sobre el fenómeno cuya proce-

dencia se busca. Con el objeto de diagnosticar fallas, entonces, se necesita un modelo

más simple, encontrando resultados satisfactorios en el de régimen estacionario, como

se prueba en [28].
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Modelo dinámico qd0

El modelo dinámico qd0 representa a la MI trifásica con arrollamientos bifásicos

equivalentes a los del estator y del rotor, conversión que se efectúa aplicando la trans-

formación de Park [7][8]. Como esta última obtiene los arrollamientos bifásicos sólo

a partir de otros trifásicos, el modelo se adapta más exactamente a la MI con rotor

bobinado. No obstante, también ha sido extendido para representarla con jaula de

ardilla, utilizando las inductancias calculadas con el método AFB [30].

El par se obtiene por el método de la coenerǵıa, aplicando como parámetros a las

derivadas de las inductancias respecto de la posición del rotor [7][8].

En [31] se representa a este modelo, y también al inversor trifásico que alimenta

a una MI funcionando en régimen motor, con la técnica conocida como Diagrama de

Enlaces o Bond Graphs.

La principal ventaja del modelo dinámico qd0 es su bajo costo computacional,

que permite su resolución en tiempo real. La principal desventaja, al igual que en

el modelo de régimen estacionario, es su omisión de la saturación de los núcleos, las

irregularidades geométricas y el flujo tangencial en el entrehierro [7]-[9]. Debido a

la segunda de estas omisiones, no puede representar una máquina de reluctancia, aśı

como los fenómenos relacionados con las aplicaciones al control y diagnóstico de fallas,

haciendo entonces necesarias las adaptaciones que se mencionarán, en detrimento de

la velocidad de resolución.

El modelo dinámico qd0 puede aplicarse al control de campo orientado. Ahora

bien, este control requiere la adquisición de la posición del flujo en tiempo real [32], y

la variable a partir de la cual se obtiene es la FEM inducida en el rotor, cuyo valor es
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proporcional a la velocidad. A velocidades bajas, entonces, la estimación de la posición

del flujo resulta imprecisa debido al ruido y la desviación de los parámetros [11]. Para

superar ese inconveniente, hay diversidad de propuestas, como la de [33], que presenta

un estimador y la de [34], que presenta un observador de flujo y velocidad.

Aplicando el modelo dinámico qd0 también se puede estimar la posición del rotor

a partir de la FEM, aunque con el mismo problema anterior.

El modelo dinámico qd0 puede aplicarse al diagnóstico de fallas. Comenzando por

las más frecuentes en la estad́ıstica citada, las cuales son aquellas que tienen lugar

en los rodamientos y sus precursoras, el modelo permite diagnosticarlas requiriendo

también adaptaciones que salven la restricción de considerar ELU. Tal es el caso de

las propuestas dadas en [15] y [35].

Continuando con las fallas siguientes en su frecuencia de aparición, el modelo

qd0 puede aplicarse al diagnóstico de las fallas de aislación y roturas en la jaula

de ardilla, siempre con las modificaciones correspondientes. Las propuestas dadas

en [36] y [37] permiten detectar cortocircuitos entre espiras y rotura de barras, la

segunda complementando al modelo con un controlador y un observador deslizante

en espacio de estados. La dada en [38], permite detectar cortocircuitos entre espiras

analizando por separado sus componentes de secuencia directa e inversa, y la dada

en [39], detectar la rotura de barras y anillos analizando el espectro de las corrientes.

La última tipificación de fallas en la estad́ıstica citada, las agrupa como atribuibles

a causas varias. Como ejemplo de esta categoŕıa, en [40] se aplica el modelo dinámico

qd0 a la detección de cortocircuitos interlaminares en el núcleo del estator.
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Modelo de Circuitos Múltiplemente Acoplados

El MCMA representa a la MI con un circuito por cada bobina del estator y cada

lazo del rotor, cuyos elementos son sus respectivas inductancias y resistencias. La

corriente que circula por cada uno de estos circuitos induce flujo en el mismo debido

a su inductancia propia, y en los demás circuitos debido a sus inductancias mutuas,

formando una red de acoplamiento magnético.

Los circuitos correspondientes a las bobinas del arrollamiento estatórico pueden

agruparse para formar los polos, y éstos para formar las fases, permitiendo una con-

figuración flexible a las combinaciones de conexión serie y paralelo.

Las inductancias de las bobinas del estator y los lazos del rotor se calculan con el

método AFB presentado en [41] y [42]. Los lados activos de las bobinas y las barras

de la jaula de ardilla ocupan exactamente la misma posición que en la máquina

representada, de modo que las inductancias calculadas incluyen todos los armónicos

espaciales [11].

El MCMA y el método AFB pueden extenderse al análisis tridimensional. En [43]

se propone el cálculo de las inductancias de la MI considerando el cruzamiento de las

barras del rotor, y en [44] se generaliza su representatividad a otras irregularidades

axiales, como la desalineación y el cruzamiento de barras.

Al igual que en el modelo dinámico qd0, el par se obtiene por el método de la

coenerǵıa, teniendo como parámetros a las derivadas de las inductancias respecto de

la posición del rotor [41][42].

La principal ventaja del MCMA en comparación con el modelo dinámico qd0 es el

relevamiento de las irregularidades geométricas. A diferencia de aquél, el MCMA śı
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puede representar una máquina de reluctancia y su aplicación al control y diagnósti-

co de fallas no requiere adaptaciones. Como contrapartida surge una desventaja: el

aumento de costo computacional impide actualmente su resolución en tiempo real.

El MCMA, al igual que el modelo dinámico qd0, también omite la saturación de los

núcleos y del flujo tangencial en el entrehierro.

El MCMA puede aplicarse al diseño de la MI. Por ejemplo, si éste se orienta

a la atenuación de los armónicos espaciales de fuerza magnetomotriz (FMM), el

MCMA permite combinar con ese fin la distribución de los arrollamientos con el

aumento del número de fases. En [45] se optimiza esta combinación en el caso de una

máquina de reluctancia, obteniendo como arrollamiento estatórico más conveniente

a uno pentafásico concentrado, alimentado con un inversor de cinco pares de llaves

complementarias.

El MCMA también puede aplicarse al control de la MI. En [46], por ejemplo, se lo

utiliza para el análisis de las corrientes de secuencia inversa debidas al ranurado del

rotor, a partir de las cuales se mide la velocidad. En [47] se lo utiliza para la estima-

ción de la posición del rotor mediante la inyección de una señal exploradora, misma

comentada para el modelo qd0. Como el MCMA śı representa las irregularidades

geométricas, no es necesario crear una irregularidad ex-profeso en el rotor.

Asimismo, el MCMA puede aplicarse al diagnóstico de fallas. Las de ocurrencia

más frecuente, que tienen lugar en los rodamientos, son causadas o agravadas en su

mayoŕıa por la excentricidad. Hay numerosas propuestas para diagnosticarla en la

MI, entre ellas [48][49][51], aśı como en la máquina śıncrona [52], haciéndolo en [53]

mediante la inyección de una señal superpuesta a la alimentación.
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Continuando con las fallas siguientes en su frecuencia de aparición, que son las

de aislación y roturas en la jaula de ardilla, el MCMA también puede aplicarse a

diagnosticarlas. Un trabajo precursor es [54], en el cual se desarrollan este modelo y

el método AFB, exponiendo su capacidad para representar a la MI con irregularidades,

en particular las roturas de barras y anillos de cortocircuito. En [55]-[57] se proponen

métodos para detectar las fallas mencionadas analizando los armónicos de corriente

que éstas generan. En [58] se propone medir los armónicos de FEM en los terminales

de la MI una vez desconectada para detectar cortocircuitos entre espiras.

Las fallas rotóricas en particular producen alteraciones en los parámetros de la

MI que dependen de la posición. Por tal motivo, tanto esas fallas como la posición

pueden detectarse con las mismas técnicas [11]. Con este concepto, los mismos autores

de [47], que trata sobre la estimación de la posición del rotor mediante la inyección

de una señal exploradora, en [59] aplican esa misma señal al diagnóstico de roturas

de barras y anillos de cortocircuito.

Para completar la tipificación de fallas dada, falta citar las atribuibles a causas

varias. Como ejemplo, en [60] se aplican el MCMA y el método AFB al diagnóstico

del desbalanceo mecánico del rotor y la evaluación de sus efectos.

Modelo de Circuito Magnético Equivalente

En el modelo CME, el núcleo de los dispositivos electromangéticos se fragmenta

en figuras geométricas sencillas [61]. El conjunto de las permeancias correspondientes

a los distintos fragmentos, conectadas en red, representa al núcleo. Para completar el

modelo, a esa red magnética se acoplan los circuitos eléctricos y sistemas mecánicos
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vinculados [62][63].

Los elementos activos de la red magnética son fuentes de FMM, las cuales son

inducidas desde los distintos arrollamientos por los que circula corriente, arreglo con

el que se sustituye el uso de inductancias.

La fragmentación del núcleo es adaptable a la precisión requerida del modelo.

Cuanto más finamente dividido esté, mayor es la densidad de la red magnética, au-

mentando la precisión y el costo computacional.

En el caso de una máquina eléctrica rotativa, la red magnética está compuesta por

el núcleo del estator, el del rotor y el entrehierro; los circuitos eléctricos son los del

estator y del rotor y el sistema mecánico es el formado por la masa rotante [61][64].

En el caso particular de la MI, el circuito eléctrico del estator es el de su arrollamiento

conectado a la red o a un inversor, y el del rotor el de su arrollamiento o bien la jaula

de ardilla [65][66].

En el modelo CME de una máquina eléctrica rotativa, la distribución de los arro-

llamientos se expresa con coeficientes matriciales [61][64]-[66]. El desarrollo de estas

matrices es extenso, la operatoria para obtenerlas incluye diversos pasos y su inter-

pretación f́ısica requiere un manejo fluido del procedimiento. Para facilitar su com-

prensión, en [67] se relacionan estos coeficientes matriciales con la distribución de

bobinados, parámetro definido en el desarrollo del método AFB.

Puede evitarse el uso de los coeficientes matriciales del modelo CME aplicando

la técnica conocida como Diagrama de Enlaces o Bond Graphs [68][69]. Además, en

esos art́ıculos se propone modelar a las permeancias del CME como condensadores

eléctricos en reemplazo de la analoǵıa más difundida, según la cual se modelan como
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conductancias.

El par en el modelo CME se obtiene por el método de la coenerǵıa, mismo utilizado

por el modelo dinámico qd0 y el MCMA. Pero, a diferencia de éstos, los parámetros

de cálculo son las derivadas de las permeancias en vez de las inductancias, también

respecto de la posición del rotor.

La red magnética del CME puede ser fácilmente extendida a tres dimensiones,

incluyendo intŕınsecamente la dispersión y los armónicos espaciales de flujo, tal como

sucede en los MEF [12].

Una primera ventaja del modelo CME en comparación con un MCMA que utilice

las inductancias obtenidas con el método AFB es la adaptación a diversas disposi-

ciones constructivas del dispositivo modelado. El modelo CME puede, por ejemplo,

representar un motor de polos apantallados o espiras de sombra [61], cuyo arrolla-

miento inductor no esté distribuido en el peŕımetro del entrehierro. El MCMA sólo

puede representar a ese motor aplicando las inductancias obtenidas a partir del CME,

ya que el método AFB no permite calcularlas.

Pasando del ejemplo de un motor con polos apantallados, que tiene rotor con

jaula de ardilla, al de uno con rotor liso macizo de corrientes parásitas, el CME puede

también representarlo [70], mientras que el MCMA en ese caso ya no tiene forma de

hacerlo.

Una segunda ventaja del CME es la representación de la saturación de los núcleos,

aplicada en [61] y [64] a la generalidad de las máquinas eléctricas rotativas, y en [71]

a la MI con rotor de jaula de ardilla, presentando resultados de simulación validados

con un MEF.
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Una tercera y una cuarta ventajas son la representación del flujo tangencial en

el entrehierro y la adaptabilidad de la red magnética. El CME puede, por ejemplo,

representar una MI con rotor de ranuras profundas [61]. En ese modelo, las ranuras

del rotor se dividen conceptualmente en capas separadas entre las cuales se ubican

ĺıneas de inducción tangenciales, lo cual lleva impĺıcito un aumento de la densidad

local en la red magnética.

En cuanto al costo computacional, el del modelo CME de baja densidad es com-

parable al del MCMA, no pudiendo ninguno de los dos resolverse en tiempo real.

El CME puede aplicarse a diseños de la MI más elaborados. Combinando las cuatro

ventajas antes citadas, el CME puede representar a una MI con cuñas magnéticas en

las ranuras. Estas cuñas se incorporan a la máquina para atenuar la distorsión del

campo en el entrehierro, cuyos armónicos superiores producen pérdidas, pulsaciones

de par y disminución del factor de potencia [72]. En [73] se presentan resultados

emṕıricos de esa distorsión, y su atenuación con el agregado de cuñas en el estator.

Si bien se puede modelar a la MI con estas cuñas aplicando los MEF, éstos ac-

tualmente deben limitarse a dos dimensiones debido al costo computacional, dada la

alta densidad requerida en la zona de las cuñas. Con los MEF, en [74]-[79] se analizan

los armónicos de flujo, se prueban cuñas de materiales magnéticos y no magnéticos

de distintos tamaños, se calcula su solicitación mecánica, su efecto sobre el régimen

transitorio de conexión de la máquina, el factor de potencia y la temperatura. Como

esos trabajos tienen una considerable carga emṕırica debido a las pruebas iterativas,

el costo computacional de las simulaciones es cŕıtico.

En [80] y [81] se prueba al modelo CME como alternativa a los MEF, validándolo
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con estos últimos. Dada la relación de tamaño y concentración de accidentes geométri-

cos entre las ranuras y la sección completa de la máquina, las primeras requieren una

mayor densidad localizada de la red magnética, sucediendo lo contrario en los yugos

del estator y del rotor.

En [70] se da otra propuesta de aplicación del CME al diseño de una MI, ésta

con rotor liso macizo de corrientes parásitas para alta velocidad. En ese trabajo

se presentan resultados de simulación de marcha a 24.000 rpm, validados con un

prototipo experimental.

El CME también puede aplicarse al control de la MI. Por ejemplo, en [82] se

desarrolla un algoritmo de alimentación de una MI trifásica con el arrollamiento

estatórico conectado en triángulo, el cual ante una eventual falla de apertura de una

fase la mantiene en un régimen de servicio restringido. Para una representación más

realista de los reǵımenes transitorios, el modelo representa los efectos de la saturación

y la profundidad de las ranuras del rotor.

Aplicado al diagnóstico de fallas, a diferencia de los modelos anteriores, el CME

śı puede representar el efecto de la saturación de los núcleos.

Comenzando nuevamente por las de ocurrencia más frecuente, aquellas que tienen

lugar en los rodamientos y son causadas o agravadas en su mayoŕıa por la excentrici-

dad, en [83] y [84] se analiza el efecto de esta última en una MI con jaula de ardilla,

teniendo en cuenta la saturación de los núcleos. En el segundo trabajo, que presenta

resultados experimentales, se concluye en que la saturación del hierro en los dientes,

al aumentar la reluctancia, hace disminuir el flujo y el potencial magnético (PM) en

el entrehierro, y por lo tanto el par, fenómeno que se acentúa en el arranque debido
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a la intensidad de corriente.

Continuando con las fallas siguientes en su frecuencia de aparición, en [85] y [86]

se propone aplicar el CME al diagnóstico de cortocircuitos entre espiras, y en [87]

además, al de roturas en la jaula de ardilla. Esos trabajos presentan resultados de

simulación y validación experimental, que revelan la presencia de combinaciones de

armónicos espaciales y temporales de corriente y par, los cuales no seŕıan detectados

si se omitiera el efecto de la saturación. El último trabajo también considera el efecto

de la profundidad de las ranuras.

En [88] y [89] se propone aplicar el CME tridimensional al análisis de los efectos

de las corrientes de fuga entre las barras de la jaula de ardilla, las cuales inducen flujo

axial en el eje.

Pasando de la MI con jaula de ardilla a la MI con rotor bobinado, en [90] y [91]

se propone aplicar el CME al diagnóstico de cortocircuitos entre espiras del rotor,

validando los resultados con un MEF y en forma experimental. Lo mismo se propone

en [92], para cortocircuitos entre espiras tanto del estator como del rotor, aśı como

en [93] y [94], estos últimos con validación sólo experimental. En general, se concluye

en que un cortocircuito entre espiras del rotor produce efectos más leves y dif́ıciles

de detectar que uno entre espiras del estator, y que el aumento de la intensidad

de corriente debido a estos cortocircuitos produce saturación local del hierro en los

dientes, produciendo rizado en el par.

Finalmente, como ejemplo de aplicación del CME al diagnóstico de fallas atribui-

bles a causas varias, en [95] se lo aplica a la detección de cortocircuitos interlaminares

en el núcleo del estator. Esta propuesta es una extensión de la dada en [40], citada
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como ejemplo de aplicación del modelo dinámico qd0, a la cual el CME agrega el

modelado de la saturación de los núcleos y la representación del dominio térmico. En

este último, la temperatura se utiliza como śıntoma para el diagnóstico.

1.3 Objetivos

El objetivo general de esta tesis es modelar la MI con entrehierro no uniforme. Las

irregularidades del entrehierro a considerar serán geométricas, tanto las inherentes a

las caracteŕısticas constructivas de la MI como aquellas que se originan por diferentes

tipos de fallas.

En tal sentido, se plantean los siguientes objetivos particulares:

1. Modelar las irregularidades geométricas de la MI utilizando el método AFB.

2. Modelar las irregularidades geométricas de la MI utilizando el modelo CME.

3. Determinar el efecto de las irregularidades geométricas en los parámetros de

ambos modelos.

4. Analizar las expresiones para el cálculo del par electromagnético en los modelos

estudiados.

5. Comparar los dos modelos y determinar ventajas y desventajas de cada uno.

1.4 Contribuciones de la tesis

1. En el Cap. 2 se proponen expresiones anaĺıticas que descomponen a la función

del entrehierro en términos correspondientes a cada una de las distintas irre-
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gularidades geométricas, combinándolas libremente al evaluarlas por separado.

A su vez, esos términos están dados en función de la posición respecto de una

referencia fija sobre el estator o bien sobre el rotor, llamadas marco de referencia

estatórico (ME) y rotórico (MR) respectivamente.

2. La descomposición de la función del entrehierro en términos correspondientes

a las distintas irregularidades geométricas y la adopción de un ME y un MR,

hacen posible su derivación anaĺıtica en reemplazo de los métodos numéricos.

3. Limitando los marcos de referencia a los ME y los MR, fijos en cada una de las

dos partes constitutivas de la máquina, las irregularidades geométricas del en-

trehierro resultan variables sólo en uno u otro de esos dos grupos. Por esa causa,

en el Cap. 3 se las clasifica en Irregularidades Variables en un ME (IVME) o

en un MR (IVMR), y se presenta la relación matemática de conversión de la

función del entrehierro entre ambas referencias.

4. La derivación anaĺıtica de la función del entrehierro hace a su vez posible la

de las permeancias y sus parámetros de cálculo previos. Tal derivación anaĺıtica

revela la existencia de relaciones entre las bobinas inductoras, la jaula de ardilla,

las IVME y las IVMR, con el par electromagnético.

5. Se muestran resultados de simulación de variables que no es posible representar

con modelos menos elaborados que el CME, tales como el flujo en los dientes

del estator, y el flujo, PM y par entre los dientes del estator y del rotor, aśı

como el PM entre sus núcleos. Todas estas variables se interpretan geométrica

y f́ısicamente.
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Las contribuciones mencionadas de esta tesis son la integración y profundización

de las hechas en trabajos previos, de los cuales:

En [96] y [97] se presentaron las expresiones anaĺıticas del entrehierro, su derivación

y la clasificación de las irregularidades geométricas mencionadas en las contribuciones

1, 2 y 3 respectivamente.

En [96] se extendió el método AFB al planteo de las derivadas de las inductancias,

aplicadas por el MCMA para el cálculo del par. En [97] se hizo lo propio con el

CME, presentando un cálculo anaĺıtico de las derivadas de las permeancias. Ambas

propuestas para obtener las derivadas son preliminares a las de la contribución 4.

En [98] se propuso obtener las inductancias de una MI elemental adoptada como

ejemplo mediante una construcción de arcos geométricos, siendo utilizables por el

MCMA en reemplazo de las inductancias calculadas con el método AFB. Luego,

en [99] se presentó una operatoria algebraica para obtener esas mismas inductancias

a partir del CME. En base a ese v́ınculo algebraico se planteó un enfoque unificado

de los dos modelos. En [100] se amplió este enfoque unificado al modelado de las

irregularidades geométricas, obteniendo nuevamente las inductancias de la misma

MI, esta vez considerando además la apertura de las ranuras.
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Modelo de Circuitos

Múltiplemente Acoplados

2.1 Introducción

El MCMA representa a la MI con una rama por cada circuito elemental del estator1

y una malla por cada lazo del rotor. La corriente que circula por esos circuitos induce

flujo en ellos mismos y también en los otros debido a su acoplamiento magnético

mutuo.

Para resolver las variables eléctricas y magnéticas del MCMA es necesario conocer

los valores de las inductancias propias y mutuas de tales circuitos. Esas inductancias,

en general, son variables con la posición del rotor, y su derivada respecto de la misma

1El circuito de cada fase está compuesto por uno o más pares de polos, y cada polo a su vez puede
estar formado por una o más bobinas, posibilitando conexiones en serie, paralelo o combinaciones
de ambos. La expresión circuito elemental del estator se refiere a una subdivisión del arrollamiento
de una fase a partir de cuyas cuyas combinaciones de conexión eléctrica y acoplamiento magnético
ésta resulta completa.

27



28 Caṕıtulo 2: Modelo de Circuitos Múltiplemente Acoplados

se utiliza en el cálculo del par. Ésto permite a su vez resolver las variables mecánicas,

entre ellas la posición del rotor, en base a la cual se actualizan los valores de las

inductancias y sus derivadas, completando el ciclo del flujo de variables.

La solución del MCMA requiere la determinación previa de los valores de las

inductancias y sus derivadas. Éstas se pueden calcular aplicando el método AFB que

se desarrollará en este caṕıtulo, o el modelo CME que se desarrollará en el Cap. 3.

El cálculo de las inductancias aplicando el método AFB se puede implementar

sólo con métodos numéricos, y calcular luego las derivadas de la misma forma. Con

el CME, en cambio, se pueden calcular tanto las inductancias como sus derivadas en

forma numérica o anaĺıtica.

El MCMA puede resolverse con las inductancias y sus derivadas obtenidas de

una y otra forma, teniendo mayor resolución con la segunda, según se verá en los

resultados de cálculo y simulación presentados en los Cap. 4 y 5 respectivamente.

2.2 Modelo de la Máquina de Inducción

Una MI trifásica con rotor de jaula de ardilla en general puede considerarse com-

puesta por m circuitos elementales 1 en el estator y n lazos en el rotor. La Fig. 2.1

representa el MCMA de una MI básica adoptada como ejemplo, en la cual el número

de circuitos elementales del estator es m = 3 y el de lazos en el rotor es n = 4.

Al estar el estator trifásico compuesto por sólo tres circuitos, cada uno de éstos

resulta ser una fase, como se muestra en la Fig. 2.1(a). En esa figura, Lssaa, Lssbb y Lsscc

representan las inductancias propias de las fases a, b y c respectivamente, mientras que

Rsa, Rsb y Rsc son sus resistencias, e Isa, Isb, Isc las corrientes que circulan por ellas.
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(a) Estator. (b) Rotor con jaula de ardilla.

Figura 2.1: Modelo de circuitos múltiplemente acoplados.

Si el número de circuitos elementales hubiera sido mayor a tres, esa figura tendŕıa

entonces mayor número de ramas, las cuales estaŕıan eléctricamente conectadas en

serie, paralelo o combinaciones de ambos, formando los circuitos completos de las tres

fases.

La Fig. 2.1(b) representa a la red eléctrica formada por la jaula de ardilla, en

la cual las ramas radiales corresponden a las barras, y los lazos circulares interno

y externo a los anillos de cortocircuito delantero y trasero respectivamente. En esa

red, Lbj son las inductancias de dispersión de las barras, donde j = 1, 2, 3, 4, y Rbj



30 Caṕıtulo 2: Modelo de Circuitos Múltiplemente Acoplados

sus resistencias; Ledj son las inductancias de dispersión de los segmentos del anillo

de cortocircuito delantero, Redj sus resistencias; y análogamente Letj y Retj para el

anillo trasero.

El modelo debe su nombre al acoplamiento magnético múltiple entre las redes

eléctricas descritas del estator y del rotor. Ese acoplamiento, que no tiene represen-

tación expĺıcita en la Fig. 2.1, vincula todas las combinaciones de pares de mallas

de ambas redes. Vale decir, la corriente que circula por cada una de esas m + n + 1

mallas o ramas, que en el ejemplo dado resultan ser ocho, induce flujo en la misma y

también en todas las demás.

2.2.1 Circuito eléctrico del estator y del rotor

Teniendo en cuenta el acoplamiento magnético múltiple, las ecuaciones de tensión

de la MI se pueden expresar en forma matricial:

vs = Rsis +
dλs
dt

, vr = Rrir +
dλr
dt

, (2.1)

donde v, i, λ, son vectores de tensiones, corrientes y flujos enlazados, y los sub́ındices

s y r significan que los parámetros y variables corresponden al estator o al rotor

respectivamente. Estos flujos enlazados son los resultantes de sumar los mutuos entre

circuitos más los dispersos.

Los vectores de tensiones y corrientes del estator y del rotor, de orden m y n+ 1

respectivamente, tienen las expresiones:

vs = [vs1 vs2 ... vsm]T , vr = [0 0 ... 0 0]T ,

is = [is1 is2 ... ism]T , ir = [ir1 ir2 ... irn ied]
T .

(2.2)
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En el ejemplo de la Fig. 2.1, (2.2) resulta:

vs = [vsa vsb vsc]
T , vr = [0 0 0 0 0]T ,

is = [isa isb isc]
T , ir = [ir1 ir2 ir3 ir4 ied]

T .

(2.3)

En (2.1), los flujos enlazados por los circuitos del estator y del rotor están re-

lacionados con las corrientes que circulan por éstos mediante la siguiente ecuación

matricial: λs
λr

 =

Lss Lsr

Lrs Lrr


is

ir

 . (2.4)

La matriz Rs de orden (m xm) contiene a las resistencias de los circuitos elemen-

tales del estator1:

Rs =



Rs1 0 . . . 0

0 Rs2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . Rsm


. (2.5)

En el ejemplo de la Fig. 2.1(a), (2.5) resulta:

Rs =


Rsa 0 0

0 Rsb 0

0 0 Rsc

 . (2.6)

La matriz Rr de orden
�
(n + 1) x(n + 1)

�
contiene las resistencias del circuito

formado por la jaula de ardilla, en el cual cada malla corresponde a un lazo del rotor

y cada rama a una barra o segmento de anillo de cortocircuito:
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En caso de ser uniforme la distribución de la resistencia en las barras y en cada

uno de los anillos, se cumple:

Rb1 = Rb2 = · · · = Rbn = Rb, (2.8)

Red1 = Red2 = · · · = Redn = Red, (2.9)

Ret1 = Ret2 = · · · = Retn = Ret, (2.10)

y el desarrollo de la matriz Rr dada en (2.7), sustituyendo en ella a (2.8)-(2.10), se

reduce a:

Rr =



�
2Rb

+Red+Ret

�
−Rb 0 . . . 0 −Rb −Red

−Rb

�
2Rb

+Red+Ret

�
. . . 0 0 −Red

0 −Rb

�
2Rb

+Red+Ret

�
. . . 0 0 −Red

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 . . .
�

2Rb
+Red+Ret

�
−Rb −Red

−Rb 0 0 . . . −Rb

�
2Rb

+Red+Ret

�
−Red

−Red −Red −Red . . . −Red −Re nRed



.

(2.11)

En el ejemplo de la Fig. 2.1(b), (2.11) resulta:

Rr =



�
2Rb

+Red+Ret

�
−Rb 0 −Rb −Red

−Rb

�
2Rb

+Red+Ret

�
−Rb 0 −Red

0 −Rb

�
2Rb

+Red+Ret

�
−Rb −Red

−Rb 0 −Rb

�
2Rb

+Red+Ret

�
−Red

−Red −Red −Red −Red 4Red


. (2.12)



34 Caṕıtulo 2: Modelo de Circuitos Múltiplemente Acoplados

Continuando con los parámetros matriciales en (2.1), Lss es una matriz de orden

(m xm) que contiene las inductancias propias y mutuas de los circuitos elementales

del estator1:

Lss =



�
Lss11 + Lsl1

�
Lss12 . . . Lss1m

Lss21

�
Lss22 + Lsl2

�
. . . Lss2m

...
...

. . .
...

Lssm1 Lssm2 . . .
�
Lssmm + Lslm

�


, (2.13)

donde Lss11 es la inductancia propia del circuito 1 del estator, Lss12 = Lss21 es la

inductancia mutua entre los circuitos 1 y 2, etc. y Lsli es la inductancia de dispersión

del circuito elemental i.

En el ejemplo de la Fig. 2.1(a), (2.13) resulta:

Lss =



�
Lssaa + Lsla

�
Lssab Lssac

Lssba
�
Lssbb + Lslb

�
Lssbc

Lssca Lsscb
�
Lsscc + Lslc

�

 , (2.14)

donde Lssaa es la inductancia propia de la fase a del estator, Lssab = Lssba es la

inductancia mutua entre las fases a y b, etc. y Lsla, Lslb, Lslc son las inductancias de

dispersión de las tres fases.

Como puede observarse, las matrices dadas en (2.13) y (2.14) son simétricas,

los elementos en su diagonal principal son inductancias propias y los restantes son

inductancias mutuas.

Continuando con los parámetros matriciales en (2.1), Lrr es una matriz de orden�
(n+ 1) x(n+ 1)

�
que contiene las inductancias de los lazos del rotor:
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En caso de ser uniforme la distribución de la inductancia de dispersión en las

barras y en cada uno de los anillos, se cumple:

Lb1 = Lb2 = · · · = Lbn = Lb, (2.16)

Led1 = Led2 = · · · = Ledn = Led, (2.17)

Let1 = Let2 = · · · = Letn = Let, (2.18)

y el desarrollo de la matriz Lrr dada en (2.15), sustituyendo en ella a (2.16)-(2.18),

se reduce a:

Lrr =



�
Lrr11+2Lb
+Led+Let

� �
Lrr12
−Lb

�
Lrr13 . . . Lrr1(n−1)

�
Lrr1n
−Lb

�
−Led

�
Lrr21
−Lb

� �
Lrr22+2Lb
+Led+Let

� �
Lrr23
−Lb

�
. . . Lrr2(n−1) Lrr2n −Led

Lrr31

�
Lrr32
−Lb

� �
Lrr33+2Lb
+Led+Let

�
. . . Lrr3(n−1) Lrr3n −Led

...
...

...
. . .

...
...

...

Lrr1(n−1) Lrr2(n−1) Lrr3(n−1) . . .
�

Lrr(n−1)(n−1)

+2Lb+Led+Let

� �
Lrr(n−1)n

−Lb

�
−Led

�
Lrrn1
−Lb

�
Lrrn2 Lrrn3 . . .

�
Lrrn(n−1)

−Lb

� �
Lrrnn+2Lb
+Led+Let

�
−Led

−Led −Led −Led . . . −Led −Led nLed



.

(2.19)
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En el ejemplo de la Fig. 2.1(b), (2.19) resulta:

Lrr =



�
Lrr11+2Lb
+Led+Let

� �
Lrr12
−Lb

�
Lrr13

�
Lrr14
−Lb

�
−Led

�
Lrr21
−Lb

� �
Lrr22+2Lb
+Led+Let

� �
Lrr23
−Lb

�
Lrr24 −Led

Lrr31

�
Lrr32
−Lb

� �
Lrr33+2Lb
+Led+Let

�
Lrr34 −Led

�
Lrr41
−Lb

�
Lrr42 Lrr43

�
Lrr44+2Lb
+Led+Let

�
−Led

−Led −Led −Led −Led 4Led



. (2.20)

Aplicando la segunda Ley de Kirchoff al anillo trasero de la jaula de ardilla re-

presentada en la Fig. 2.1(b) bajo las condiciones de uniformidad del mismo dadas en

(2.10) y (2.18), se obtiene:

j=n∑
j=1

Let
dirj
dt

+Ret irj =
dλet
dt

, (2.21)

donde λet es el flujo enlazado por ese anillo, inducido sólo en caso de circulación de

corrientes homopolares.

En condiciones simétricas, el flujo enlazado por ambos anillos es nulo:

λed = λet = 0, (2.22)

anulándose también entonces (2.21):

j=n∑
j=1

Let
dirj
dt

+Ret irj = 0. (2.23)
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Al anillo delantero, siendo uno de los lazos del rotor adoptados en la Fig. 2.1(b),

bajo las condiciones de uniformidad dadas en (2.9) y (2.17) corresponde la ecuación:

Led
died
dt

+Red ied −

�
j=n∑
j=1

Led
dirj
dt

+Red irj

�
=

dλed
dt

, (2.24)

cuyo flujo enlazado también se anula:

Led
died
dt

+Red ied −

�
j=n∑
j=1

Led
dirj
dt

+Red irj

�
= 0. (2.25)

Si además de cumplirse las condiciones de uniformidad de los dos anillos dadas en

(2.9), (2.10), (2.17) y (2.18), y de estar sana la aislación, los dos anillos son iguales,

se cumple:

Red = Ret, Led = Let. (2.26)

Bajo esta condición conjunta de uniformidad e igualdad de los dos anillos y de

aislación sana, se puede sustituir (2.23) en (2.25), resultando [11]:

Led
died
dt

+Red ied = 0. (2.27)

En (2.27), a partir de una condición inicial nula, la corriente en el anillo delantero

mantiene ese valor en todo instante de tiempo. Esa corriente es el último elemento

del vector ir dado en (2.2) y (2.3).

Como la condición conjunta anterior incluye la de aislación sana, se cumple (2.22),

siendo entonces también nulo en (2.4) el último elemento del vector λr, que es el flujo

enlazado por el anillo delantero λed.

La anulación del último elemento de los vectores ir y λr, permite reducir el orden

de (2.4). La matriz Lrr pasa de tener orden
�
(n + 1) x(n + 1)

�
a tener orden (n xn),

prescindiendo de la última fila y columna en sus desarrollos dados en (2.11), (2.12),

(2.19) y (2.20).
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Como puede observarse, la submatriz formada por las primeras n xn ĺıneas en

(2.15), aśı como las matrices dadas en (2.19) y (2.20) son simétricas, los elementos

en su diagonal principal son inductancias propias y los restantes son inductancias

mutuas.

Continuando con los parámetros matriciales en (2.1), Lsr es una matriz de orden

(m xn) compuesta por las inductancias mutuas entre los circuitos elementales del

estator1 y los lazos del rotor, y Lrs una matriz de orden (n xm), compuesta por las

inductancias mutuas entre los lazos del rotor y los circuitos elementales del estator1,

siendo ambas traspuestas entre śı:

Lsr = LT
rs =



Lsr11 Lsr12 . . . Lsr1n

Lsr21 Lsr22 . . . Lsr2n

...
...

. . .
...

Lsrm1 Lsrm2 . . . Lsrmn


. (2.28)

En el ejemplo de la Fig. 2.1, (2.28) resultan de orden (3 x 4) y (4 x 3)T :

Lsr = LT
rs =


Lsra1 Lsra2 Lsra3 Lsra4

Lsrb1 Lsrb2 Lsrb3 Lsrb4

Lsrc1 Lsrc2 Lsrc3 Lsrc4

 . (2.29)

Todos los elementos de las matrices Lss, Lrr y Lsr, excepto las inductancias de

dispersión de las fases del estator y de las barras y anillos del rotor, se calculan

utilizando el método AFB. Esas inductancias, en general, son función de la posición

del rotor.
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2.2.2 Par electromagnético

Si a partir de la MI desconectada se energiza sólo uno de sus circuitos, por ejemplo

la fase a del estator, una fracción de la enerǵıa aportada es almacenada en el campo

de acoplamiento y otra es entregada al sistema mecánico en forma de trabajo. Ese

balance de enerǵıa puede expresarse como:

dW = isa dλsa − Te dθ, (2.30)

donde dW es el incremento infinitesimal de la enerǵıa almacenada en el campo de

acoplamiento, isa dλsa = isa esa dt el incremento de enerǵıa aportado al mismo por

la fase a, Te el par electromagnético ejercido por el campo sobre el rotor y Te dθ el

incremento infinitesimal de trabajo mecánico desarrollado por él.

Dado que las variables en (2.30) son separables, puede escribirse:

dW (λsa, θ) =
∂W (λsa, θ)

∂λsa
dλsa +

∂W (λsa, θ)

∂θ
dθ. (2.31)

Comparando (2.30) y (2.31), el par debido a la energización parcial resulta:

Te = −∂W (λsa, θ)

∂θ
. (2.32)

La enerǵıa almacenada en el campo de acoplamiento se obtiene con la integración:

W =
∫ λsa

0
isa(λsa, θ) dλsa, (2.33)

la cual se expresa en función del flujo enlazado para que resulte sustituible en (2.32)

y aśı calcular el par con esta energización parcial:

W (λsa, θ) =
∫ λsa

0

λsa
Lssaa(θ)

dλsa =
1

2

λ2
sa

Lssaa(θ)
. (2.34)



Caṕıtulo 2: Modelo de Circuitos Múltiplemente Acoplados 41

Energizando a continuación otro circuito, por ejemplo la fase b, y manteniendo

constante el valor de λsa, la integración (2.33) adquiere un nuevo término:

W =
∫ λsa

0
isa(λsa, θ) dλsa +

∫ λsb

0
isb(λsa = cte, λsb, θ) dλsb. (2.35)

Un incremento diferencial de la enerǵıa almacenada en el campo de acoplamiento

calculada con (2.35) tiene las variables separables λsa, λsb y θ, de modo que el par

debido a esta nueva energización parcial se obtiene con la expresión:

Te = −∂W (λsa, λsb, θ)

∂θ
. (2.36)

Para sustituir (2.35) en (2.36), debe ser expresada en función de los flujos enlaza-

dos. Durante la energización de la fase a circuló corriente sólo por la misma, de modo

que la sustitución correspondiente al primer término en (2.35) es la hecha en (2.34):

isa =
λsa

Lssaa(θ)
. Pero durante la energización de la fase b circuló corriente por ambas

fases, con las cuales hay que relacionar λsb en el segundo término. El sistema formado

por (2.4), al estar expresado en función de inductancias, descompone el flujo enlaza-

do por un circuito en términos parciales correspondientes a los aportes debidos a las

corrientes que circulan por los otros, pero no descompone la corriente que circula por

un circuito en términos parciales correspondientes a sus aportes a los flujos enlazados

por los otros. Compactando ese sistema en la expresión:

λ = L i, (2.37)

en la cual los vectores λ e i son de orden (m + n), y la matriz L es de orden (m +

n) x(m + n), la descomposición buscada se obtiene a través de la matriz inversa de

las inductancias:

i = L−1 λ = Γ λ, (2.38)
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cuyos elementos son dimensionalmente rećıprocos. Esos parámetros, que no tienen

nombre, se simbolizan Γ [18][101], resultando:

W (λsa, λsb, θ) = W (λ1, λ2, θ) =
∫ λ1

0
Γ11(θ) λ1 dλ1

+
∫ λ2

0
Γ12(θ) λ1 dλ2 +

∫ λ2

0
Γ22(θ) λ2 dλ2.

(2.39)

La enerǵıa almacenada en el campo de acoplamiento puede expresarse en forma

matricial:

W (λ1, λ2, θ) =
1

2

�
λ1 λ2

�Γ1,1(θ) Γ1,2(θ)

Γ2,1(θ) Γ2,2(θ)


λ1

λ2

 (2.40)

Generalizando el procedimiento hasta energizar todos los circuitos restantes, re-

sulta:

W (λ1, λ2, · · · , λm+n, θ) =

=
1

2

�
λ1 λ2 · · · λm+n

�


Γ1,1(θ) Γ1,2(θ) · · · Γ1,3+Sr(θ)

Γ2,1(θ) Γ2,2(θ) · · · Γ2,3+Sr(θ)

· · · · · · · · · · · ·

Γm+n,1(θ) Γm+n,2(θ) · · · Γm+n,m+n(θ)





λ1

λ2

· · ·

λm+n


.

(2.41)

Finalmente, se obtine una expresión para cálculo del par electromagnético:

Te = −1

2

�
λ1 λ2 · · · λm+n

�


∂Γ1,1(θ)

∂θ

∂Γ1,2(θ)

∂θ
· · · ∂Γ1,m+n(θ)

∂θ
∂Γ2,1(θ)

∂θ

∂Γ2,2(θ)

∂θ
· · · ∂Γ2,m+n(θ)

∂θ

· · · · · · · · · · · ·
∂Γm+n,1(θ)

∂θ

∂Γm+n,2(θ)

∂θ
· · · ∂Γm+n,m+n(θ)

∂θ





λ1

λ2

· · ·

λm+n


(2.42)
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Se puede evitar el cambio de notación y la inversión de la matriz de inductancias,

reemplazando en la secuencia de energización anterior a la enerǵıa almacenada en el

campo de acoplamiento por la función coenerǵıa [7][21][61]. Energizando nuevamente

la fase a a partir de la MI desconectada, la coenerǵıa del campo de acoplamiento se

define como:

W ′ = isaλsa −W, (2.43)

cuyo incremento infinitesimal resulta:

dW ′ = d(isaλsa)− dW. (2.44)

Desarrollando el diferencial d(isaλsa) y relacionando (2.44) con (2.30), se obtiene:

dW ′ = λsa disa + Te dθ. (2.45)

Dado que las variables en (2.44) son separables, puede escribirse:

dW ′(isa, θ) =
∂W ′(isa, θ)

∂isa
disa +

∂W ′(isa, θ)

∂θ
dθ. (2.46)

Comparando (2.45) y (2.46), el par debido a la energización parcial resulta:

Te =
∂W ′(isa, θ)

∂θ
. (2.47)

La coenerǵıa del campo de acoplamiento se obtiene con la integración:

W ′ =
∫ isa

0
λsa(isa, θ) disa, (2.48)

la cual se expresa en función de la corriente para que resulte sustituible en (2.47) y

aśı calcular el par con esta energización parcial:

W ′(isa, θ) =
∫ isa

0
Lssaa(θ) isa disa =

1

2
Lssaa(θ) i

2
sa. (2.49)
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Energizando a continuación la fase b, y manteniendo constante el valor de isa, la

integración (2.48) adquiere un nuevo término:

W ′ =
∫ isa

0
λsa(isa, θ) disa +

∫ isb

0
λsb(isa = cte, isb, θ) disb, (2.50)

Un incremento diferencial de la coenerǵıa del campo de acoplamiento calculada

con (2.50) tiene las variables separables isa, isb y θ, de modo que el par debido a esta

nueva energización parcial se obtiene con la expresión:

Te =
∂W ′(isa, isb, θ)

∂θ
. (2.51)

Para sustituir (2.50) en (2.51), debe ser expresada en función de los flujos enla-

zados. Durante la energización de la fase a varió sólo el flujo enlazado por la misma,

de modo que la sustitución correspondiente al primer término en (2.50) es la hecha

en (2.49): λsa = Lssaa(θ) isa. Pero durante la energización de la fase b variaron los

flujos enlazados por ambas fases, con los cuales hay que relacionar isb en el segundo

término, resultando:

W ′(isa, isb, θ) =
∫ isa

0
Lssaa(θ) isa disa

+
∫ isb

0
Lssab(θ) isa disb +

∫ isb

0
Lssbb(θ) isb disb.

(2.52)

La coenerǵıa del campo de almacenamiento puede expresarse en forma matricial:

W ′(isa, isb, θ) =
1

2

�
isa isb

�Lssaa(θ) Lssab(θ)

Lssba(θ) Lssbb(θ)


isa
isb

 . (2.53)

Generalizando el procedimiento hasta energizar todos los circuitos restantes del

sistema formado por (2.4), resulta:

W ′ =
1

2

�
iTs iTr

�Lss Lsr

Lrs Lrr


is

ir

 . (2.54)
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Finalmente, se obtine otra expresión para el cálculo del par electromagnético, ésta

en función de las derivadas de las inductancias:

Te =
1

2

�
iTs iTr

� 
∂Lss(θ)

∂θ

∂Lsr(θ)

∂θ

∂Lrs(θ)

∂θ

∂Lrr(θ)

∂θ



is

ir

 . (2.55)

2.3 Cálculo de inductancias

En la sección transversal de una máquina eléctrica, la posición angular puede

expresarse en función de una referencia fija sobre el estator, o bien sobre el rotor,

como se representa en la Fig. 2.2. En la misma, φs y φr son respectivamente esas

posiciones angulares, y θ es la posición del rotor.

Figura 2.2: Posiciones angulares respecto de una referencia fija sobre el estator, de
una referencia fija sobre el rotor y posición del rotor.

El pasaje de una referencia fija sobre el estator a una fija sobre el rotor se hace

con la siguiente expresión [7]:

φs = θ + φr. (2.56)
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(a) Trayectoria. (b) Distribución y derivada.

Figura 2.3: Trayectoria de Ampere, distribución de la fase a del estator y su derivada.

2.3.1 Distribuciones de bobinados

La distribución de un bobinado es una función espacial rectangular con su misma

posición en el entrehierro.

La Fig. 2.3(a) representa la sección transversal de la misma MI trifásica que fue

adoptada como ejemplo en la Fig. 2.1, considerando además que ésta tiene un par de

polos y una ranura por polo y por fase, por lo tanto seis ranuras en el estator.

En el plano de la sección transversal, una trayectoria de Ampere abcda tiene dos

lados radiales ab y cd, y dos arcos de circunferencia õbc y öda. Cada uno de los lados

radiales ocupa una única posición angular φs. El ab se mantiene fijo en la referencia

sobre el estator φs = 0, mientras que el cd se mueve adoptando valores crecientes de

posición φs, con los arcos de circunferencia adaptando su longitud a esos cambios de
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posición para mantener cerrada la trayectoria.

En su movimiento antihorario, el lado radial cd cruza sucesivamente las seis ra-

nuras del estator. Considerando que los lados activos del arrollamiento de la fase a

están alojados en las ranuras 2 y 5, como se indica en la figura, el lado radial cd pasa

por ellos en las posiciones φs =
1

2
π y φs =

3

2
π respectivamente.

La Fig. 2.3(b) muestra una función espacial rectangular y dos impulsos delta de

Dirac, ambos graficados en función de la posición angular φs del lado radial cd en

su recorrido de una vuelta. En las posiciones pertenecientes al intervalo
�
0,

1

2
π
�

, la

trayectoria no rodea ningún conductor de la fase a, por lo tanto la FMM correspon-

diente a esa fase en la trayectoria es nula. En correspondencia con ésto, la función

espacial rectangular es nula en ese intervalo.

En las posiciones del lado radial cd pertenecientes al intervalo
�1

2
π,

3

2
π
�

, la trayec-

toria rodea sólo a los conductores alojados en la ranura 2. Si se adopta como sentido

de referencia de la corriente en la fase a al entrante por la ranura 5 y saliente por la

2, indicado en la figura, el sentido de referencia de la FMM inducida por esta fase

en la trayectoria es el antihorario indicado también en la figura. En correspondencia

con ésto, la función espacial rectangular tiene una amplitud proporcional a la FMM

inducida en la trayectoria, dada por el número de espiras Nesp, y el signo positivo

correspondiente al sentido de referencia.

En las posiciones pertenecientes al intervalo
�3

2
π, 2π

�
, la trayectoria enlaza además

a los conductores alojados en la ranura 5, por lo tanto a la bobina completa. La FMM

inducida por la fase a en la trayectoria es entonces nula. En correspondencia con ésto,

la función espacial rectangular también es nula en ese intervalo.
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Resumiendo, la FMM inducida por la fase a en la trayectoria de Ampere Fsa−TA

cuyo lado radial cd ocupa una posición φs dada, es proporcional a la función espacial

rectangular graficada en la Fig. 2.3(b). Designando a esta última como nsa(φ
s), esa

FMM y la función quedan relacionados por la expresión:

Fsa−TA(φs, isa)[A-esp] = nsa(φ
s)[esp] isa[A]. (2.57)

En la terminoloǵıa del método AFB, la función espacial rectangular nsa(φ
s) se

llama distribución de bobinados de la fase a.

En cuanto a la gráfica con los dos impulsos delta de Dirac, ésta representa a la

derivada de la distribución de bobinados de la fase a respecto de la posición angular φs.

La FMM inducida en la trayectoria de Ampere por la corriente en los lados acti-

vos alojados en la ranura 2 tiene el sentido antihorario de referencia indicado en la

Fig. 2.3(a). El paso del lado radial cd por la posición de esa ranura, produce en la

FMM un incremento finito positivo. En correspondencia con ésto, el impulso delta de

Dirac en esa posición es también positivo.

Analogamente, la FMM inducida en la trayectoria de Ampere por la corriente en

los lados activos alojados en la ranura 5 tiene sentido horario opuesto al de referencia.

El paso del lado radial cd por la posición de esa ranura, produce en la FMM un

incremento finito negativo. En correspondencia con ésto, el impulso delta de Dirac en

esa posición es también negativo.

Volviendo a la distribución de bobinados, ésta puede obtenerse con la suma de

dos funciones escalón de Heaviside, una para el flanco ascendente y otra para el

descendente. En el caso de la bobina de la fase a:

nsa(φ
s) = Nesp Heav

�
φs − 1

2
π
�
−Nesp Heav

�
φs − 3

2
π
�
. (2.58)
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(a) Trayectoria. (b) Distribución y derivada.

Figura 2.4: Trayectoria de Ampere, distribución del lazo 1 del rotor y su derivada.

En general, si i e ii son las ranuras en las que se alojan los conducores activos de

una bobina x, y φsss(i), φ
s
ss(ii) sus posiciones en un ME, la distribución de esa bobina

se obtiene con:

nsx(φ
s) = Nesp Heav

�
φs − φsss(i)

�
−Nesp Heav

�
φs − φsss(ii)

�
. (2.59)

La distribución de bobinados no depende del entrehierro, y puede definirse como

el número de espiras de un arrollamiento, afectado por su signo, encerrado por la

trayectoria en cada posición del lado radial cd.

Para obtener la distribución de bobinados de un lazo del rotor se procede en modo

análogo. Las Fig. 2.4(a) y 2.5(a) representan la sección transversal de la misma MI,

que además incluye a las barras del rotor liso bajo la forma de ćırculos superpuestos
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(a) Trayectoria. (b) Distribución y derivada.

Figura 2.5: Trayectoria de Ampere, distribución del lazo 4 del rotor y su derivada.

al núcleo. La numeración indicada en el rotor es la de los lazos, y la trayectoria de

Ampere en ambas Fig. tiene su lado radial fijo en la posición φr = 0.

En la Fig. 2.4(a), si se adopta como sentido de referencia de la corriente en el lazo

1 del rotor al indicado en las ranuras adyacentes a éste, su distribución de bobinados

en un MR, graficada en la Fig. 2.4(b) se expresa como:

nr1(φr) = Heav
�
φr − 1

4
π
�
− Heav

�
φr − 3

4
π
�
, (2.60)

y en un ME:

nr1(φs, θ) = Heav

�
φs −

�1

4
π + θ

��
− Heav

�
φs −

�3

4
π + θ

��
. (2.61)

En la Fig. 2.5(a), si se adopta como sentido de referencia de la corriente en el lazo

4 del rotor al indicado en las ranuras adyacentes a éste, su distribución en un MR se
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expresa como:

nr4(φr) = Heav
�
φr − 7

4
π
�
− Heav

�
φr − 1

4
π
�
, (2.62)

y en un ME:

nr4(φs, θ) = Heav

�
φs −

�7

4
π + θ

��
− Heav

�
φs −

�1

4
π + θ

��
. (2.63)

En general, si un lazo genérico j del rotor está ubicado entre las ranuras j y j+ 1,

cuyas posiciones en un MR son, respectivamente, φrrs(j) y φrrs(j + 1), la distribución

de ese lazo se obtiene con:

nrj(φ
r) = Heav

�
φr − φrrs(j)

�
− Heav

�
φr − φrrs(j + 1)

�
, (2.64)

y en un ME:

nrj(φ
s, θ) = Heav

�
φs −

�
φrrs(j) + θ

��
− Heav

�
φs −

�
φrrs(j + 1) + θ

��
. (2.65)

Comparando las Fig. 2.4(a) y 2.5(a), puede notarse que en la primera la FMM

inducida en la trayectoria de Ampere tiene sentido antihorario, mientras que en la

segunda tiene sentido horario. En correspondencia con esta inversión, en las gráficas de

las Fig. 2.4(b) y 2.5(b) la distribución de bobinados del lazo 1 es una función espacial

rectangular positiva cuyo ancho es igual a un paso de diente del rotor, mientras que

la del 4 es una función negativa cuyo ancho es igual a la vuelta completa menos un

paso de diente.

Para analizar esta diferencia, la Fig. 2.6 muestra las gráficas de distribución de los

cuatro lazos del rotor. Las correspondientes a los lazos 2 y 3, son una copia desfasada

de la gráfica del lazo 1, mientras que la del 4 mantiene con los anteriores la diferencia

mencionada, que equivale a un desplazamiento en ordenadas igual a la amplitud de

los pulsos.
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Figura 2.6: Distribución de los lazos del rotor de las Fig. 2.4(a) y 2.5(a).

Esta particularidad en la distribución de bobinados del lazo 4 se debe a que éste

ocupa el intervalo angular que contiene a la posición del lado radial ab.

Si se hubiera adoptado en cambio una posición de ese lado contenida en el intervalo

angular que ocupa otro de los lazos del rotor, seŕıa ese otro lazo el que tendŕıa un

pulso de distribución desplazado en ordenadas. Por lo tanto, la distribución de los

lazos del rotor depende de la adopción arbitraria de la posición del lado radial fijo de

la trayectoria de Ampere. Sin embargo, como se verá en la Sec. 2.3.3, esa arbitrariedad

no se propaga hacia otros parámetros.
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Figura 2.7: Entrehierro liso y uniforme.

2.3.2 Función del entrehierro

La longitud radial del entrehierro, en general, vaŕıa con las irregularidades geométri-

cas del mismo. Esa variación puede evaluarse en una posición angular fija sobre el

estator φs o sobre el rotor φr al cambiar la posición θ del rotor, o bien con el rotor

inmóvil, al pasar de una posición φs a otra, o de una posición φr a otra. El entrehie-

rro puede entonces expresarse como una función matemática de los pares de variables

independientes (φs, θ) o (φr, θ).

Si además se consideran las irregularidades de la máquina en la dirección de su

eje, el entrehierro vaŕıa también entre una y otra posición axial z, pasando a ser una

función de las variables (φs, θ, z) o (φr, θ, z) [11].

Esta tesis se limita al modelado bidimensional de la MI, de modo que la función

del entrehierro resulta entonces dependiente de sólo dos variables. Su expresión es

la suma de un valor constate g0 más un término correspondiente a cada una de las

irregularidades modeladas. De esta forma, es posible evaluarlas por separado y com-

binarlas libremente. En ausencia de irregularidades, el entrehierro es liso y uniforme
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(a) Estática. (b) Estática en posición φee = 0. (c) Dinámica.

Figura 2.8: Excentricidad.

como el representado en la Fig. 2.7, de valor igual a la constante g0, y los términos

correspondientes a las irregularidades son nulos.

Las irregularidades modeladas en esta tesis son las excentricidades estática y

dinámica, y los ranurados del estator y del rotor, representadas en las Fig. 2.8 y 2.9

respectivamente.

La excentricidad estática es el corrimiento del centro del rotor hacia un punto

fijo no coincidente con el centro del estator, siendo el primero el centro de rotación.

El centro del rotor puede estar desplazado en cualquier posición angular de valor

constante φee, como muestra la Fig. 2.8(a). Esta excentricidad aporta al entrehierro

una variación que puede expresarse en función de las variables φs [11] o (φr, θ):

gee(φ
s) = −g0 ee cos (φs − φee),

gee(φ
r, θ) = −g0 ee cos (φr + θ − φee),

(2.66)

donde ee es un factor adimensional que puede adoptar valores entre 0 y 1. El valor

ee = 0 corresponde a la ausencia de excentricidad estática, mientras que ee = 1
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(a) Del estator. (b) Del rotor.

Figura 2.9: Ranurado.

corresponde a la excentricidad máxima, con la que el rotor está desplazado hasta

tocar al estator.

La Fig. 2.8(b) representa el caso particular en el que φee = 0, valor que se adopta

para el resto de este trabajo.

La excentricidad dinámica, representada en la Fig. 2.8(c), es el corrimiento del cen-

tro del rotor hacia un punto móvil que describe una trayectoria circular concéntrica

con el estator, siendo el centro de este último también el de rotación. Esta excen-

tricidad aporta al entrehierro una variación que puede expresarse en función de las

variables (φs, θ) [11] o φr:

ged(φ
s, θ) = −g0 ed cos (φs − θ),

ged(φ
r) = −g0 ed cos (φr),

(2.67)

donde ed es un factor análogo al ee utilizado en (2.66).

Las Fig. 2.9(a) y 2.9(b) representan el ranurado del estator y del rotor respectiva-

mente. En ambos casos, hay ĺıneas de inducción que tienen incidencia lateral sobre los
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dientes. Esas ĺıneas están modeladas por un tramo recto de dirección radial extendido

con un arco de circunferencia [11].

La longitud del tramo recto radial es la misma de la ĺınea correspondiente al

entrehierro liso y uniforme, cuyo valor es g0. La longitud de los arcos de circunferencia

internos a las ranuras se puede calcular considerando que el centro está ubicado en el

vértice del diente más cercano, sobre el cual la ĺınea de inducción incide lateralmente.

Finalmente, la función del entrehierro expresada en un ME o un MR se obtiene

con las expresiones:

g(φs, θ) = g0 + gee(φ
s) + ged(φ

s, θ) + gs(φ
s) + gr(φ

s, θ),

g(φr, θ) = g0 + gee(φ
r, θ) + ged(φ

r) + gs(φ
r, θ) + gr(φ

r),

(2.68)

donde gs y gr son las longitudes de los arcos con que se extienden las ĺıneas de

inducción en las ranuras del estator y del rotor respectivamente.

El valor medio de las variaciones del entrehierro es nulo para las componentes de

excentricidad, y no nulo para las de los ranurados. El valor constate g0 es, entonces,

el valor medio del entrehierro sin considerar el ranurado.

2.3.3 Funciones de bobinados

En la Sec. 2.3.1 se desarrolló la distribución de bobinados de la fase a, con la cual

se calcula la FMM inducida por esa fase para la trayectoria de Ampere representada

en la Fig. 2.3(a).

Con el fin de calcular la inductancia propia de esa fase, y sus inductancias mutuas

con las otras fases y con los lazos del rotor, el paso siguiente es determinar la inducción

B a lo largo de la trayectoria. Para ésto, es necesario conocer la geometŕıa tanto
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de la sección transversal de la MI como de la trayectoria, aśı como los valores de

permeabilidad µ de los medios materiales presentes en su recorrido.

Aplicación de la Ley de Ampere

La trayectoria de la Fig. 2.3(a) tiene cuatro lados, dos radiales ab y cd que cruzan

el entrehierro, y dos arcos õbc y öda en los núcleos del estator y del rotor. Como el aire

tiene un valor finito de permeabilidad, el flujo en los cruces del entrehierro produce

diferencias de potencial magnético (DPM) también de valor finito.

Si se considerase un valor finito de permeabilidad en los núcleos, el flujo produciŕıa

además una DPM en el estator y otra en el rotor, como sucede en los cruces del

entrehierro. Para simplificar el análisis, se establece la siguiente restricción:

R1: La permeabilidad de los núcleos del estator y del rotor se considera infinita.

Los valores de permeabilidad de los medios materiales que recorre la trayectoria

de Ampere son entonces µ → ∞ en los núcleos del estator y del rotor, y µ0 en el

aire del entrehierro. Dada la relación entre la inducción y la intensidad de campo

B = µ H, de la restricción R1 surge que la intensidad de campo H es nula en los

núcleos, y tiene valor no nulo sólo en los cruces por el entrehierro. Aśı, el número de

incógnitas de la ecuación planteada por la Ley de Ampere se reduce a dos, una por

cada lado radial:

Hab(0, θ) g(0, θ) + Hcd(φ
s, θ) g(φs, θ) = nsa(φ

s) isa.

Wb/H Wb/H A-esp

(2.69)

El segundo miembro en (2.69) es la FMM inducida por la fase a, y los dos términos

del primer miembro son las DPM que produce el flujo en la parte pasiva del circui-
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Figura 2.10: Trayectoria de Ampere con estator ranurado.

to, que es el recorrido de la trayectoria pasando por el aire como medio material.

Están indicadas como unidades de medida el A-esp (Ampere-espira) y el Wb/H res-

pectivamente, que si bien son dimensionalmente equivalentes, expresan la diferencia

conceptual entre la excitación magnética proporcional a la corriente que circula por un

arrollamiento y a su número de espiras, y las DPM producidas por el almacenamiento

de flujo en la parte pasiva de un circuito magnético.

En (2.69), los valores de Hab(0, θ) y Hcd(φ
s, θ) deben ser únicos y constantes en

toda la longitud de ambos cruces del entrehierro, para lo cual éstos deben tener la

misma dirección de las ĺıneas de inducción. Esta condición se cumple en la Fig. 2.3(a),

donde los lados ab y cd inciden sobre dientes del estator y las ĺıneas de inducción son

radiales en esas posiciones.

Si en cambio alguno de los lados de la trayectoria que cruzan el entrehierro incide

sobre una ranura, como sucede con el cd en la Fig. 2.10, para que su dirección en

el entrehierro sea la misma de la ĺınea de inducción en esa posición debe, al igual

que ésta, prolongarse con un arco, lo cual impone una segunda restricción al método

AFB:

R2: Las direcciones de los lados de la trayectoria de Ampere que cruzan el entrehierro
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deben ser las mismas de la ĺınea de inducción en la posición angular que ocupa

cada uno, las cuales son segmentos radiales prolongados con arcos en caso de

incidir sobre una ranura.

De la restricción R2 surge que la longitud de los cruces del entrehierro en la

trayectoria es el valor de la función g(φs, θ) en las respectivas posiciones que éstos

ocupan, dada en (2.68).

Finalmente, en (2.69) la distribución de bobinados nsa(φ
s) está dada por (2.58).

Aplicación de la Ley de Gauss

En lo expuesto de la sección hasta este punto, con el propósito inmediato de calcu-

lar la inducción B a lo largo de la trayectoria se aplicó la Ley de Ampere, obteniendo

bajo restricciones la expresión (2.69). En la misma, si se conoce la geometŕıa del en-

trehierro y el valor de la corriente isa, quedan como incógnitas las intensidades de

campo Hab y Hcd en cada uno de los cruces del entrehierro.

La ecuación faltante a este sistema formado por una ecuación y dos incógnitas es

provista por la disposición topológica: el lado cd gira la vuelta completa, entonces el

campo vectorial ~Hcd atraviesa al entrehierro en toda su extensión angular.

A esa disposición es aplicable la Ley de Gauss, según la cual el flujo de un campo

vectorial a través de una superficie cerrada es nulo. Se aplica entonces una superficie

gaussiana ciĺındrica interior al entrehierro que envuelva al rotor en toda su longitud.

El radio de esa superficie puede ser arbitrario entre los ĺımites del entrehierro, porque

en cada cruce radial la intensidad de campo Hcd tiene valor constante. Tomando ese
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radio igual al radio medio r del entrehierro, se tiene:

∫ 2π

0

∫ l

0
Hcd(φ

s, z, θ) dz dφs = 0,

donde l es la longitud efectiva del paquete de chapas.

Si el entrehierro tiene uniformidad axial, la intensidad de campo Hcd es constante

respecto de la posición z, y (2.70) se reduce a:

∫ 2π

0

∫ l

0
Hcd(φ

s, z, θ) dz dφs = l
∫ 2π

0
Hcd(φ

s, θ) dφs = 0.

Por lo tanto: ∫ 2π

0
Hcd(φ

s, θ) dφs = 0, (2.70)

habiendo entonces vuelto a un planteo bidimensional con una integración simple.

Por el contrario, si el entrehierro tuviera variación axial, la reducción anterior no

seŕıa posible. En [11] se aborda el tratamiento de las irregularidades tridimensionales

con el método AFB. En esta tesis, en cambio, se adopta una tercera restricción:

R3: El entrehierro se considera axialmente uniforme.

Puede notarse una distinción en la terminoloǵıa utilizada en las restricciones. A

diferencia de R1 y R2, que son impuestas por el planteo del método AFB, R3 se adopta

para reducir el análisis de la MI a dos dimensiones, omitiendo las irregularidades

axiales como el cruzamiento de las ranuras o la desalineación del eje. Expresado de

otra forma, el método AFB puede superar R3, pero no R1 y R2.

Solución de la condición de contorno

Recapitulando, con objeto de aportar la ecuación faltante al sistema formado por

(2.69) y sus dos incógnitas, se aplicó la Ley de Gauss a una superficie ciĺındrica,
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obteniendo (2.70).

La operatoria que vincula ambas ecuaciones es la división de (2.69) por la función

del entrehierro g(φs, θ), la integración de la expresión resultante en la variable φs y la

sustitución de (2.70) en esa expresión. Con el primero de estos tres pasos se llega a:

Hab(0, θ) g(0, θ)
1

g(φs, θ)
+Hcd(φ

s, θ) =
1

g(φs, θ)
nsa(φ

s) isa, (2.71)

y con la integración y la sustitución, a:

Hab(0, θ) g(0, θ)
∫ 2π

0

1

g(φs, θ)
dφs =

 ∫ 2π

0

1

g(φs, θ)
nsa(φ

s) dφs

 isa. (2.72)

En (2.72) queda una única incógnita, que es la intensidad de campo Hab(0, θ), o

bien su DPM resultante del producto Hab(0, θ) g(0, θ). Esta ecuación es, entonces,

resoluble para una geometŕıa del entrehierro y un valor de corriente dados.

Como la intensidad de campo Hab(0, θ) y su DPM son las correspondientes al lado

fijo de la trayectoria, su obtención es la solución al problema de contorno planteado

por (2.69).

Despejando en (2.72) la DPM Hab(0, θ) g(0, θ), sustituyéndola en (2.69) y reorde-

nando para obtener la DPM en el lado móvil cd, resulta:

Hcd(φ
s, θ) g(φs, θ) =

nsa(φs)− 1∫ 2π

0

1

g(φs, θ)
dφs

∫ 2π

0

1

g(φs, θ)
nsa(φ

s) dφs

 isa.
(2.73)

El segundo miembro en (2.73) es una expresión del tipo Nsa(φ
s, θ) isa, siendo

Nsa(φ
s, θ) la función entre corchetes, que vaŕıa en forma continua al rotar el lado

móvil cd, designada en la terminoloǵıa del método AFB como función de bobinados
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de la fase a:

Nsa(φ
s, θ) = nsa(φ

s)−

∫ 2π

0
nsa(φ

s)
1

g(φs, θ)
dφs∫ 2π

0

1

g(φs, θ)
dφs

= nsa(φ
s)−

∫ 2π

0
nsa(φ

s)
1

g(φs, θ)
dφs

2π
1

gperim(θ)

.

(2.74)

En el tercer miembro de (2.74), gperim(θ) se puede interpretar como el valor de

ELU con el que se obtendŕıa la misma permeancia en la extensión angular completa

del entrehierro y es una función de la posición θ del rotor.

La función de bobinados de la fase a dada en (2.74) es un parámetro propio de la

máquina. Su evaluación permite calcular, sustituyéndola en (2.73), la DPM inducida

por la fase a en el lado móvil cd en todas las posiciones φs que éste ocupa, dada una

posición θ cualquiera del rotor.

Para calcular la función de bobinados de un lazo del rotor se procede en forma

análoga. La aplicación de las leyes de Ampere y Gauss a las trayectorias mostradas

en las Fig. 2.4(a) y 2.5(a) es igual a la explicada para la mostrada en la Fig. 2.3(a),

y no amerita repetir el desarrollo.

En cambio śı cabe una observación referida a la solución de contorno. En el caso

del bobinado de la fase a del estator, ésta es dada por (2.72). En el caso de un lazo j

del rotor, es dada por una expresión similar, en la cual la distribución del bobinado de

la fase a del estator nsa(φ
s) y la corriente isa son reemplazadas por la distribución del

lazo j del rotor nr(j, φ
r) o nr(j, φ

s, θ) y por la corriente irj. En un MR, esa solución

de contorno se obtiene con la expresión:

Hab(0, θ) g(0, θ)
∫ 2π

0

1

g(φr, θ)
dφr =

 ∫ 2π

0

1

g(φr, θ)
nrj(φ

r) dφr

 irj, (2.75)



Caṕıtulo 2: Modelo de Circuitos Múltiplemente Acoplados 63

y en un ME:

Hab(θ, θ) g(θ, θ)
∫ 2π

0

1

g(φs, θ)
dφs =

 ∫ 2π

0

1

g(φs, θ)
nrj(φ

s, θ) dφs

 irj. (2.76)

Continuando con el procedimiento análogo al presentado para la fase a del estator,

la DPM en el entrehierro inducida por la corriente en el lazo j del rotor, expresada

en un MR, se obtiene con:

Hcd(φ
r, θ) g(φr, θ) =

nrj(φr)− 1∫ 2π

0

1

g(φr, θ)
dφr

∫ 2π

0

1

g(φr, θ)
nrj(φ

r) dφr

 irj,
(2.77)

y en un ME, con:

Hcd(φ
s, θ) g(φs, θ) =

nrj(φs, θ)− 1∫ 2π

0

1

g(φs, θ)
dφs

∫ 2π

0

1

g(φs, θ)
nrj(φ

s, θ) dφs

 irj.
(2.78)

Recordando de la Sec. 2.3.1 que la distribución de bobinados de un lazo del rotor

depende de la adopción arbitraria de la posición del lado fijo ab de la trayectoria, la

solución al problema de contorno dada por (2.75) y (2.76) hace que esa arbitrariedad

no se propague a la función del lazo j, la cual expresada en un MR se obtiene con:

Nrj(φ
r, θ) = nrj(φ

r)−

∫ 2π

0
nrj(φ

r)
1

g(φr, θ)
dφr∫ 2π

0

1

g(φr, θ)
dφs

= nrj(φ
r)−

∫ 2π

0
nrj(φ

r)
1

g(φr, θ)
dφr

2π
1

gperim(θ)

,

(2.79)



64 Caṕıtulo 2: Modelo de Circuitos Múltiplemente Acoplados

y en un ME, con:

Nrj(φ
s, θ) = nrj(φ

s, θ) −

∫ 2π

0
nrj(φ

s, θ)
1

g(φs, θ)
dφs∫ 2π

0

1

g(φs, θ)
dφs

= nrj(φ
s, θ) −

∫ 2π

0
nrj(φ

s, θ)
1

g(φs, θ)
dφs

2π
1

gperim(θ)

.

(2.80)

Al igual que la función de un bobinado del estator, la de un lazo j del rotor

es un parámetro propio de la máquina, libre entonces de adopciones arbitrarias. Su

evaluación permite calcular, sustituyéndola en (2.73), la DPM inducida por el lazo j

en el lado móvil cd en todas las posiciones φr o φs que éste ocupa, dada una posición

θ cualquiera del rotor.

En la notación del primer miembro en (2.73), (2.77) y (2.78), los sub́ındices de la

intensidad de campo Hcd(φ
s, θ) corresponden al lado radial móvil en las trayectorias

de Ampere representadas en las Fig. 2.3(a), 2.4(a) y 2.5(a).

Habiendo resuelto la condición de contorno, se puede prescindir de la notación

referida a las trayectorias y expresar la DPM como una variable de la máquina.

Luego, se puede plantear la conclusión parcial:

CP1: La DPM inducida en el entrehierro por la corriente en una bobina del estator

o un lazo del rotor resulta de su producto por la función de bobinados.

Designando a la DPM inducida en el entrehierro con la notación matemática ∆ Usr,

su componente inducida por la corriente en la fase a del estator puede expresarse como:

∆ Usr(φs, θ, isa) = Nsa(φ
s, θ) isa, (2.81)
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la inducida por la corriente en el lazo j del rotor, referenciada a un MR, como:

∆ Usr(φr, θ, irj) = Njr(φ
r) irj, (2.82)

y referenciada a un ME, como:

∆ Usr(φs, θ, irj) = Nrj(φ
s, θ) irj. (2.83)

En el Ap. A se analiza la relación entre el signo de la DPM en el entrehierro y el

de las corrientes en las fases del estator.

Análisis de la gráfica de la función de bobinados

La Fig. 2.11(a) representa nuevamente la sección transversal de la MI con los lados

activos del arrollamiento de la fase a. La Fig. 2.11(b) muestra la gráfica de la función

de bobinados de esa fase en una posición θ del rotor fija. Al sentido dado de referencia

de la corriente corresponden las polaridades Norte y Sur de la excitación magnética

y la indicada con los singos + y − de la DPM en el entrehierro.

La gráfica de la función de bobinados tiene la misma forma que la de su distri-

bución mostrada en la Fig. 2.3(b), con la sola diferencia de presentar un corrimiento

en ordenadas. Su forma es la misma porque la función de bobinados se obtiene con

la expresión (2.74) como la diferencia entre su distribución y una relación que no

depende de la variable φs una vez resueltas las integrales definidas.

Esa forma rectangular de la gráfica de la función de bobinados también puede

explicarse cualitativamente. Dada la restricción R1, según la cual la permeabilidad

de los núcleos se considera infinita, éstos son entonces equipotenciales a cada lado de

la bobina de la fase a, resultando la DPM una función de dos niveles, cada uno de

valor constante.
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(a) Rotor centrado. (b) Función con el rotor centrado.

(c) Rotor próximo al polo Sur. (d) Función con el rotor próximo al polo Sur.

(e) Rotor próximo al polo Norte. (f) Función con el rotor próximo al polo Norte.

Figura 2.11: Relación entre la DPM inducida por un bobinado y su función.

En el Ap. A se analiza la forma de la gráfica de la función de bobinados.

Las Fig. 2.11(c) y 2.11(e) representan a la misma sección de la MI, con la diferencia
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de que está el rotor descentrado en la dirección del eje del arrollamiento de la fase a

hacia los polos Sur y Norte respectivamente. Las Fig. 2.11(d) y 2.11(f) muestran las

gráficas correspondientes de la función de bobinados de esa fase. En el primer caso, la

gráfica presenta un corrimiento en ordenadas positivo respecto de la correspondiente

al rotor centrado, y en el segundo caso un corrimiento negativo. Generalizando, se

puede plantear la conclusión parcial:

CP2: El valor absoluto de la función de bobinados disminuye en la zona de menor

entrehierro.

Para justificar esta relación entre el corrimiento en ordenadas de la gráfica de la

función de bobinados Nsa(φ
s, θ) y la función del entrehierro g(φs, θ), el primer paso

es analizar la relación entre ambas. Las Fig. 2.12(b) y (c) muestran sus respectivas

gráficas, para la posición del rotor próxima al polo Sur representada en la Fig. 2.11(c).

No encontrando una relación inmediata entre esos dos parámetros de la máquina,

un segundo paso en su búsqueda es el reemplazo de la función de bobinados por la

DPM proporcional a ella según CP 1, cuya relación con la función del entrehierro es

el módulo de la intensidad de campo inducida por la fase a:

Hsr(φ
s, θ, isa) =

∆ Usr(φs, θ, isa)
g(φs, θ)

. (2.84)

A esa intensidad de campo es aplicable la Ley de Gauss, la cual proporciona en

forma indirecta la relación buscada:

∫ 2π

0
Hsr(φ

s, θ, isa) dφ
s =

∫ 2π

0

∆ Usr(φs, θ, isa)
g(φs, θ)

dφs = 0. (2.85)

En (2.85) se puede notar la conjunción de las conclusiones parciales CP 1 y CP 2,

según las cuales la DPM inducida en el entrehierro por la corriente en una bobina
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Figura 2.12: Relación entre la distribución y la función de bobinados de la fase a del
estator, y la función del entrehierro, correspondiente a la posición del rotor mostrada
en la Fig. 2.11(c).

del estator o un lazo del rotor resulta de su producto por la función de bobinados,

disminuyendo el valor absoluto de ambas en la zona de menor entrehierro.

Se ha encontrado entonces una relación entre la DPM inducida en el entrehierro,

que es una variable, y la función de este último, que es uno de los parámetros de la

máquina graficados en la Fig. 2.12. Con el reemplazo inverso al anterior, es decir, de



Caṕıtulo 2: Modelo de Circuitos Múltiplemente Acoplados 69

la DPM por la función de bobinados a la que es proporcional, se obtiene la relación

buscada entre las funciones de bobinados y del entrehierro:

∫ 2π

0

∆ Usr(φs, θ, isa)
g(φs, θ)

dφs =
∫ 2π

0

Nsa(φ
s, θ)

g(φs, θ)
dφs = 0. (2.86)

A partir de (2.86) se puede justificar el corrimiento en ordenadas de la gráfica de la

función de bobinados producido por la excentricidad del rotor en la dirección del eje

del arrollamiento de la fase a. El integrando de su segundo miembro está graficado

en la Fig. 2.12(f). La interpretación gráfica de la igualación a cero de su integral

definida es la compensación de las áreas positiva y negativa encerradas contra el eje

de abscisas.

Como el área positiva resulta de integrar la relación
Nsa(φ

s, θ)

g(φs, θ)
en el intervalo

angular con valores de g(φs, θ) mayores, el valor absoluto de Nsa(φ
s, θ) debe ser tam-

bién mayor para mantener la igualdad de las áreas encerradas, e inversamente en el

intervalo complementario.

De la proximidad del rotor al polo Sur resulta, entonces, el corrimiento positivo

en ordenadas de la gráfica de función de bobinados, y de modo análogo se analiza el

caso inverso de proximidad del rotor al polo Norte.

Los corrimientos de las gráficas de las otras dos fases, no representados, son más

atenuados porque la excentricidad tiene dirección oblicua respecto de sus ejes.

El ranurado del estator, en este caso particular, no produce corrimiento de las

gráficas de la función de bobinados de ninguna de las tres fases, porque las ranuras

están dispuestas de forma tal que las variaciones del entrehierro medio a cada lado

de los bobinados son iguales.

La gráfica de la función de bobinados de un lazo del rotor, al igual que la de
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Figura 2.13: Relación entre la distribución y la función de bobinados del lazo 4 del
rotor, y la función del entrehierro, correspondientes a la posición mostrada en la
Fig. 2.5.

una bobina del estator, tiene valor medio nulo en caso de no haber irregularidades

geométricas del entrehierro, o bien de haberlas en una disposición tal que las varia-

ciones del entrehierro medio frente al lazo y en el peŕımetro completo tengan iguales

valores.

Las Fig. 2.13 y 2.14 muestran la relación entre la distribución y la función de



Caṕıtulo 2: Modelo de Circuitos Múltiplemente Acoplados 71
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Figura 2.14: Relación entre la distribución y la función de bobinados del lazo 2 del
rotor, y la función del entrehierro, correspondientes a la posición mostrada en la
Fig. 2.5.

bobinados de los lazos 4 y 2 del rotor, y la función del entrehierro, correspondientes

a la posición mostrada en la Fig. 2.5, en la cual el estator es ranurado y el rotor está

descentrado.

La Fig. 2.13(b) muestra la gráfica de la función de bobinados del lazo 4, que es

el más próximo al estator. La misma presenta un corrimiento negativo en ordenadas
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respecto de la gráfica de valor medio nulo, mostrada en color rojo.

La Fig. 2.14(b) muestra la gráfica de la función de bobinados del lazo 2, que es el

más alejado al estator. La misma presenta, en cambio, un corrimiento positivo.

Generalizando, se confirma la CP 2, según la cual el valor absoluto de la función

de bobinados disminuye en la zona de menor entrehierro.

Además de la excentricidad, también el ranurado del estator produce un corri-

miento en ordenadas de la gráfica de la función de bobinados de los lazos del rotor.

Las variaciones del entrehierro medio que el ranurado del estator produce frente a los

lazos y en el peŕımetro completo tienen distintos valores. Cada lazo ocupa un cuarto

de vuelta y enfrenta, según cuál sea la posición θ del rotor, a un número no entero de

ranuras del estator que toma valores estimados a simple vista entre uno y un cuarto

y uno y tres cuartos.

Si la posición del rotor es tal que un lazo enfrenta a 11
4

de las seis ranuras del

estator, la fracción del total de las ranuras enfrentada por ese lazo es menor a la

fracción de vuelta que el mismo ocupa:

1
1

4
6

=

5

4
6

=
5

24
<

6

24
=

1

4
.

Esta desigualdad, que implica una disminución del entrehierro medio enfrentado

por el lazo, produce entonces una disminución del valor absoluto de su función de

bobinados en las posiciones angulares φr ocupadas por él.

Si en cambio la posición del rotor es tal que el lazo enfrenta a 13
4

de las seis ranuras,

la fracción enfrentada por este lazo pasa a ser mayor a la fracción de vuelta que el
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mismo ocupa:

1
3

4
6

=

7

4
6

=
7

24
>

6

24
=

1

4
.

Esta desigualdad, que implica un aumento del entrehierro medio enfrentado por

el lazo, produce entonces un aumento del valor absoluto de su función de bobinados

en las posiciones angulares φr ocupadas por él.

En el Ap. A se analiza la relación entre la excentricidad del rotor y el corrimiento

en ordenadas de la gráfica de la función de bobinados y la DPM en el entrehierro.

2.3.4 Inductancias del estator

Con el fin de calcular la inductancia propia de la fase a y las inductancias mutuas

con las otras fases y con los lazos del rotor, se definieron la distribución y la función

de bobinados en las secciones 2.3.1 y 2.3.3 respectivamete.

Con la expresión (2.81) se puede calcular la DPM en el entrehierro inducida por

la corriente en la fase a. De modo análogo, la inducida por la fase b ∆ Usr(φs, θ, isb) =

Nsb(φ
s, θ) isb, tiene como gradiente a la intensidad de campo cuyo módulo resulta:

Hsr(φ
s, θ, isb) =

1

g(φs, θ)
Nsb(φ

s, θ) isb. (2.87)

La integración de esa intensidad de campo es proporcional al flujo inducido por

la fase b, del cual una fracción es enlazada por la bobina de la fase a con el número

entero de espiras Nesp en el segmento angular que ésta ocupa. El flujo aśı enlazado se

calcula entonces con la expresión:

λssab(θ, isb) = µ0 r l
∫ 2π

0
nsa(φ

s) Hsr(φ
s, θ, isb) dφ

s. (2.88)
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Se obtiene el mismo resultado operando con la función de bobinados de la fase

inducida Nsa(φ
s, θ) en vez de su distribución nsa(φ

s):

λssab(θ, isb) = µ0 r l
∫ 2π

0
Nsa(φ

s, θ) Hsr(φ
s, θ, isb) dφ

s. (2.89)

Tal equivalencia puede demostrarse sustituyendo (2.74) en la integral de (2.89),

la cual resulta:∫ 2π

0
Nsa(φ

s, θ) Hsr(φ
s, θ, isb) dφ

s =
∫ 2π

0
nsa(φ

s) Hsr(φ
s, θ, isb) dφ

s

−

∫ 2π

0
nsa(φ

s)
1

g(φs, θ)
dφs∫ 2π

0

1

g(φs, θ)
dφs

∫ 2π

0
Hsr(φ

s, θ, isb) dφ
s,

donde el factor
∫ 2π

0
Hsr(φ

s, θ, isb) dφ
s en el término adicional debido al reemplazo de

la distribución por la función de bobinados se anula aplicando la Ley de Gauss, y la

integral se reduce a la del segundo término en (2.88).

Sustituyendo (2.87) en (2.88) y (2.89) para expresar la intensidad de campo indu-

cida en el entrehierro por la fase b en función de los parámetros de la MI, y dividiendo

por la corriente inductora isb, se obtiene la inductancia mutua entre las fases a y b:

Lssab(θ) =
λssab(θ, isb)

isb
= µ0 r l

∫ 2π

0
nsa(φ

s)Nsb(φ
s, θ)

1

g(φs, θ)
dφs

= µ0 r l
∫ 2π

0
Nsa(φ

s, θ)Nsb(φ
s, θ)

1

g(φs, θ)
dφs.

(2.90)

La segunda expresión de (2.90) opera con la función de bobinados de la fase induci-

da Nsa(φ
s, θ) en vez de su distribución nsa(φ

s). Como el producto Nsa(φ
s, θ) Nsb(φ

s, θ)

es conmutativo, los roles inductor e inducido resultan permutables, verificándose la

reciprocidad:

Lssab(θ) = Lssba(θ). (2.91)
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Análogamente, la inductancia propia de la fase a del estator se calcula con las

expresiones:

Lssaa(θ) =
λssaa(θ, isa)

isa
= µ0 r l

∫ 2π

0
nsa(φ

s) Nsa(φ
s, θ)

1

g(φs, θ)
dφs

= µ0 r l
∫ 2π

0
N2
sa(φ

s, θ)
1

g(φs, θ)
dφs.

(2.92)

Los segundos miembros en (2.90) y (2.92) están expresados en función de la po-

sición angular φs referida a un ME. Como las inductancias son parámetros propios

de la máquina, por lo tanto independientes de la adopción arbitraria de un marco de

referencia, pueden también desarrollarse expresiones en función de la posición angular

referida a un MR.

2.3.5 Inductancias del rotor

Análogamente, la inductancia mutua entre un par de lazos genéricos del rotor, por

ejemplo el j y el jj, expresada en un MR, se calcula con las expresiones:

Lrr j−jj(θ) = µ0 r l
∫ 2π

0
nrj(φ

r) Nrjj(φ
r, θ)

1

g(φr, θ)
dφr

= µ0 r l
∫ 2π

0
Nrj(φ

r, θ) Nrjj(φ
r, θ)

1

g(φr, θ)
dφr,

(2.93)

y la propia del lazo j, con las expresiones:

Lrr j−j(θ) = µ0 r l
∫ 2π

0
nrj(φ

r) Nrj(φ
r, θ)

1

g(φr, θ)
dφr

= µ0 r l
∫ 2π

0
N2
rj(φ

r, θ)
1

g(φr, θ)
dφr.

(2.94)

Los segundos miembros en (2.93) y (2.94) están expresados en función de la po-

sición angular φr referida a un MR. Como las inductancias son independientes de la

adopción arbitraria de un marco de referencia, pueden también desarrollarse expre-

siones en función de la posición angular referida a un ME.
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2.3.6 Inductancias mutuas entre las fases del estator y los

lazos del rotor

La inductancia mutua entre una fase del estator, por ejemplo a, y un lazo j

del rotor, expresada en función de la posición angular referida a un ME se obtiene

mediante:

Lsraj(θ) = µ0 r l
∫ 2π

0
Nsa(φ

s) nrj(φ
s, θ)

1

g(φs, θ)
dφs

= µ0 r l
∫ 2π

0
Nsa(φ

s, θ) Nrj(φ
s, θ)

1

g(φs, θ)
dφs.

(2.95)

Como las inductancias son independientes de la adopción arbitraria de un marco

de referencia, puede también desarrollarse una expresión en función de la posición

angular referida a un MR.

2.4 Costo computacional del cálculo anaĺıtico

Las expresiones desarrolladas en este caṕıtulo para el cálculo de las inductancias

usualmente se resuelven con métodos de integración numérica. El procedimiento con-

siste en discretizar la posición θ del rotor, y para cada valor de esa variable resolver

las expresiones de la función del entrehierro, distribuciones y funciones de bobinados

e inductancias. Cada uno de esos parámetros resulta entonces también discretizado,

con un valor correspondiente a cada posición del rotor.

El cálculo anaĺıtico, en cambio, consiste en desarrollar una expresión anaĺıtica de

la función del entrehierro y sustituirla en las expresiones de las funciones de bobinados

(2.74), (2.79) y (2.80), y de las inductancias (2.90) y (2.92)-(2.95) y resolverlas con

programas de cálculo simbólico.
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Todas esas expresiones tienen en común la presencia de la función del entrehierro

en el denominador de su integrando, y un intervalo de integración de 2π radianes,

que es el recorrido angular del lado radial móvil de la trayectoria de Ampere. Si se

modela el ranurado, la expresión anaĺıtica de la función del entrehierro en su extensión

angular completa resulta en una serie con un gran número de términos, salvo que se

trate de una MI con pocas ranuras, la cual sólo tiene aplicación didáctica.

Con tal serie y su función cuadrática operando en el denominador de los integran-

dos, el costo computacional del cálculo anaĺıtico lo hace inviable al momento presente.

Luego, se puede plantear la siguiente conclusión parcial:

CP3: El cálculo anaĺıtico de las inductancias con el método AFB es inviable si se mo-

dela el ranurado, salvo que se trate de una MI con pocas ranuras. Las derivadas

deben, entonces, obtenerse también por métodos numéricos.

2.5 Sumario

En este caṕıtulo se presentó el MCMA, el cual relaciona las variables eléctri-

cas, magnéticas y mecánicas de la MI. Se plantearon las ecuaciones matriciales para

resolver los dos primeros de esos tres grupos de variables, cuyos parámetros son las in-

ductancias y resistencias. En cuanto al tercer grupo, se presentó el lineamiento básico

del método de la coenerǵıa para obtener el par electromagnético, cuyos parámetros

son las derivadas de las inductancias.

Se adoptaron referencias de posición angular sobre el estator y el rotor, relaciona-

das con la posición de este último, en función de las cuales se desarrollaron expresiones

para evaluar el entrehierro con excentricidad, ranurado y combinaciones de ambos.
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Se presentó el método AFB para el cálculo de las inductancias, y se desarrollaron

expresiones para el cálculo de la distribución y función de bobinados de las fases del

estator y los lazos del rotor como parámetros previos.

Por último, se analizó la viabilidad del cálculo anaĺıtico de las inductancias y sus

derivadas con el método AFB, atendiendo a su costo computacional.



Caṕıtulo 3

Circuito Magnético Equivalente

3.1 Introducción

En el Cap. 2 se presentó el MCMA, que se resuelve con inductancias y sus deri-

vadas. Se desarrolló el método AFB para el cálculo de las inductancias, sobre el cual

resultaron intŕınsecamente impuestas dos restricciones de aplicación. En este caṕıtulo

se presentará el modelo de Circuito Magnético Equivalente (CME), que se resuelve

con permeancias y sus derivadas y está libre de las restricciones anteriores.

El CME es útil para modelar dispositivos electromagnéticos con o sin partes móvi-

les. La Ley de Hopkinson posibilita la vinculación de las variables eléctricas con las

magnéticas del campo de acoplamiento. El análisis del espacio f́ısico de almacena-

miento de ese campo conduce al planteo de una red magnética que se resuelve en

forma análoga a un circuito eléctrico.

En caso de modelar un dispositivo con partes móviles como la MI, el método de la

coenerǵıa permite calcular la fuerza o el par ejercido sobre las mismas, estableciendo

79
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la vinculación con las variables mecánicas.

En la MI, las irregularidades del entrehierro alteran las inductancias o permeancias

y sus respectivas derivadas con patrones caracteŕısticos que las hacen identificables.

Esas alteraciones se propagan a las variables eléctricas, magnéticas y mecánicas, sien-

do entonces aprovechable su análisis para la detección de fallas.

Las expresiones matemáticas del método AFB para cálculo de las inductancias

desarrolladas en el Cap. 2 operan con la extensión completa de la función del entre-

hierro en su denominador, con el consiguiente costo computacional. En ese caṕıtulo

se arribó a la CP3, según la cual el cálculo anaĺıtico de las inductancias con el método

AFB es inviable si se modela el ranurado, salvo que se trate de una MI con pocas

ranuras.

Por el mismo motivo, ese método tampoco incluye el cálculo de las derivadas de las

inductancias, para cuya obtención sólo queda el recurso de la derivación numérica a

partir de los valores de sus primitivas. Ésta, si bien posibilita la solución cuantitativa,

no establece la relación cualitativa entre las irregularidades del entrehierro y sus

efectos sobre las variables del modelo, necesaria para la detección de fallas.

En el CME las expresiones matemáticas también operan con la función del en-

trehierro en su denominador, pero no en toda su extensión sino sólo en el segmento

angular ocupado por cada par de dientes enfrentados. La reducción de costo compu-

tacional consiguiente posibilita el cálculo anaĺıtico.

En este caṕıtulo se propone un modelo para la MI utilizando el CME. El cálculo

de las permeancias y sus derivadas se realiza anaĺıticamente utilizando un programa

simbólico. Este procedimiento no requiere discretizar la posición θ del rotor y calcular
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después los parámetros del modelo para cada valor de esa variable discreta, como se

hace con el método AFB.

Como se verá en el Cap. 4, el cálculo anaĺıtico aumenta la resolución del CME,

y como se verá en el Cap. 5, sus resultados de simulación están libres del error por

interpolación de los parámetros entre los valores discretizados.

3.2 Fundamentos del Circuito Magnético Equiva-

lente

Una alternativa a la operación con inductancias para resolver circuitos eléctricos

con acoplamiento magnético es el empleo de su CME. Por ejemplo, el representado en

la Fig. 3.1 está compuesto por un núcleo que tiene un entrehierro de longitud g, sobre

el cual hay un arrollamiento inductor 1 por el que circula una corriente de intensidad

i1, y un arrollamiento inducido 2. La FEM inducida en el segundo arrollamiento

(a) Circuito completo. (b) TFE.

Figura 3.1: Ejemplo circuito con acoplamiento magnético.
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debida a la corriente que circula por el primero se calcula con la expresión:

e21 = −dλ21

dt
. (3.1)

La FEM inducida e21 debida a la corriente i1, es la expresión del flujo enlazado

λ21 en función del flujo mutuo Φ:

λ21 = Nesp2 Φ, (3.2)

donde Nesp2 es el número de espiras del arrollamiento 2. El flujo mutuo a su vez se

obtiene aplicando la Ley de Hopkinson:

Φ = P21 F1, (3.3)

donde P21 es la permeancia del espacio f́ısico en el que se almacena el flujo mutuo, y

F1 es la FMM inducida por el arrollamiento 1, obtenida a su vez con la expresión:

F1 = Nesp1 i1, (3.4)

donde Nesp1 es el número de espiras del arrollamiento 1.

De la aplicación de la Ley de Ampere a la trayectoria TA representada en la

Fig. 3.1(a) resulta: ∮
~H ~dl = Nesp1 i1. (3.5)

Debido a los diferentes valores de permeabilidad, la integración
∫ ~H ~dl en el cruce

de la trayectoria por el entrehierro resulta mucho mayor que en el núcleo:∫
~Hentrehierro

~dlentrehierro >>
∫
~Hnúcleo

~dlnúcleo. (3.6)

Al campo vectorial ~H corresponde una función escalar U , con la que guarda la

relación [10][61]:

~H = −∇U , (3.7)
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la que se designa como potencial magnético (PM), de modo que:

∆Uentrehierro >> ∆Unúcleo, (3.8)

donde ∆U son los incrementos finitos del PM en los correspondientes tramos de la

trayectoria.

En el caso extremo, si se considera que la permeabilidad del núcleo es infinita,

dada la relación entre la inducción y la intensidad de campo B = µ H, resulta que la

intensidad de campo H es nula en el núcleo, y tiene valor no nulo sólo en el entrehierro.

El espacio f́ısico en el que se almacena el flujo mutuo Φ21 puede descomponerse

conceptualmente en cuerpos geométricos sencillos orientados, llamados tubos de flujo,

en los cuales el medio material es homogéneo y las ĺıneas de inducción tienen igual

dirección. En cada uno de esos tubos, el flujo mutuo tiene el mismo valor en todas

sus secciones transversales, sin presentar dispersión. Esta consideración simplifica la

expresión matemática con que se calcula su permeancia.

En la Fig. 3.1(a), el espacio f́ısico en el que se almacena el flujo mutuo se puede

dividir en seis tubos con forma de prisma: dos correspondientes a las columnas del

núcleo, uno al yugo inferior, dos más a los medio yugos superiores, y uno al entrehierro.

Un fraccionamiento más preciso puede incluir cuatro tubos más correspondientes a

las esquinas formadas por las columnas y los yugos, donde las ĺıneas de inducción

cambian de dirección. En [61] se presenta un conjunto de cuerpos geométricos t́ıpicos

para descomponer los núcleos y entrehierros de las máquinas eléctricas.

Considerando infinita la permeabilidad del núcleo, el único tubo de flujo que in-

terviene en el cálculo de las variables del circuito es el del entrehierro (TFE), repre-

sentado nuevamente en la Fig. 3.1(b). Siendo S su sección transversal constante, g su
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longitud en la dirección de las ĺıneas de inducción y µ0 la permeabilidad del aire, la

permeancia de este TFE puede calcularse como:

P = µ0
S

g
. (3.9)

A través de esa permeancia, aplicando la Ley de Hopkinson, se relacionan el flujo

Φ almacenado en el TFE y la diferencia de potencial magnético (DPM) entre sus

extremos:

Φ = P ∆U . (3.10)

La enerǵıa almacenada en el TFE puede calcularse como:

W =
∫ t

0
i1 e1 dt =

∫ t

0
i1
dλ11

dt
dt, (3.11)

donde λ11 = Nesp1Φ es el flujo enlazado por el arrollamiento 1 debido a la corriente

que circula por él.

Teniendo en cuenta (3.4), (3.11) puede expresarse en función de las variables

magnéticas:

W =
∫ t

0

F1

Nesp1

d(Nesp1Φ)

dt
dt =

∫ t

0
F1

dΦ

dt
dt. (3.12)

Puede observarse una similitud entre (3.12) y la expresión para calcular la enerǵıa

almacenada en un condensador eléctrico:

W =
∫ t

0
v

dq

dt
dt, (3.13)

donde q es la carga eléctrica en el mismo. Tal similitud conduce a la analoǵıa entre un

tubo de flujo y un condensador, según la cual se establece la correspondencia entre

sus parámetros y variables, listada en la Tabla 3.1.
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Tabla 3.1: Analoǵıa entre un tubo de flujo y un condensador eléctrico.

Tubo de flujo Condensador

Flujo y carga Φ q

Variación de flujo y corriente eléctrica
dΦ

dt
i

Potencial magnético y eléctrico U v

Permeancia y capacidad P C

Permeabilidad y permitividad µ ε

Esta analoǵıa se aprovecha para resolver la red magnética del CME formada por

tubos de flujo como si fuera una red eléctrica de condensadores. En esa correspon-

dencia, las fuentes de FMM son equivalentes a fuentes de FEM, las DPM a las cáıdas

de tensión eléctrica, las variaciones de flujo magnético a las intensidades de corriente

eléctrica y las permeancias a las capacidades [63][68][69].

La interconexión de los tubos de flujo forma una red adaptable a las irregularidades

geométricas y cambios en el medio material del espacio f́ısico de almacenamiento

magnético.

3.3 Circuito Magnético Equivalente de una Máqui-

na de Inducción

Para desarrollar el CME de una MI se adopta como ejemplo una máquina trifásica

de dos pares de polos con rotor con jaula de ardilla. La Fig. 3.2 muestra los núcleos

del estator y del rotor, el arrollamiento de la fase a del estator compuesto por cuatro
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polos y las barras de la jaula de ardilla. El estator tiene cuarenta y ocho ranuras y el

rotor cuarenta. Cada polo de una fase está compuesto por dos bobinas concéntricas, la

interior con un paso de nueve ranuras y la exterior de once, con dieciocho espiras cada

una. Las ocho bobinas de cada fase están conectadas en serie. Los datos restantes de

la geometŕıa de los núcleos del estator y del rotor pueden encontrarse en la Tabla B.2,

y los del arrollamiento estatórico en la Tabla B.3.

En la figura están indicados los sentidos de referencia de la posición θ del rotor,

que es antihorario visto desde el frente; de la inducción ~B, que es entrante desde el

estator hacia el rotor; y el de las corrientes, indicado en una bobina del polo Norte

en la parte superior del estator y en un lazo del rotor en la parte superior del mismo.

Sentido de referencia de la posición: El mismo sentido de referencia adoptado

para la posición θ del rotor es válido para sus derivadas sucesivas velocidad y acelera-

ción, para el par y para las posiciones angulares en función de la referencia fija sobre

el estator φs y sobre el rotor φr. Ese sentido ya ha sido tácitamente adoptado en las

Fig. 2.3(a), 2.4(a) y 2.5(a) al presentar la distribución de un bobinado del estator y

de un lazo del rotor con el método AFB.

Sentido de referencia de la inducción: El sentido de referencia adoptado para

la inducción es entrante desde el estator hacia el rotor, también aplicado tácitamente

en el desarrollo del método AFB. En la Fig. 2.3(a), la inducción de la fase a en la

trayectoria de Ampere tiene ese sentido entrante en el intervalo angular en el que luego

su función de bobinados, graficada en la Fig. 2.11(b), ha de tener valores positivos.

En la Fig. 2.11(a), ese intervalo es el ocupado por el polo Norte de la fase a, en el
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Figura 3.2: Máquina de inducción modelada.

cual el sentido de referencia de la FMM y la DPM en el entrehierro están indicados

con los signos + y −.
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Para ambos modelos, los valores de la inducción, la FMM y la DPM en el entre-

hierro son positivos en el polo Norte de cada fase y negativos en el polo Sur.

En el dominio magnético, las variables cuyo producto resulta en potencia son la

derivada del flujo y la DPM [68][69]:

p(t) =
dΦ(t)

dt
∆U(t), (3.14)

en forma análoga a los condensadores, para los cuales esas variables son la intensidad

de corriente y la diferencia de potencial eléctrico:

p(t) =
dq(t)

dt
∆v(t). (3.15)

Con los sentidos de referencia adoptados para la derivada del flujo y la DPM, el de

la potencia resulta ser también entrante desde el estator hacia el rotor. Si el modelo

CME se representa con la técnica conocida como Diagrama de Enlaces o Bond Graph

[68][69], éstos deben tener esa orientación.

Al sentido de referencia de la inducción entrante desde el estator hacia el rotor

corresponde el sentido de referencia de las corrientes en las bobinas del estator y los

lazos del rotor indicado en la parte superior de la Fig. 3.2.

El sentido de la corriente que circula por las bobinas de un polo está relacionado

con el de la FMM inducida por él a través del signo de sus bobinados. Como el sentido

de referencia adoptado para la inducción, entrante desde el estator hacia el rotor, es el

de los polos Norte al circular por ellos la corriete en su sentido de referencia, el signo

de los bobinados de estos polos es positivo, mientras que el signo de los bobinados de

los polos Sur es negativo.

De la misma forma, la polaridad del flujo Φ que es enlazado por un polo está

relacionada con el signo de los enlaces de flujo λ a través del signo de sus bobinados.
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El flujo positivo enlazado por los polos Norte genera en éstos enlaces de flujo del

mismo signo, y de signo negativo en los polos Sur.

Se adopta como sentido de referencia de la corriente que circula por una barra del

rotor a aquél que induce flujo positivo en el lazo de su misma numeración. Como el

lazo (diente) posterior a una barra (ranura) tiene su misma numeración, el sentido de

referencia de la corriente en ésta es saliente hacia el frente de la máquina.

La numeración con la secuencia ranura-diente se aplica en la Fig. 3.3, en la que

además se representan las cabezas de bobina y se designan los polos.

3.3.1 Red de permeancias y fuentes de fuerza magnetomotriz

La Fig. 3.4 representa un fragmento de la red magnética del modelo CME, en

el que se encuentran los dientes i ± 1 del estator y j ± 1 del rotor. Cada rama de

la red corresponde a un tubo de flujo, cuya permeancia está simbolizada como un

condensador eléctrico.

En una aproximación básica, los núcleos del estator y del rotor se fraccionan en

un tubo de flujo por cada diente y por cada segmento de yugo entre dientes, cuyas

permeancias se designan como Pst, Prt, Psy y Pry, correspondiendo los sub́ındices s,

r, t e y al estator, rotor, diente y yugo respectivamente. A su vez, el entrehierro se

divide en un tubo de flujo por cada par de dientes adyacentes, tanto del estator como

del rotor, cuyas permeancias se designan Psg y Prg respectivamente; y un tubo de

flujo por cada combinación entre pares de dientes enfrentados del estator y del rotor,

cuyas permeancias se designan Psr.

Las ramas correspondientes a los yugos y dientes del estator y del rotor tienen
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Figura 3.3: Numeración de ranuras, dientes, sectores y designación de polos.

además el śımbolo de una conductancia conectada en paralelo al condensador, para

modelar las pérdidas. Las ramas correspondientes a los dientes tienen una fuente de

FMM para representar el efecto magnetizante de las bobinas del estator o los lazos

del rotor.
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Figura 3.4: Red magnética del modelo CME.
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Para aumentar la resolución del modelo, puede adoptarse una mayor densidad de

la red magnética en la zona de las ranuras, donde se concentran las irregularidades,

como se muestra en [80].

El modelo CME está libre de la restricción R1 impuesta al método AFB, según la

cual la permeabilidad de los núcleos del estator y del rotor se considera infinita. Por

el contrario, el CME puede aplicar un valor finito de permitividad como parámetro de

cálculo de las capacidades representativas de las permeancias de los yugos y dientes

Pst, Prt, Psy y Pry. Puede, además, modelar la saturación magnética replicando la

variación de permeabilidad con una variación análoga de permitividad, y modelar las

pérdidas con el agregado de las conductancias como componentes disipativos.

El modelo CME también está libre de la restricción R2 impuesta al método AFB,

según la cual la dirección de las ĺıneas de inducción en los cruces del entrehierro debe

considerarse radial, excepto en los arcos con los que se modela el ranurado. Por el

contrario, el CME modela la componente tangencial con las permeancias Psg y Prg

conectadas entre los extremos de los dientes adyacentes.

La restricción R1 puede adoptarse voluntariamente en el CME asignando valor

infinito a las permeancias de las ramas correspondientes a los yugos y dientes Pst,

Prt, Psy y Pry, lo que equivale a reemplazarlas por conexiones puente. Asimismo, R2

puede también adoptarse voluntariamente asignando valor cero a las permeancias de

las ramas tangenciales del entrehierro Psg y Prg, lo que equivale a su apertura.

Para modelar el ranurado, los valores de las permeancias Psr se calculan consi-

derando a las ĺıneas de inducción extendidas con los mismos arcos de circunferencia

representados en la Fig. 2.9.
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En cuanto a la restricción R3, según la cual el entrehierro se considera axialmente

uniforme, no se impone al método AFB ni al CME, sino que se adopta en ambos

casos para limitar el modelo a dos dimensiones. Un análisis de las irregularidades

tridimensionales como el presentado para el método AFB en [11] excede el alcance de

esta tesis.

En la Fig. 3.4, aplicando la Ley de Gauss al nodo en el yugo del diente i del

estator, la suma de los flujos almacenados en los yugos de las ranuras adyacentes más

el flujo Φsti almacenado en ese diente es igual a cero [10][61]:

Psyi (Usyi − Usyi−1) + Psyi+1 (Usyi − Usyi+1) + Φsti = 0, (3.16)

donde Usyi±1 son los PM de los nodos en los yugos i±1. Agrupando términos en cada

uno de esos PM, resulta:

− Psyi Usyi−1 + (Psyi + Psyi+1) Usyi − Psyi Usyi+1 = −Φsti. (3.17)

Aplicando la Ley de Gauss al nodo ubicado en el extremo del diente i del estator,

la suma del flujo Φsti almacenado en ese diente más los flujos almacenados en los TFE

adyacentes a él es igual a cero:

Psgi (Usgi−Usgi−1) +Psgi+1 (Usgi−Usgi+1) +
Sr∑
j=1

Psrij (Usgi−Urgj)−Φsti = 0, (3.18)

donde Psrij es la permeancia del TFE entre el diente i del estator y cada diente j del

rotor, y Sr es el número de ranuras de este último. Agrupando términos en cada PM,

resulta:

− Psgi Usgi−1 +

�
Psgi + Psgi+1 +

Sr∑
j=1

Psrij

�
Usgi − Psgi Usgi+1 −

Sr∑
j=1

Psrij Urgj = Φsti.

(3.19)
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Aplicando la Ley de Gauss al nodo ubicado en el extremo del diente j del rotor, la

suma de los flujos almacenados en los TFE adyacentes a ese diente más el flujo Φrtj

almacenado en él es igual a cero:

Prgj (Urgj−Urgj−1)+Prgj+1 (Urgj−Urgj+1)+
Ss∑
i=1

Psrij (Usgi−Urgj)−Φrtj = 0, (3.20)

donde Ss es el número de ranuras del estator. Agrupando términos, resulta:

− Prgi Urgi−1 +

�
Prgi + Prgi+1 +

Ss∑
i=1

Psrij

�
Urgi − Prgi Urgi+1 −

Sr∑
j=1

Psrij Usgj = Φrti.

(3.21)

Aplicando la Ley de Gauss al nodo en el yugo del diente j del rotor, la suma

de los flujos almacenados en los yugos de las ranuras adyacentes más el flujo Φrtj

almacenado en ese diente es igual a cero:

Pryj (Uryj − Uryj−1) + Pryj+1 (Uryj − Uryj+1) + Φrtj = 0, (3.22)

donde Uryj±1 son los PM de los nodos en los yugos j ± 1. Agrupando términos en

cada uno de esos PM, resulta:

− Pryj Uryj−1 + (Pryj + Pryj+1) Uryj − Pryj Uryj+1 = −Φrtj. (3.23)

La aplicación de las ecuaciones (3.17), (3.19), (3.21) y (3.23) a todos los dientes

del estator y del rotor puede expresarse en notación matricial:

Psy Usy = −Φst, (3.24)

Psg Usg + Psr Urg = Φst, (3.25)

Prs Usg + Prg Urg = Φrt, (3.26)

Pry Ury = −Φrt, (3.27)
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donde Usy, Usg, Urg y Ury son vectores que contienen los PM en los yugos y extremos

de los dientes del estator y del rotor:

Usy = [Usy1 Usy2 ... UsySs ]
T , Urg = [Urg1 Urg2 ... UrgSr

]T ,

Usg = [Usg1 Usg2 ... UsgSs ]
T , Ury = [Ury1 Ury2 ... UrySr ]

T ,

(3.28)

y Φst, Φrt vectores de flujo almacenado en los dientes:

Φst = [Φst1 Φst2 ... ΦstSs ]
T , Φrt = [Φrt1 Φrt2 ... ΦrtSr ]

T .

(3.29)

La matriz Psy de orden (Ss xSs) contiene a las permeancias de los yugos del

estator:

Psy =



�
Psy1 + Psy2

�
−Psy2 . . . −Psy1

−Psy2

�
Psy2 + Psy3

�
. . . 0

...
...

. . .
...

−Psy1 0 . . .
�
PsySs + Psy1

�


. (3.30)

Llamando Psi en (3.18) y (3.19) a la permeancia del TFE generado por la proyec-

ción angular de un diente i del estator:

Psi =
Sr∑
j=1

Psrij, (3.31)

esta permeancia de cada uno de esos dientes, aśı como las de dispersión entre los
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dientes adyacentes, están incluidas en la matriz Psg de orden (Ss xSs):

Psg =



�
Psg1 + Psg2 + Ps1

�
−Psg2 . . . −Psg1

−Psg2
�
Psg2 + Psg3 + Ps2

�
. . . 0

...
...

. . .
...

−Psg1 0 . . .
�
PsgSs + Psg1 + PsSs

�


.

(3.32)

La matriz Psr de orden (Ss xSr) contiene a las permeancias de los TFE que cruzan

el entrehierro entre los dientes del estator y los del rotor:

Psr =



Psr11 Psr12 . . . Psr1Sr

Psr21 Psr22 . . . Psr2Sr

...
...

. . .
...

PsrSs1 PsrSs2 . . . PsrSsSr


, (3.33)

y la matriz Prs es:

Prs = PT
sr. (3.34)

La permeancia del TFE generado por la proyección angular de un diente j del

rotor, presente en (3.20) y (3.21), se define como Prj:

Prj =
Ss∑
i=1

Psrij. (3.35)

Esta permeancia, aśı como las de dispersión entre los dientes adyacentes, están
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incluidas en la matriz Prg de orden (Sr xSr):

Prg =



�
Prg1 + Prg2 + Pr1

�
−Prg2 . . . −Prg1

−Prg2
�
Prg2 + Prg3 + Pr2

�
. . . 0

...
...

. . .
...

−Prg1 0 . . .
�
PrgSr + Prg1 + PrSr

�


.

(3.36)

La matriz Pry de orden (Sr xSr) contiene a las permeancias de los yugos del rotor:

Pry =



�
Pry1 + Pry2

�
−Pry2 . . . −Pry1

−Pry2

�
Pry2 + Pry3

�
. . . 0

...
...

. . .
...

−Pry1 0 . . .
�
PrySr + Pry1

�


. (3.37)

Finalmente, las expresiones (3.24) a (3.37) pueden unificarse en la ecuación:



Psy 0 0 0

0 Psg Psr 0

0 Prs Prg 0

0 0 0 Psg





Usy

Usg

Urg

Ury


=



−Φst

Φst

−Φrt

Φrt


. (3.38)

Las submatrices en la diagonal de la matriz P en (3.38) son simétricas e invertibles,

y las que están fuera de la diagonal son traspuestas entre śı.

3.3.2 Circuito eléctrico del estator y del rotor

Para completar la expresión matemática de la red magnética representada en la

Fig. 3.4, se debe vincular el sistema de ecuaciones formado por (3.38) con los circuitos
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eléctricos del estator y del rotor. Tal vinculación se hace relacionando los PM en las

ramas correspondientes a los TFE de los dientes con las FMM inducidas por las

bobinas del estator y de los lazos del rotor, de la siguiente forma:

Usg = Usy −RstΦst + Fs, Urg = Ury −RrtΦrt + Fr, (3.39)

donde Rst, Rrt, Fs y Fr son vectores cuyos elementos son las reluctancias de los

dientes y las FMM aplicadas a éstos. Los primeros pueden expresarse como:

Rst = [Rst1 Rst2 ... RstSs ]
T , Rrt = [Rrt1 Rrt2 ... RrtSr ]

T .

(3.40)

Los vectores de las FMM inducidas en los dientes del estator y del rotor se obtienen

con las expresiones:

Fs = Ws is, Fr = Wr ir, (3.41)

donde is e ir están dados por

is = [isa isb isc]
T , ir = [irt1 irt2 ... irtSr ]

T . (3.42)

La matriz de transformación de FMM Ws [61], es de orden (Ss x 3), contiene los

números de espiras con los que el arrollamiento de cada fase enlaza a los dientes

del estator. Como se observa en la Fig. 3.3, el diente 1 es enlazado por dos bobinas

de un polo Sur de la fase a, una de un polo Norte de la fase b y dos de un polo

Norte de la fase c, cada una con un número de espiras Nesp. Como los polos Norte

tienen el mismo sentido de referencia del flujo y los Sur sentido contrario, resulta

w1,1 = −2Nesp, w1,2 = Nesp y w1,3 = 2Nesp. Aplicando el mismo criterio a los dientes
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restantes, se obtiene:

Ws = Nesp


−2 −2 −2 −2 −1 0 1 2 2 2 · · · −2

1 0 −1 −2 −2 −2 −2 −2 −2 −2 · · · 2

2 2 2 2 2 2 2 2 1 0 · · · 2



T

(3.43)

Como cada lazo del rotor tiene una sola espira, Wr es la matriz identidad de orden

(Sr xSr).

Los flujos enlazados por las fases del estator y los lazos del rotor se calculan con

las expresiones:

λs = WT
s Φst + Lsl is, λr = WT

r Φrt + Lrl ir, (3.44)

donde Lsl es una matriz diagonal cuyos elementos son las inductancias de dispersión

de las fases del estator:

Lsl =


Lsla 0 0

0 Lslb 0

0 0 Lslc

 , (3.45)

y Lrl es una matriz que contiene las inductancias de dispersión de las barras y seg-

mentos de anillo de cortocircuito del rotor:

Lrl =



2Lb + Led + Let −Lb 0
... −Lb

−Lb 2Lb + Led + Let −Lb
... 0

0 −Lb 2Lb + Led + Let
... 0

· · · · · · · · · ... · · ·

−Lb 0 0
... 2Lb + Led + Let


.

(3.46)

Las ecuaciones (3.42) y (3.44) pueden sustituirse en (2.1), para la cual los desa-

rrollos de las matrices Rs y Rr están dados por (2.6) y (2.7).
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3.3.3 Par electromagnético

Para el cálculo del par, se aplica la metodoloǵıa descrita en la Sec. 2.2.2 basada

en el método de la coenerǵıa. En el CME, los almacenadores considerados son las

permeancias. En este caso, sólo intervienen en el cálculo del par las permeancias de

los TFE proyectados por el enfrentamiento de los dientes del estator y del rotor,

que son función de la posición, y por lo tanto tienen derivada no nula [61]. Tales

permeancias forman la matriz (3.33) y su derivada:

∂Psr

∂θ
=



∂Psr11

∂θ

∂Psr12

∂θ
. . .

∂Psr1Sr

∂θ

∂Psr21

∂θ

∂Psr22

∂θ
. . .

∂Psr2Sr

∂θ
...

...
. . .

...

∂PsrSs1

∂θ

∂PsrSs2

∂θ
. . .

∂PsrSsSr

∂θ


. (3.47)

Las DPM aplicadas a los TFE se calculan como:

Usr =



Usg1 − Urg1 Usg1 − Urg2 . . . Usg1 − UrgSr

Usg2 − Urg1 Usg2 − Urg2 . . . Usg2 − UrgSr

...
...

. . .
...

UsgSs − Urg1 UsgSs − Urg2 . . . UsgSs − UrgSr


, (3.48)

donde los elementos Usgi, Urgj son los mismos que forman los vectores en (3.28).

Con esas variables, el par electromagnético se obtiene aplicando la expresión:

Te =
1

2

Ss∑
i=1

Sr∑
j=1

∂Psr

∂θ
◦ U2

sr, (3.49)

donde el operador ◦ simboliza el producto Hadamard.
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Como los cuadrados de los elementos de (3.48) pueden adoptar sólo valores posi-

tivos, el signo del par en cada TFE es el mismo de la derivada de su permeancia.

En el MCMA, en cambio, el signo del par no se relaciona con el de las derivadas

de las inductancias. En el desarrollo de (2.55) para el cálculo del par con el MCMA,

los signos de los términos que contienen a las derivadas de las inductancias propias

de las fases del estator y de los lazos del rotor están dados por esos parámetros, ya

que son multiplicados por el cuadrado de sus respectivas corrientes, el cual es siempre

positivo. Pero no sucede lo mismo con el signo de los términos que contienen a las

derivadas de las inductancias mutuas en general, porque dependen del producto de

dos corrientes distintas.

Se puede plantear entonces la siguiente conclusión parcial:

CP4: En el modelo CME, el signo de los pares ejercidos en los TFE entre los dientes

del estator y del rotor es el mismo de las derivadas de sus parmeancias, que son

parámetros predecibles con la posición θ del rotor, mientras que en el MCMA

el signo de los pares ejercidos por las inductancias mutuas entre las fases del

estator, entre los lazos del rotor y entre las fases y los lazos, depende además

de variables temporales.

3.4 Cálculo de las permeancias y sus derivadas

Para comparar ambos modelos en igualdad de condiciones, se aplicarán al CME

las mismas restricciones impuestas al método AFB. Tales son R1 y R2, según las

cuales la permeabilidad de los núcleos del estator y del rotor se considera infinita, y

las ĺıneas de inducción deben ser segmentos radiales prolongados con arcos en caso
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de incidir sobre una ranura.

Esas restricciones se aplican al CME asignando valor infinito a las permeancias

de las ramas correspondientes a los yugos y dientes, lo que equivale a reemplazarlas

P
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Figura 3.5: Red magnética del modelo CME bajo las restricciones R1 y R2.
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por conexiones puente; y valor cero a las permeancias de las ramas tangenciales del

entrehierro, lo que equivale a su apertura. Con tales consideraciones, la red magnética

del CME mostrada en la Fig. 3.4 se reduce a la mostrada en la Fig. 3.5.

Debido a la restricción R1, los nodos de la red correspondientes a los yugos del

estator se unifican, y aplicando la Ley de Gauss al nodo resultante se obtiene [10]:

Ss∑
i=1

Φsti = 0, (3.50)

en reemplazo de (3.16) y (3.17).

Debido a la restricción R2, se anula la permeancia de los TFE tangenciales del

entrehierro conectados entre los extremos de los dientes adyacentes del estator:

Psgi = 0 ∀ i. (3.51)

Aplicando la Ley de Gauss al nodo ubicado en el extremo del diente i del estator,

la suma del flujo Φsti almacenado en ese diente más los flujos almacenados en los TFE

adyacentes a él es igual a cero, con lo cual (3.18) se reduce a:

Psi Usrij − Φsti = 0. (3.52)

Teniendo en cuenta que Usrij = Usgi − Urgj, resulta:

Psi Usgi − Psi Urgj = Φsti, (3.53)

en reemplazo de (3.19).

También debido a la restricción R2, se anula la permeancia de los TFE tangenciales

del entrehierro conectados entre los extremos de los dientes adyacentes del rotor:

Prgj = 0 ∀ j. (3.54)
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Aplicando la Ley de Gauss al nodo ubicado en el extremo del diente j del rotor, la

suma del flujo Φrtj almacenado en ese diente más los flujos almacenados en los TFE

adyacentes a él es igual a cero, con lo cual (3.20) se reduce a:

Prj Usrij − Φrtj = 0. (3.55)

Teniendo también en cuenta que Usrij = Usgi − Urgj, resulta:

Prj Urgi − Prj Usgj = Φrti, (3.56)

en reemplazo de (3.21).

Debido a la restricción R1, los nodos de la red correspondientes a los yugos del

rotor se unifican, y aplicando la Ley de Gauss al nodo resultante se obtiene:

Sr∑
j=1

Φrtj = 0, (3.57)

en reemplazo de (3.22) y (3.23).

La aplicación de (3.50), (3.53), (3.56) y (3.57) a todos los dientes del estator y del

rotor puede expresarse en notación matricial:

0 = Φst, (3.58)

Ps Usg + Psr Urg = Φst, (3.59)

Prs Usg + Pr Urg = Φrt, (3.60)

0 = Φrt, (3.61)

en reemplazo de (3.24) a (3.27).

En ambos sistemas de ecuaciones, Usg y Urg son los vectores de los PM en los

extremos de los dientes dados en (3.28), y Φst, Φrt los vectores de flujo en los dientes

dados en (3.29).



Caṕıtulo 3: Circuito Magnético Equivalente 105

Las matrices Ps y Pr contienen sólo las permeancias de los TFE que son generados

por las proyecciones angulares de los dientes del estator y del rotor respectivamente,

reduciéndose (3.32) y (3.36) a:

Psg = Ps =



Ps1 0 . . . 0

0 Ps2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . PsSs


, Prg = Pr =



Pr1 0 . . . 0

0 Pr2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . PrSr


.

(3.62)

Las matrices Psr y su traspuesta Prs que contienen las permeancias de los TFE

que cruzan el entrehierro entre los dientes del estator y los del rotor son las mismas

dadas en (3.33) y (3.34).

Sustituyendo (3.58) en (3.24) y (3.61) en (3.27), se obtiene:

Psy Usy = 0, Pry Ury = 0. (3.63)

Teniendo en cuenta que Psy y Pry son invertibles, resulta:

Usy = 0, Ury = 0. (3.64)

A su vez, debido a la restricción R1, las reluctancias de los dientes son nulas y

(3.40) resulta:

Rst = 0, Rrt = 0. (3.65)

Finalmente, sustituyendo (3.64) y (3.65) en (3.39), esta última se reduce a:

Usg = Fs, Urg = Fr. (3.66)

El modelo matemático del CME bajo las restricciones R1 y R2 se completa con

las expresiones (3.41) a (3.46), no afectadas por las mismas.
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∂hsi/∂ˢ

hsi


ˢ


ˢ




ˢ



Figura 3.6: Ventana de un diente del estator y sus derivada respecto de φs.

3.4.1 Fraccionamiento del entrehierro en tubos de flujo

La Fig. 3.6 muestra un sector del entrehierro frente al diente i del estator, cuyo

centro está ubicado en la posición φssti. Adoptando en la Fig. 3.3 la referencia de

posición angular fija en el estator centrada en el diente 48, resulta:

φssti = φsst(i) = τs i, (3.67)

donde τs es el paso angular de los dientes del estator:

τs =
2π

Ss
. (3.68)

La Fig. 3.6 muestra además la gráfica de una función espacial rectangular hsi

frente al diente i, y su derivada respecto de φs. La función rectangular, usualmente

llamada función ventana, puede expresarse como:

hsi = hs(i, φ
s) = Heav

§
φs −

�
φsst(i)−

1

2
τs

�ª
− Heav

§
φs −

�
φsst(i) +

1

2
τs

�ª
. (3.69)
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∂hrj/∂ʳ

hrj


ʳ

ʳ 


ʳ 

Figura 3.7: Ventana de un diente del rotor y su derivada respecto de φr.

La expresión (3.69) guarda similitudes con la (2.58) de la distribución de bo-

binados del método AFB, graficada en la Fig. 2.3. Ambas son funciones espaciales

rectangulares, con la diferencia de que la ventana tiene el paso de un diente, mientras

que la distribución de bobinados tiene el paso de la bobina; y la ventana tiene am-

plitud unitaria mientras que la distribución de bobinados tiene una amplitud igual al

número de espiras de la bobina.

Análogamente, la Fig. 3.7 muestra un sector del entrehierro frente al diente j

del rotor, cuyo centro está ubicado en la posición φrrtj. Adoptando en la Fig. 3.3 la

referencia de posición angular fija en el rotor centrada en el diente 40, resulta:

φrrtj = φrrt(j) = τr j, (3.70)

donde τr es el paso angular de los dientes del rotor:

τr =
2π

Sr
. (3.71)
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La ventana del diente j del rotor puede expresarse como:

hr(i, φ
r) = Heav

§
φr −

�
φrrt(j)−

1

2
τr

�ª
− Heav

§
φr −

�
φrrt(j) +

1

2
τr

�ª
. (3.72)

El efecto de la ventana de un diente al multiplicar funciones espaciales como la

del entrehierro o su rećıproca, es anularlas en las posiciones que no lo enfrentan. De

este modo, la intersección de las ventanas de un diente i del estator y uno j del rotor

limita el espacio que ocupa el TFE generado por la proyección angular de su área

enfrentada.

Para determinar la intersección de dos ventanas, ambas deben estar expresadas

en el mismo marco de referencia. Sustituyendo (2.56) en (3.67), la posición del centro

del diente i del estator expresada en un MR resulta:

φrsti = φrst(i, θ) = φsst(i)− θ = τs i− θ. (3.73)

Luego, la ventana de un diente i del estator expresada en ese marco de referencia

se obtiene con la expresión:

hs(i, φ
r, θ) = Heav

§
φr +

�
φrst(i, θ)−

1

2
τs

�ª
− Heav

§
φr +

�
φrst(i, θ) +

1

2
τs

�ª
. (3.74)

Sustituyendo (2.56) en (3.70), la posición del centro del diente j del rotor expresada

en un ME resulta:

φsrtj = φsrt(j, θ) = φrrt(j) + θ = τr j + θ. (3.75)

Luego, la ventana de un diente j del rotor, expresada en ese marco de referencia

se obtiene con la expresión:

hr(j, φ
s, θ) = Heav

§
φs −

�
φsrt(j, θ)−

1

2
τr

�ª
− Heav

§
φs −

�
φsrt(j, θ) +

1

2
τr

�ª
. (3.76)
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La expresión (3.76) resulta ser equivalente a la (2.65) de la distribución de bobi-

nados de un lazo de la jaula de ardilla, graficada en la Fig. 2.4, ya que ambas son una

función espacial rectangular de paso de un diente y tienen amplitud unitaria.

3.4.2 Permeancia de un tubo de flujo del entrehierro

La permeancia de un TFE no depende del marco de referencia y puede calcularse

en función de las posiciones angulares referidas indistintamente a un ME o a un MR

como:

Psr(i, j, θ) = µ0 r l
∫ 2π

0
hs(i, φ

s) hr(j, φ
s, θ)

1

g(φs, θ)
dφs

= µ0 r l
∫ 2π

0
hr(j, φ

r) hs(i, φ
r, θ)

1

g(φr, θ)
dφr,

(3.77)

donde g(φs, θ) y g(φr, θ) es la función del entrehierro expresada en esos marcos de

referencia, dada por (2.68).

3.4.3 Derivadas de la permeancia de un tubo de flujo del

entrehierro

Si bien las expresiones de la permeancia de un TFE dadas en (3.77), correspondien-

tes a uno y otro marco de referencia, resultan en un mismo valor, conducen a derivadas

distintas. Esas derivadas, que se utilizan para el cálculo del par sustituyéndolas en
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(3.49) resultan:

∂Psr(i, j, θ)
∂θ

=

= µ0 r l
∫ 2π

0

hs(i, φ
s)

g(φs, θ)

∂hr(j, φ
s, θ)

∂θ
dφs − µ0 r l

∫ 2π

0

hs(i, φ
s)

g2(φs, θ)

∂g(φs, θ)

∂θ
dφs

= µ0 r l
∫ 2π

0

hr(j, φ
r)

g(φr, θ)

∂hs(i, φ
r, θ)

∂θ
dφr − µ0 r l

∫ 2π

0

hr(j, φ
r)

g2(φr, θ)

∂g(φr, θ)

∂θ
dφr.

(3.78)

En (3.78), la expresión de la derivada en cada marco de referencia tiene dos térmi-

nos. En los primeros, el integrando contiene al producto de la ventana de un diente

del estator por la derivada de la ventana de un diente del rotor, ambas en un ME,

hs(i, φ
s)
∂hr(j, φ

s, θ)

∂θ
, o bien de la ventana de un diente del rotor por la derivada de

la de uno del estator, ambas en un MR, hr(j, φ
r)
∂hs(i, φ

r, θ)

∂θ
.

En los segundos términos, el integrando contiene como factor a la derivada de la

función del entrehierro en el respectivo marco de referencia:
∂g(φs, θ)

∂θ
o bien

∂g(φr, θ)

∂θ
.

Se puede plantear entonces la siguiente conclusión parcial:

CP5: La derivada de la permeancia de un TFE tiene dos términos, uno atribuible a

la variación del área enfrentada por los dientes, y el otro a la variación de su

distancia radial. Esas variaciones son, respectivamente, la deformación longi-

tudinal y transversal del TFE.

En una MI con ELU, la derivada de la permeancia de un TFE es atribuible sólo

a la variación del área enfrentada por los dientes. En una máquina de reluctancia, en

cambio, lo es sólo a la variación de su distancia radial. En la MI en general, están

presentes los dos términos.

Las expresiones (3.77) y (3.78) para el cálculo de las permeancias y sus derivadas
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operan sólo con la función del entrehierro ocupado por el TFE correspondiente, con

bajo costo computacional. Luego, se puede plantear la conclusión parcial:

CP6: Con el CME es posible implementar el cálculo anaĺıtico, incluso modelando el

ranurado.

3.4.4 Derivada de la ventana de un diente

Las derivadas de la ventana de un diente i del estator expresada en un MR y de

un diente j del rotor expresada en un ME, para evaluar (3.78), se obtienen a partir

de sus respectivas primitivas (3.74) y (3.76), resultando:

∂hs(i, φ
r, θ)

∂θ
= − δ

§
φr −

�
φrst(i, θ)−

1

2
τs

�ª
+ δ

§
φr −

�
φrst(i, θ) +

1

2
τs

�ª
, (3.79)

∂hr(j, φ
s, θ)

∂θ
= − δ

§
φs −

�
φsrt(j, θ)−

1

2
τr

�ª
+ δ

§
φs −

�
φsrt(j, θ) +

1

2
τr

�ª
, (3.80)

donde el operador δ simboliza el impulso delta de Dirac, φrst(i, θ) está dada por (3.73)

y φsrt(j, θ) por (3.75).

La inversión de signos en los términos de (3.79) y (3.80) respecto de sus primitivas

(3.74) y (3.76) se debe a que la derivación se hace respecto de la variable θ, que opera

restando en los argumentos de las funciones de Heaviside.

3.4.5 Derivada de la función del entrehierro

La derivada de la función del entrehierro, para evaluar (3.78), se obtiene a partir

de su primitiva (2.68), siendo nulo el término correspondiente al valor constante g0,

único presente en ausencia de irregularidades:

∂g0

∂θ
= 0. (3.81)
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Si las posiciones angulares se refieren a un ME, también se anulan los términos

correspondientes a la excentricidad estática y al ranurado del estator, los cuales en

una posición fija sobre el estator (φs = cte) no dependen de la posición θ del rotor,

resultando entonces:

∂gee(φ
s)

∂θ
=

∂gs(φ
s)

∂θ
= 0,

∂g(φs, θ)

∂θ
=

∂ged(φ
s, θ)

∂θ
+

∂gr(φ
s, θ)

∂θ
.

(3.82)

En cambio, si las posiciones angulares se refieren a un MR, se anulan los términos

correspondientes a la excentricidad dinámica y al ranurado del rotor, los cuales en

una posición fija sobre el rotor (φr = cte) no dependen de la posición θ, resultando

entonces:
∂ged(φ

r)

∂θ
=

∂gr(φ
r)

∂θ
= 0,

∂g(φr, θ)

∂θ
=

∂gee(φ
r, θ)

∂θ
+

∂gs(φ
r, θ)

∂θ
.

(3.83)

La variación de las irregularidades del entrehierro en uno u otro marco de referencia

da lugar a una clasificación. La excentricidad dinámica y el ranurado del rotor son

variables en un marco estatórico (IVME), mientras que la excentricidad estática y el

ranurado del estator lo son en un marco rotórico (IVMR). Se puede plantear entonces

la siguiente conclusión parcial:

CP7: La permeancia de un TFE no depende de marco de referencia adoptado, aunque

śı los términos del cálculo anaĺıtico de sus derivadas.

Al sustituir (3.82) o (3.83) en (3.78), se puede además plantear la siguiente con-

clusión parcial:
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CP8: Las IVME producen variaciones de las permeancias de los TFE frente a los

dientes del estator, y las IVMR frente a los dientes del rotor.

3.5 Sumario

En este caṕıtulo se presentaron los fundamentos del modelado con CME, y su

aplicación al caso particular de la MI. Se planteó la analoǵıa entre la red magnética

del CME y un circuito eléctrico, en la cual se estableció una correspondencia entre

el tubo de flujo y su śımil eléctrico el condensador, la permeancia y la capacidad, el

flujo magnético y la carga eléctrica, la DPM y la diferencia de potencial eléctrico.

Se compararon las restricciones para la aplicación del CME y del método AFB

para el cálculo de las inductancias presentado en el Cap. 2, aśı como sus respectivos

parámetros de operación: la función ventana y la permeancia con la distribución y la

función de bobinados.

Se planteó la derivación anaĺıtica en reemplazo de la numérica, con el propósito

inmediato de aumentar la resolución del modelo.

De la derivación de la función de entrehierro surgió que las irregularidades pueden

clasificarse en dos grupos:

• las IVME, como la excentricidad dinámica y el ranurado del rotor,

• las IVMR, como la excentricidad estática y el ranurado del estator.

Por último, se analizó la viabilidad del cálculo anaĺıtico de las permeancias y sus

derivadas con el CME, atendiendo a su costo computacional.
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Caṕıtulo 4

Resultados del cálculo de

parámetros

4.1 Introducción

En este caṕıtulo se presentarán los resultados del cálculo de los parámetros ob-

tenidos con el método AFB y el CME, correspondientes a la MI presentada en el

Cap. 3.

Para el cálculo de las inductancias aplicando el método AFB, se discretizó la

posición θ del rotor, y para cada valor de esa variable se resolvieron con métodos

numéricos las expresiones desarrolladas en el Cap. 2. De este modo, las distribuciones

y funciones de bobinados, aśı como las inductancias, resultaron también discretizadas.

Finalmente, las derivadas de estas funciones se obtuvieron también en forma numérica.

En el cálculo de las permeancias y sus derivadas para resolver el CME, se desarrolló

una expresión anaĺıtica de la función del entrehierro, la cual se sustituyó en las expre-

115
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siones desarrolladas en el Cap. 3. Las expresiones resultantes fueron implementadas

en un programa de cálculo simbólico.

4.2 Distribución y función de bobinados de las fa-

ses del estator

La Fig. 4.1 muestra las gráficas de la distribución y la función de bobinados de

la fase a del estator representado en la Fig. 3.3 con ELU. La primera es similar

a la de la Fig. 2.3(b), con las diferencias de tener cuatro polos y ser escalonada en

vez de rectangular, debido a la distribución del arrollamiento trifásico del estator.

La gráfica de la función de bobinados es igual a la de su distribución desplazada en

ordenadas, de modo que el valor medio es cero en ausencia de irregularidades del

entrehierro; o más precisamente y como se analizó en la Sec. 2.3.3, de aquellas que

no estén simétricamente distribuidas respecto de los planos neutros de las bobinas de

la fase a, como la excentricidad o un ranurado que no cumpliera con esa condición.

La gráfica de la función de bobinados es, entonces, similar a la de la Fig. 2.11(b),

pero con cuatro ciclos espaciales en vez de dos y presenta el escalonado debido a la

distribución del arrollamiento trifásico del estator.

4.3 Análisis de Fourier

El arrollamiento trifásico distribuido con bobinas concéntricas y cuatro ranuras

por polo y por fase mostrado en la Fig. 3.3, si bien es simétrico, produce distorsión

armónica en las FMM inducidas por las fases. Los doce dientes del estator centrados
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Figura 4.1: Distribución y función de bobinados de la fase a del estator con ELU.

en cada uno de los polos están enlazados por las bobinas interna y externa de un

mismo polo de cada una de las tres fases. Por su parte, los doce dientes ubicados en

los planos neutros entre polos adyacentes de una misma fase no están enlazados por

ninguna bobina de ésta, y śı lo están por la bobina interna y externa de un mismo polo

de cada una de las otras dos fases. Los restantes veinticuatro dientes están enlazados

sólo por la bobina externa de un polo de una fase y por las bobinas interna y externa

de un mismo polo de las otras dos. En consecuencia, los dientes centrados en los polos

tienen la mayor amplitud de FMM inducida, los ubicados en los planos neutros tienen

la menor amplitud, y los restantes tienen un valor intermedio.

La Fig. 4.2 muestra la śıntesis de Fourier de la función de bobinados de la fase a

con ELU graficada en la Fig. 4.1, desarrollada hasta sus armónicos tercero, quinto y

séptimo en un paso polar (radianes eléctricos), que corresponden al sexto, décimo y
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(c) Desarrollo hasta el séptimo armónico espacial.

Figura 4.2: Śıntesis de Fourier de la función de la fase a con ELU, dada en la Fig. 4.1.

decimocuarto en un giro completo (radianes geométricos) respectivamente, de acuerdo

a lo propuesto en [7]. Con la referencia de posición angular φs centrada en un polo de

la fase a, la función de bobinados de esa fase admite sólo armónicos cosenoidales, de

los cuales el fundamental, el quinto y el séptimo están invertidos. Debido a que las
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bobinas de paso entero inducen FMM con simetŕıa de media onda, el espectro admite

sólo armónicos de orden impar.

En cuanto a los lazos del rotor, el desarrollo armónico de su distribución y función

de bobinados, no graficado, es el de una onda espacial rectangular, por tratarse de

una jaula de ardilla.

Por otro lado, para atenuar el rizado del par, es práctica usual evitar que el número

de ranuras del rotor sea múltiplo de tres [11], lo cual es en śı mismo una asimetŕıa

constructiva. Si bien cada par de sectores enfrentados del estator y del rotor, forma

un patrón de enfrentamiento repetitivo, los dientes de los distintos sectores del estator

están enlazados por combinaciones de bobinas de las fases que sólo se repiten en el

sector diametralmente opuesto, es decir, en el siguiente par de polos.

La distorsión armónica debida a la distribución del arrollamiento trifásico y la

asimetŕıa debida al número de ranuras del rotor no múltiplo de tres están presentes

incluso en ausencia de irregularidades geométricas en el entrehierro.

4.4 Inductancias propias y mutuas de las fases del

estator y sus derivadas

Según se concluyó en la CP 8, entre las irregularidades geométricas del entrehierro

sólo las IVME producen variación de las inductancias propias y mutuas de las fases del

estator al cambiar el rotor de posición. Por eso, los resultados de cálculo presentados

en esta sección serán los del modelado de las IVME, mientras que sólo se comentarán

algunos de las IVMR.
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(b) Inductancias mutuas.

Figura 4.3: Efectos de la excentricidad dinámica sobre las inductancias propias y
mutuas de las fases del estator.

Excentricidad dinámica: Las Fig. 4.3(a) y 4.3(b) muestran las gráficas de las

inductancias propias de las tres fases del estator y mutuas entre los tres pares de

fases respectivamente, con excentricidad dinámica del 50 % (ed = 0, 5), en la posición

θ = 0, en la cual el punto más próximo del rotor está centrado en el polo S2 de la

fase a.

Como se observa, la excentricidad dinámica introduce una variación periódica con

una frecuencia espacial igual al número de polos, desfasada un tercio de ciclo eléctrico

o un sexto de vuelta geométrica entre las tres inductancias propias y las tres mutuas

(las gráficas se ven con secuencia inversa porque están desfasadas un doceavo de

vuelta, al haber tres fases con cuatro ciclos por revolución).

Un segundo efecto de la excentricidad dinámica es el aumento de los valores abso-

lutos de las inductancias propias y mutuas por sobre los correspondientes a un ELU.

El valor constante de inductancia propia de cualquier fase con ELU es 0.1350 H, y el

de inductancia mutua entre cualquier par de fases es −0.0568 H.

Las cuatro posiciones de máxima inductancia propia en cada fase son aquellas en

las que el punto más próximo del rotor pasa frente a los lados activos de las bobinas;

y las de mı́nima, en las que pasa frente al centro de un polo. Las cuatro posiciones
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(b) Inductancias mutuas.

Figura 4.4: Efectos de la excentricidad dinámica combinada con el ranurado del rotor
sobre las inductancias propias y mutuas de las fases del estator.

de máxima inductancia mutua (mı́nimo valor absoluto) entre cada par de fases son

aquellas en las que el punto más próximo del rotor pasa frente a polos Norte o Sur

en las dos fases del par; y las de mı́nima (máximo valor absoluto), en las que pasa

frente al Norte de una fase y al Sur de otra.

Ranurado del rotor y excentricidad dinámica: Las Fig. 4.4(a) y 4.4(b) corres-

ponden al mismo valor de excentricidad dinámica, combinada ahora con una apertura

de 2 mm en las ranuras del rotor. En esas dos figuras se muestran, además, las gráficas

correspondientes a las inductancias constantes de un ELU.

El ranurado del rotor introduce una segunda variación ćıclica, con una frecuencia
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(b) Mutua entre las fases a y b.

Figura 4.5: Efectos de la excentricidad dinámica y el ranurado del rotor sobre las
derivadas de las inductancias propias y mutuas de las fases del estator.

espacial igual al número de dientes del rotor.

La distancia entre dos polos adyacentes, medida en ranuras, aunque sean de fases

distintas, es igual al número de ranuras por polo y por fase:

q =
Ss

2P m
=

48

4 3
= 4[ranuras], (4.1)

donde P es el número de pares de polos y m el número de fases del estator.

Entonces, la posición relativa de los dientes del rotor enfrentados a un polo se

repite frente al polo siguiente al cabo de un giro de
4

48
de vuelta. Como este giro es

igual a 3
1

3
pasos de diente del rotor, que es un número no entero, cambia la posición

relativa de los dientes enfrentados al primero de estos dos polos, introduciendo el

desfasaje de un tercio de paso de diente observable en las figuras.

Además, el ranurado del rotor aumenta el entrehierro medio, con lo que dismi-

nuye el valor absoluto de las inductancias propias y mutuas de las fases del estator,

aproximando las gráficas de las Fig. 4.3(a) y 4.3(b) a las correspondientes a un ELU,

que son constantes.

Las Fig. 4.5(a) y 4.5(b) muestran, respectivamente, los efectos de los mismos

valores de excentricidad dinámica y apertura de las ranuras del rotor sobre la derivada
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de la inductancia propia de la fase a y mutua entre las fases a y b. En la escala de estas

gráficas, sólo se aprecia el efecto dominante del ranurado, ya que en las Fig. 4.4(a)

y 4.4(b) los flancos debidos al ranurado tienen más pendiente que la ondulación del

valor medio.

Efecto de las IVMR: La excentricidad estática tiene el mismo efecto sobre las in-

dutancias de las fases del estator que la excentricidad dinámica en la posición θ = 0.

Entonces, la excentricidad estática produce entre las inductancias propias, aśı como

entre las mutuas de las fases del estator, desigualdades constantes, iguales a las pro-

ducidas por la excentricidad dinámica en la posición θ = 0. En cuanto al ranurado del

estator, al igual que el del rotor, aumenta el entrehierro medio, con lo que disminuye

el valor medio absoluto de las inductancias propias y mutuas de las fases del estator

respecto al correspondiente a un ELU, sin introducir variación ćıclica.

4.5 Inductancias propias y mutuas de los lazos del

rotor y sus derivadas

Según se concluyó en la CP 8, entre las irregularidades geométricas del entrehierro

sólo las IVMR producen variación de las inductancias propias y mutuas de los lazos

del rotor al cambiar éste de posición. Por eso, los resultados de cálculo presentados

en esta sección serán los del modelado de las IVMR, mientras que sólo se comentarán

algunos de las IVME.
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Figura 4.6: Efectos de la excentricidad estática sobre las inductancias propias y mu-
tuas de los lazos del rotor.

Excentricidad estática: Las Fig. 4.6(a) y 4.6(b) muestran, respectivamente, las

gráficas de las inductancias propias de los lazos 40, 35, 30, 25 y 20 del rotor, regu-

larmente distribuidos en la mitad de la extensión angular del entrehierro, y de la

inductancia mutua entre el lazo 40 y los otros otros mencionados anteriormente. La

irregularidad modelada es la excentricidad estática en un valor del 50 % (ed = 0, 5),

por la cual la posición angular de entrehierro mı́nimo está centrada en el polo S2 de la

fase a. En esas dos figuras se muestran además las gráficas rectas de las inductancias

constantes correspondientes a un ELU.

Como se observa, la excentricidad estática introduce una variación ćıclica con

frecuencia espacial de una revolución. Las inductancias propias de los lazos están

desfasadas entre ellas un paso de diente. Las inductancias mutuas entre los pares de

lazos separados por dos pasos de diente, están desfasadas entre ellas ese mismo valor,

y aśı sucesivamente. En general, a medida que aumenta la separación entre los pares

de lazos, sus inductancias mutuas tienden a la simetŕıa de media onda, alcanzándola
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entre aquellos diametralmente opuestos, como el 40 y el 20 en la Fig. 4.6(b), entre los

que pasa a tener un desfasaje espacial de media vuelta.

Un segundo efecto de la excentricidad estática es el aumento del valor medio abso-

luto de las inductancias propias y mutuas, que para estas últimas es progresivamente

menor a medida que aumenta la separación entre los lazos.

La posición de máxima inductancia propia en cada lazo es aquella en la que

el respectivo diente del rotor más se aproxima al estator, y la posición de mı́nima

inductancia es la diametralmente opuesta, en la que más se aleja. La posición de

máxima inductancia mutua entre cada par de lazos depende del ángulo formado por

éstos. Si ese ángulo es agudo, como el formado por el par 40-35 en la Fig. 4.6(b), o

recto, como el formado por el par 40-30, el valor máximo se da en la posición en la

que el arco entre los dos lazos está centrado frente al punto más próximo del estator.

Si el ángulo es obtuso, como el formado por el par 40-25, el valor máximo no se da

en esa posición ya que la amplitud del ángulo aparta los lazos hacia posiciones en las

que el entrehierro es más ancho, y de esta forma surge un mı́nimo relativo del valor

absoluto. El máximo, que ha sido desplazado de su posición por la aparición de ese

mı́nimo, se aparta del centro del arco entre los dos lazos.

Ranurado del estator y excentricidad estática: Las Fig. 4.7(a) y 4.7(b) corres-

ponden al mismo valor de excentricidad estática, combinada ahora con una apertura

de 2.7 mm en las ranuras del estator. En esas dos figuras también se muestran las

gráficas correspondientes a las inductancias constantes de un ELU.

El ranurado del estator introduce una segunda variación ćıclica, ésta con una

frecuencia espacial igual a su número de dientes.
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Figura 4.7: Efectos de la excentricidad estática combinada con el ranurado del estator
sobre las inductancias propias y mutuas de los lazos del rotor.

Los núcleos del estator y del rotor se dividen en ocho sectores, de seis y cinco

dientes respectivamente. La cantidad de sectores resulta de aplicar el máximo común

divisor a los números de dientes del estator y del rotor:

mcd(Ss, Sr) = mcd(48, 40) = 8.

Las combinaciones entre sectores del estator y del rotor tienen el mismo patrón

de enfrentamiento, como se represetna en la Fig. 3.3. Las gráficas de inductancias

mostradas en las Fig. 4.7(a) y 4.7(b) corresponden a dientes del rotor espaciados

entre śı por un sector. Como se observa, las muescas de esas gráficas están en fase, lo

que no sucedeŕıa con las de otros dientes con distinta separación.

Además, el ranurado del estator aumenta el entrehierro medio, con lo que dismi-

nuye el valor medio absoluto de las inductancias propias y mutuas de los lazos del

rotor, aproximando las gráficas de las Fig. 4.7(a) y 4.7(b) a las correspondientes a un

ELU, que son constantes.

Las Fig. 4.8(a) y 4.8(b) muestran los efectos de los mismos valores de excentricidad
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Figura 4.8: Efectos de la excentricidad estática y el ranurado del estator sobre las
derivadas de las inductancias propias y mutuas de los lazos del rotor.

estática y apertura de las ranuras del estator sobre la derivada de la inductancia

propia del lazo 20 y mutua entre los lazos 40 y 35, respectivamente. En la escala de

esas gráficas, sólo se aprecia el efecto dominante del ranurado, ya que en las Fig. 4.7(a)

y 4.7(b), correspondientes a sus primitivas, los flancos debidos al ranurado tienen más

pendiente que la ondulación del valor medio.

Efecto de las IVME: La excentricidad dinámica tiene el mismo efecto sobre las

inductancias de los lazos del rotor que la excentricidad estática en la posición θ = 0.

Entonces, la excentricidad dinámica produce entre las inductancias propias, aśı como

entre las mutuas de los lazos del rotor, desigualdades constantes, iguales a las pro-

ducidas por la excentricidad estática en la posición θ = 0. En cuanto al ranurado del

rotor, al igual que el del estator, aumenta el entrehierro medio, con lo que disminuye

el valor medio absoluto de las inductancias propias y mutuas de los lazos del rotor

respecto al correspondiente a un ELU, sin introducir variación ćıclica.
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4.6 Inductancias mutuas entre las fases del estator

y los lazos del rotor y sus derivadas

Las inductancias mutuas entre las fases del estator y los lazos del rotor son afec-

tadas tanto por las IVME como por las IVMR. A continuación, se presentarán los

resultados del cálculo de las inductancias mutuas y sus derivadas entre la fase a del

estator y los lazos 40, 35, 30, 25 y 20 del rotor, distribuidos regularmente en la mitad

de la periferia del rotor,.

Excentricidad: La Fig. 4.9(a) y 4.9(b) muestran las gráficas de las inductancias

mencionadas, con excentricidad estática y dinámica respectivamente, ambas con un

valor del 50 % (ee = 0, 5 y ed = 0, 5) y considerando al entrehierro liso. La excentri-

cidad estática aproxima al rotor al centro del polo S2 de la fase a, y la dinámica hace

que el rotor ocupe esa misma posición en θ = 0. En esas figuras se ven, además, las

gráficas correspondientes a un ELU, con forma de trapecio.

Con ELU, la inductancia mutua entre una fase del estator y un lazo del rotor

tiene una variación ćıclica de dos peŕıodos por revolución, debido al enfrentamiento

sucesivo del lazo a los cuatro polos alternados de esa fase. La inductancia mutua es

positiva en las posiciones en las que el lazo está frente a un polo Norte, y negativa en

las que está frente a un polo Sur, debido al sentido positivo de referencia adoptado

para la inducción, indicado en la Fig. 3.2.

Debido a que la referencia de posición angular sobre el estator φs está centrada

en un polo de la fase a, y que la referencia de posición angular sobre el rotor φr está

centrada en el lazo 40, las inductancias mutuas entre esa fase y los lazos 40, 30 y 20
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Figura 4.9: Efectos de las excentricidades estática y dinámica, con entrehierro liso,
sobre las inductancias mutuas entre la fase a del estator y los lazos 40, 35, 30, 25 y
20 del rotor.

son funciones pares, mientras que entre la misma fase y los lazos 35 y 25 son impares.

Por otra parte, las excentricidades estática o dinámica aportan una segunda va-

riación ćıclica de un peŕıodo por revolución.

Debido a que la excentricidad estática, aśı como la dinámica en la posición θ = 0,

están alineadas con el centro de un polo de la fase a, las inductancias mutuas entre
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esa fase y los lazos 40, 30 y 20 para ambas excentricidades son también funciones

pares, mientras que entre la misma fase y los lazos 35 y 25 son impares.

Como en las posiciones θ = 0 y θ = 2π el rotor tiene la misma ubicación en

la cavidad del estator con cualquiera de las dos excentricidades, los valores de la

inductancia mutua entre la fase a y cada lazo son los mismos en los extremos de

abscisas de las dos gráficas.

Pueden hacerse, además, otras observaciones comparativas entre las Fig. 4.9(a)

y 4.9(b). Con respecto a la excentricidad estática, se puede mencionar:

1. las inductancias mutuas entre la fase a (también es válido para las fases b y c)

y los distintos lazos del rotor tienen el mismo valor en posiciones θ del rotor

separadas entre śı un paso de sus dientes;

2. la inductancia mutua entre la fase a (también es válido para las fases b y c) y

cada lazo del rotor es una función trapezoidal de valor medio nulo, modulada

por su distancia angular al punto de entrehierro mı́nimo;

3. la inductancia mutua entre la fase a y cada lazo del rotor tiene máximo valor

absoluto en la posición en que el lazo más se aproxima al estator;

4. la inductancia mutuas entre la fase a (también es válido para las fases b y c)

y cada lazo del rotor alcanza su valor absoluto máximo frente a cada polo en

uno de sus bordes, o ambos si el polo es el más próximo o más alejado del

rotor, y pasa por un mı́nimo relativo en las posiciones frente al interior de los

polos, excepto frente al polo más cercano al rotor, donde pasa por un máximo

absoluto.
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Análogamente, en la Fig. 4.9(b), que corresponde excentricidad dinámica, se puede

enunciar que:

1. las inductancias mutuas entre la fase a (también es válido para las fases b y

c) y los distintos lazos del rotor tienen distintas amplitudes, mayores hacia el

lazo 40, el más próximo al estator, y menores hacia el lazo 20, diametralmente

opuesto;

2. la inductancia mutua entre la fase a y los lazos 40, 30 y 20 del rotor, ortogonales

en un MR, tienen el mismo valor en las dos posiciones extremas frente a cada

polo; en cambio la inductancia mutua entre la misma fase y los lazos 35 y 25,

oblicuos en el mismo marco de referencia, tienen valor absoluto respectivamente

creciente y decreciente en todo el paso de esos lazos frente a cada polo;

3. la inductancia mutua entre la fase a y los lazos del rotor tiene amplitud máxima

con el lazo 40, que se mantiene más próximo al estator, y disminuye progresi-

vamente con los otros lazos hasta el 20, diametralmente opuesto;

4. la inductancia mutua entre la fase a y cada lazo del rotor alcanza su valor

absoluto máximo frente a cada polo en uno de sus bordes, o en ambos si el lazo

es ortogonal en un MR.

La Fig. 4.10 muestra las gráficas de las derivadas de las inductancias de la Fig. 4.9.

Como las inductancias mutuas entre las fases del estator y los lazos del rotor son

positivas con aquellos lazos ubicados frente a los polos Norte y negativas con los

ubicados frente a los polos Sur, los pulsos rectangulares de las derivadas son positivos
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Figura 4.10: Efectos de las excentricidades estática y dinámica, con entrehierro liso,
sobre la derivada de las inductancias mutuas entre la fase a del estator y los lazos 40,
35, 30, 25 y 20 del rotor.

en las posiciones en las que los lazos del rotor pasan desde el enfrentamiento a un

polo Sur hacia el enfrentamiento a un polo Norte y viceversa.

Al revés que las inductancias mutuas entre la fase a y los lazos 40, 30 y 20 del

rotor, sus derivadas son funciones impares, mientras que entre la misma fase y los

lazos 35 y 25 son pares.
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Figura 4.11: Zona de transición entre los polos S2 y N1 de la fase a.

Los valores de las derivadas son los mismos en los extremos de abscisas de las dos

gráficas, de la misma forma que para las inductancias.

Los tres pulsos en forma de tridente en el paso de un polo a otro se deben a

la distribución de los bobinados. Con el movimiento del rotor, cada una de las dos

ranuras de un lazo pasan escalonadamente de enfrentarse a una o a las dos bobinas

que forman cada uno de los polos. La Fig. 4.11, en la que las ranuras del estator se

representan como ćırculos superpuestos al núcleo, muestra por ejemplo la zona de

transición por la que pasa un lazo del rotor desde su enfrentamiento al polo S2 hasta

el N1 de la fase a. Al moverse el rotor en sentido antihorario, cada ranura de ese lazo

enfrenta a los dientes 4 a 8 del estator, en orden creciente de numeración. El diente

4 es enlazado por las dos bobinas del polo Sa2, el diente 5 por una sola, el 6 por

ninguna, el 7 por una bobina del polo Na1 y finalmente el 8 por las dos bobinas del

Na1.
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Figura 4.12: Efectos de las excentricidades estática y dinámica, y del ranurado del
estator, sobre las inductancias mutuas entre la fase a del estator y los lazos 40, 35,
30, 25 y 20 del rotor.

Ranurado del estator: La Fig. 4.12 muestra las gráficas de las mismas inductan-

cias mutuas de la Fig. 4.9, también correspondientes a las excentricidades estática y

dinámica de valores ee = 0, 5 y ed = 0, 5, a los que ahora se suma una apertura de

2, 7 mm en las ranuras del estator, manteniendo el rotor liso.

El ranurado del estator, al igual que la excentricidad estática, hace variar periódi-
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Figura 4.13: Efectos de las excentricidades estática y dinámica, y del ranurado del
estator, sobre las derivadas de las inductancias mutuas entre la fase a del estator y
los lazos 40, 35, 30, 25 y 20 del rotor.

camente el valor del entrehierro frente a cada una de las dos ranuras del lazo j, en su

paso frente a la fase a. Introduce, entonces, una tercera variación ćıclica en las induc-

tancias mutuas, cuya frecuencia espacial es igual al número de dientes del estator, que

se ve como un rizado en la Fig. 4.12, diferenciándose de la Fig. 4.9, correspondiente

a los mismos valores de excentricidad pero con entrehierro liso.

Debido a que la referencia de posición angular sobre el estator φs, al estar centrada

en un polo de la fase a, también lo está en el diente 48 (ver Fig. 3.3), también los

rizados de las inductancias mutuas entre esa fase y los lazos 40, 30 y 20 son funciones

pares, mientras que los de las inductancias mutuas entre la misma fase y los lazos 35

y 25 son impares.

Igual a como sucede en la Fig. 4.9 con las excentricidades pero sin ranurado, en

la Fig. 4.12 los valores en los extremos de abscisas de las dos gráficas son iguales.
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Figura 4.14: Efectos de las excentricidades estática y dinámica, y del ranurado del
rotor, sobre las inductancias mutuas entre la fase a del estator y los lazos 40, 35, 30,
25 y 20 del rotor.

La Fig. 4.13 muestra la gráfica de la derivada de la inductancia mutua entre la

fase a y el lazo 40, a la que el ranurado del estator aporta rizado, distinguiéndola de la

Fig. 4.10, que corresponde a los mismos valores de excentricidad pero con entrehierro

liso. Esa derivada, aśı como las de las inductancias mutuas entre la misma fase y los

lazos 30 y 20 son funciones impares, mientras que las derivadas de las inductancias
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Figura 4.15: Efectos de las excentricidades estática y dinámica, y del ranurado del
rotor, sobre las derivadas de las inductancias mutuas entre la fase a del estator y los
lazos 40, 35, 30, 25 y 20 del rotor.

mutuas con los lazos 35 y 25 son pares.

Ranurado del rotor: La Fig. 4.14 muestra las gráficas de las mismas inductancias

mutuas de la Fig. 4.9, correspondientes a las excentricidades estática y dinámica de

valores ee = 0, 5 y ed = 0, 5, a los que ahora se suma una apertura de 2, 0 mm en las

ranuras del rotor, manteniendo el estator liso.

El ranurado del rotor aumenta el valor del entrehierro medio frente a un lazo j,

disminuyendo entonces la amplitud de la inductancia mutua entre éste y las fases.

Ésto se nota fácilmente comparando los valores de Lsra40(θ = 0) en las gráficas de la

Fig. 4.14 con los de la Fig. 4.9 correspondientes a entrehierro liso.

La Fig. 4.15 muestra la gráfica de la derivada de la inductancia mutua entre la fase

a y el lazo 40, a la que el ranurado del rotor disminuye su amplitud en comparación
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con la gráfica de la Fig. 4.10 que corresponde a los mismos valores de excentricidad

para entrehierro liso. Esa derivada, aśı como las de las inductancias mutuas entre la

misma fase y los lazos 30 y 20 son funciones impares, mientras que las derivadas de

las inductancias mutuas con los lazos 35 y 25 son pares.

4.7 Permeancias de los tubos de flujo del entrehie-

rro y sus derivadas

Según se concluyó en la CP 5, la derivada de la permeancia de un TFE tiene dos

términos, uno atribuible a la variación del área enfrentada por los dientes, y el otro a

la variación de su distancia radial. Además, según la CP 7, la permeancia de un TFE

no depende del marco de referencia, aunque śı sus derivadas.

De acuerdo a esas conclusiones, los resultados del cálculo de las permeancias pre-

sentados en esta sección serán únicos, y los de sus derivadas se discriminarán en la

componente debida a la variación del área enfrentada (VAE) y de la distancia radial

(VDR), tanto en un ME como en un MR.

Según la CP 8, las IVME producen variaciones de las permeancias de los TFE

frente a los dientes del estator, y las IVMR frente a los dientes del rotor. Dicho de otra

forma, en un ME (variable φs), sólo las IVME aportan variación de la permeancia de

un TFE por VDR, mientras que en un MR (variable φr), sólo lo hacen las IVMR.

Por eso, en esta sección a cada irregularidad corresponden tres gráficas de derivadas

de las permeancias de los TFE: una por VAE en cada marco de referencia más una

derivada por VDR.
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(a) De entrada.
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j

(b) Central.

i

j

(c) De salida.

Figura 4.16: Intervalos de enfrentamiento entre dos dientes, entrehierro liso.

i

j

(a) De entrada frente a la ranura.

i

j

(b) De entrada frente al diente.

i

j

(c) Central.

Figura 4.17: Intervalos de enfrentamiento entre dos dientes, estator ranurado.

La Fig. 4.16 muestra los tres intervalos angulares en que se puede dividir el paso de

un diente j del rotor frente a un diente i del estator, considerando liso al entrehierro.

El primer intervalo es el representado en la Fig. 4.16(a), en el que sólo la ranura

adelantada del diente j enfrenta al diente i. El segundo intervalo es el representado

en la Fig. 4.16(b), en el que el diente j enfrenta las dos ranuras del diente i. El tercer

intervalo es el representado en la Fig. 4.16(c), en el que sólo la ranura atrasada del

diente j enfrenta al diente i.
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(a) De entrada de la ranura.

i

j

(b) De entrada del diente.

i

j

(c) Central.

Figura 4.18: Intervalos de enfrentamiento entre dos dientes, rotor ranurado.

En esta sección, esos tres intervalos angulares de enfrentamiento se designarán

como de entrada, central y de salida respectivamente.

La Fig. 4.17 muestra los tres primeros entre los cinco intervalos angulares en que

se puede dividir el paso de un diente j del rotor frente a un diente i del estator,

considerando al estator ranurado y al rotor liso. El primer intervalo es el representado

en la Fig. 4.17(a), en el que la ranura adelantada del diente j enfrenta la ranura

anterior del diente i. El segundo intervalo es el representado en la Fig. 4.17(b), en

el que la ranura adelantada del diente j enfrenta al diente i. El tercer intervalo es el

representado en la Fig. 4.17(c), en el que el diente j enfrenta a las dos ranuras del

diente i.

En esta sección, esos tres intervalos angulares de enfrentamiento se designarán

como de entrada frente a la ranura, de entrada frente al diente y central respecti-

vamente. Los intervalos cuarto y quinto, no representados, son el de salida frente al
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diente y de salida frente a la ranura.

La Fig. 4.18 muestra los tres primeros entre los cinco intervalos angulares en que

se puede dividir el paso de un diente j del rotor frente a un diente i del estator,

considerando al estator liso y al rotor ranurado. El primer intervalo es el representado

en la Fig. 4.18(a), en el que la ranura adelantada del diente j enfrenta la ranura

anterior del diente i. El segundo intervalo es el representado en la Fig. 4.18(b), en

el que la ranura adelantada del diente j enfrenta al diente i. El tercer intervalo es el

representado en la Fig. 4.18(c), en el que las dos ranuras del diente j enfrentan a las

del diente i.

En esta sección, esos tres intervalos angulares de enfrentamiento se designarán

como de entrada de la ranura, entrada del diente y central respectivamente. Los

intervalos cuarto y quinto, no representados, son el de salida del diente y de la ranura.

Excentricidad estática: La Fig. 4.19 muestra las gráficas de las permeancias de

los TFE y sus derivadas, entre el diente 40 del rotor y los dientes del estator, con

excentricidad estática del 50 % y entrehierro liso.

Debido a la excentricidad, las gráficas de las derivadas por VAE en ambos marcos

de referencia tienen como envolvente una función coseno, mientras que la gráfica de

la derivada por VDR en un MR tiene como envolvente una función seno.

El diente 40 del rotor enfrenta al 48 del estator, ante el cual el entrehierro es mı́ni-

mo debido a la excentricidad, en las posiciones θ = 0 ≡ 2π. En el TFE proyectado

por el enfrentamiento de ese par de dientes, la permeancia y sus derivadas por VAE

en ambos marcos de referencia alcanzan su valor máximo, mientras que la derivada

por VDR es nula. El mismo diente del rotor enfrenta al 24 del estator, ante el cual
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(d) Derivadas en un MR por VAE.

Figura 4.19: Permeancias de los TFE y sus derivadas, entre los dientes del estator y
el diente 40 del rotor, con excentricidad estática del 50 % y entrehierro liso.

el entrehierro es máximo, en la posición θ = π. En el TFE proyectado por el enfren-

tamiento de ese par de dientes, la permeancia y sus derivadas por VAE en ambos

marcos de referencia alcanzan su valor mı́nimo y la derivada por VDR es nula.

En las posiciones θ =
1

2
π y θ =

3

2
π, el diente 40 del rotor enfrenta a los dientes
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12 y 36 del estator, teniendo máximo valor absoluto la derivada por VDR.

Como se concluyó en la CP 7, los términos del cálculo anaĺıtico de las derivadas

de las permeancias dependen del marco de referencia. Como la derivada total, cuyo

valor es igual al que se obtendŕıa por cálculo numérico, es independiente del marco

de referencia, resulta:

∂PME
sr vae

∂θ
+
∂PME

sr vdr

∂θ
=
∂PMR

sr vae

∂θ
+
∂PMR

sr vdr

∂θ
, (4.2)

donde los sub́ındices vae y vdr corresponden a los términos por variación del área

enfrentada y de la distancia radial respectivamente, y los supeŕındices al marco de

referencia.

Dado que las gráficas de la Fig. 4.19 corresponden a excentricidad estática, que es

una IVMR, el segundo término en (4.2) es nulo y ésta se reduce a:

∂PME
sr vae

∂θ

∣∣∣∣∣∣
IV MR

=
∂PMR

sr vae

∂θ
+
∂PMR

sr vdr

∂θ
. (4.3)

La relación entre los términos de (4.3) es la que presentan las gráficas de las

Fig. 4.19(b), 4.19(c) y 4.19(d), en el mismo orden.

La Fig. 4.20 muestra una ampliación de la 4.19 con sólo las gráficas correspon-

dientes al TFE entre los dientes 12 del estator y 40 del rotor.

El enfrentamiento entre ese par de dientes comienza en la posición θ en que la

ranura adelantada del diente 40 del rotor cruza la ranura anterior del diente 12 del

estator, posición en que las gráficas de las derivadas por VAE en ambos marcos de

referencia presentan un flanco vertical ascendente. En las posiciones anteriores a ese

cruce, no hay enfrentamiento entre este par de dientes y tanto la permeancia como

sus derivadas son nulas. En la Fig. 4.20 pueden reconocerse los intervalos angulares

representados en la Fig. 4.16.
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θ [rad geo]
(1/2)π

×10-5

-3

-2

-1

0

1

2

3
∂ P

vae12-40
MR  / ∂θ [H/rad]

(d) Derivada en un MR por VAE.

Figura 4.20: Permeancias de los TFE y sus derivadas, entre el diente 12 del estator y
el 40 del rotor, con excentricidad estática del 50 % y entrehierro liso.

Intervalo de entrada, Fig. 4.20(a): en las posiciones inmediatas siguientes, el área

enfrentada avanza cruzando ĺıneas de inducción progresivamente más largas debido

a la excentricidad. Como resultado, la permeancia continúa aumentando porque lo

hace el área enfrentada, aunque ya más lentamente.

Intervalo de entrada, Fig. 4.20(b): dado que con excentricidad estática el valor del

entrehierro frente a cada ranura del rotor aumenta en su paso frente al diente 12 del

estator, disminuye el valor de la derivada por VAE en un ME.

Intervalo de entrada, Fig. 4.20(c): el aumento de longitud de las ĺıneas de inducción
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ganadas por el área enfrentada hace disminuir la derivada por VDR en un MR.

Intervalo de entrada, Fig. 4.20(d): dado que con excentricidad estática el valor del

entrehierro frente a cada ranura del estator es constante, también lo es el valor de la

derivada por VAE en un MR.

En la posición θ en que la ranura adelantada del diente 40 del rotor enfrenta la

ranura posterior del diente 12 del estator, hay un flanco vertical descendente en las

gráficas de las derivadas por VAE en ambos marcos de referencia.

Intervalo central, Fig. 4.20(a): en posiciones θ del rotor posteriores a ese cruce

de ranuras, dado que el paso de diente del rotor es mayor al del estator, este último

queda totalmente enfrentado y la gráfica de permeancia alcanza su valor máximo.

Intervalo central, Fig. 4.20(b): con los dientes totalmente enfrentados, la derivada

por VAE en un ME es nula, al igual que la total.

Intervalo central, Fig. 4.20(c) y 4.20(d): los dos términos de la derivada en un MR

tienen el mismo valor absoluto pero signo opuesto, de modo que su suma es nula.

En la posición θ en que la ranura adelantada del diente 40 del rotor enfrenta la

ranura posterior del diente 12 del estator, hay un flanco vertical descendente en las

gráficas de las derivadas por VAE en ambos marcos de referencia.

En las posiciones inmediatas siguientes comienza el intervalo de salida del diente 40

del rotor en su paso frente al 12 del estator, al que se puede extender la interpretación

hecha para los intervalos anteriores.

Ranurado del estator: La Fig. 4.21 muestra las gráficas de las permeancias de

los TFE entre los dientes del estator y el diente 40 del rotor, con el mismo valor de

excentricidad estática del 50 %, al que se suma una apertura de 2.7 mm en las ranuras
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del estator.

La variación de la longitud de las ĺıneas de inducción en una posición fija sobre

el rotor φr debida al ranurado del estator supera la variación de longitud debida a

la excentricidad estática. Entonces, la envolvente de las gráficas de las derivadas por

VDR en un MR tiene la forma de la envolvente de las gráficas de las permeancias, en

vez de su derivada, como sucede en la Fig. 4.19.

Las Fig. 4.22 y 4.23 corresponden al estator ranurado y rotor liso, sin excentricidad

y con excentricidad estática respectivamente.

El enfrentamiento entre ese par de dientes comienza en la posición θ en que la

ranura adelantada del diente 40 del rotor cruza al centro de la ranura anterior del

diente 12 del estator, que está abierta, posición en que las gráficas de las derivadas

por VAE en ambos marcos de referencia presentan un flanco vertical ascendente. En

las posiciones anteriores a ese cruce, no hay enfrentamiento entre este par de dientes

y tanto la permeancia como sus derivadas son nulas. En las Fig. 4.22 y 4.23 pueden

reconocerse los intervalos angulares representados en la Fig. 4.17.

Intervalo de entrada frente a la ranura anterior del diente 12 del estator, Fig. 4.22(a)

y 4.23(a): a partir de la posición de inicio del enfrentamiento, el área enfrentada avan-

za cruzando ĺıneas de inducción frente a la ranura anterior del diente 12 del estator,

que está abierta. Como esas ĺıneas son progresivamente más cortas, la permeancia au-

menta en forma creciente y su gráfica en ese intervalo tiene curvatura cóncava hacia

arriba.

Intervalo de entrada frente a la ranura anterior del diente 12 del estator, Fig. 4.22(b)

y 4.22(c): el acortamiento progresivo de las ĺıneas de inducción produce una curvatura
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(d) Derivadas en un MR por VAE.

Figura 4.21: Permeancias de los TFE y sus derivadas, entre los dientes del estator y
el diente 40 del rotor, con excentricidad estática del 50 %, apertura de 2.7 mm en las
ranuras del estator y rotor liso.

cóncava hacia arriba en las derivadas por VAE en un ME y por VDR en un MR.

Intervalo de entrada frente a la ranura anterior del diente 12 del estator, Fig. 4.22(d)

y 4.23(d): dado que con excentricidad estática el valor del entrehierro frente a cada

ranura del estator es constante, también lo es el valor de su derivada por VAE en un
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(b) Derivada en un ME por VAE.
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(c) Derivada en un MR por VDR.
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(d) Derivada en un MR por VAE.

Figura 4.22: Permeancia del entrehierro y su derivada, entre el diente 12 del estator
y el 40 del rotor, sin excentricidad, apertura de 2.7 mm en las ranuras del estator y
rotor liso.

MR.

Intervalo de entrada frente al diente 12 del estator: una vez que la ranura adelan-

tada del diente 40 del rotor cruza la arista anterior del diente 12 del estator, el área

enfrentada cruza ĺıneas de inducción entre ambos dientes. Si no hay excentricidad,

esas ĺıneas son de longitud constante, la permeancia aumenta linealmente y sus deri-

vadas en un MR tienen valor constante. Si en cambio hay excentricidad estática, las

ĺıneas cruzadas por el avance del área enfrentada ante el diente son progresivamente

más largas y las derivadas por VAE en un MR y por VDR en un ME disminuyen su
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(b) Derivada en un ME por VAE.
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(c) Derivada en un MR por VDR.
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(d) Derivada en un MR por VAE.

Figura 4.23: Permeancia del entrehierro y su derivada, entre el diente 12 del estator y
el 40 del rotor, con excentricidad estática del 50 %, apertura de 2.7 mm en las ranuras
del estator y rotor liso.

valor.

Intervalo de entrada frente al diente 12 del estator, Fig. 4.22(b), 4.23(b), 4.22(c)

y 4.23(c): en las posiciones en que ambas ranuras abiertas del diente 12 del estator

son enfrentadas por el diente 40 del rotor, las ĺıneas de inducción que inciden sobre

la anterior se acortan con el aumento de posición, mientras que en la posterior se

alargan. Según sea la tendencia dominante, las gráficas de la derivada por VAE en un

ME y por VDR en un MR presentan curvatura cóncava hacia abajo o hacia arriba

en torno a la posición de alineación de los centros de ambos dientes.
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Intervalo de entrada frente al diente 12 del estator, Fig. 4.22(d) y 4.23(d): en la

posición θ en que el centro de la ranura posterior del diente 12 del estator, que está

abierta, es enfrentada por la ranura adelantada del diente 40 del rotor, las derivadas

por VAE en un MR se anulan porque ninguno de los dos centros de las ranuras abiertas

del diente del rotor enfrenta al diente 48 del estator.

Esta interpretación se puede extender a los intervalos de salida del diente 40 del

rotor en su paso frente al diente 12 del estator y su ranura posterior.

Puede observarse que la amplitud de la derivada por VAE en un MR en las

Fig. 4.22(c) y 4.23(c) es mucho mayor que la misma amplitud en la Fig. 4.20(c),

porque la variación de longitud de las ĺıneas de inducción que inciden sobre el diente

40 del rotor debida al ranurado, es mucho mayor que la debida a la excentricidad

estática.

Excentricidad dinámica: La Fig. 4.24 muestra las gráficas de las permeancias de

los TFE y sus derivadas, entre el diente 48 del estator y los dientes del rotor, con

excentricidad dinámica del 50 % y entrehierro liso.

El diente 48 del estator es enfrentado por el 40 del rotor, ante el cual el entrehierro

es mı́nimo debido a la excentricidad, en las posiciones θ = 0 ≡ 2π. En el TFE

proyectado por el enfrentamiento de ese par de dientes, la permeancia y sus derivadas

por VAE en ambos marcos de referencia alcanzan su valor máximo, mientras que

la derivada por VDR es nula. El mismo diente del estator es enfrentado por el 20

del rotor, ante el cual el entrehierro es máximo, en la posición θ = π. En el TFE

proyectado por el enfrentamiento de ese par de dientes, la permeancia y sus derivadas

por VAE en ambos marcos de referencia alcanzan su valor mı́nimo y la derivada por
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(d) Derivada en un ME por VAE.

Figura 4.24: Permeancias de los TFE y sus derivadas, entre el diente 48 del estator y
los dientes del rotor, con excentricidad dinámica del 50 % y entrehierro liso.

VDR es nula.

En las posiciones θ =
1

2
π y θ =

3

2
π, en las que el diente 48 del estator es enfrentado

por los dientes 10 y 30 del rotor, la derivada por VDR tiene máximo valor absoluto.

Dado que las gráficas de la Fig. 4.24 corresponden a excentricidad dinámica, que
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(d) Derivada en un ME por VAE.

Figura 4.25: Permeancia del entrehierro y sus derivadas, entre el diente 48 del estator
y el 10 del rotor, con excentricidad dinámica del 50 % y entrehierro liso.

es una IVME, el cuarto término en (4.2) es nulo y ésta se reduce a:

∂PMR
sr vae

∂θ

∣∣∣∣∣∣
IV ME

=
∂PME

sr vae

∂θ
+
∂PME

sr vdr

∂θ
. (4.4)

La relación entre los términos de (4.4) es la que presentan las gráficas de las

Fig. 4.24(b), 4.24(c) y 4.24(d), en el mismo orden.

La Fig. 4.25 muestra una ampliación de la 4.24 con sólo las gráficas correspon-

dientes al TFE entre los dientes 48 del estator y el 10 del rotor.

El enfrentamiento entre ese par de dientes comienza en la posición θ en que la

ranura adelantada del diente 10 del rotor cruza la ranura anterior del diente 48 del
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estator, posición en que las gráficas de las derivadas por VAE en ambos marcos de

referencia presentan un flanco vertical ascendente. En las posiciones anteriores a ese

cruce, no hay enfrentamiento entre este par de dientes y tanto la permeancia como

sus derivadas son nulas. En la Fig. 4.25 pueden reconocerse los intervalos angulares

representados en la Fig. 4.16.

Intervalo de entrada, Fig. 4.25(a): en las posiciones inmediatas siguientes, el área

enfrentada avanza cruzando ĺıneas de inducción progresivamente más cortas debido a

la excentricidad. Como resultado, la permeancia aumenta más rápidamente.

Intervalo de entrada, Fig.4.25(b): dado que con excentricidad dinámica el valor

del entrehierro frente a cada ranura del estator disminuye al pasar frente a ella el

diente 10, aumenta el valor de la derivada por VAE en un MR.

Intervalo de entrada, Fig. 4.25(c): la disminución de longitud de las ĺıneas de

inducción sobre las que avanza el área enfrentada hace aumentar la derivada por

VDR en un ME.

Intervalo de entrada, Fig.4.25(d): dado que con excentricidad dinámica el valor

del entrehierro frente a cada ranura del rotor es constante, también lo es el valor de

la derivada por VAE en un ME.

En la posición θ en que la ranura adelantada del diente 10 del rotor enfrenta la

ranura posterior del diente 48 del estator, hay un flanco vertical descendente en las

gráficas de las derivadas por VAE en ambos marcos de referencia.

Intervalo de enfrentamiento total, Fig. 4.25(a): en posiciones θ del rotor posteriores

a ese cruce, dado que el paso de diente del rotor es mayor al del estator, este último

queda totalmente enfrentado y la gráfica de permeancia alcanza su valor máximo.
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Intervalo de enfrentamiento total, Fig.4.25(b): con los dientes totalmente enfren-

tados, la derivada por VAE en un MR es nula, al igual que la total.

Intervalo de enfrentamiento total, 4.25(c) y 4.25(d): los dos términos de la derivada

en un ME tienen el mismo valor absoluto y signo opuesto, de modo que su suma es

nula.

En la posición θ en que la ranura adelantada del diente 10 del rotor enfrenta la

ranura posterior del diente 48 del estator, hay un flanco vertical descendente en las

gráficas de las derivadas por VAE en ambos marcos de referencia.

En las posiciones inmediatas siguientes comienza el intervalo de salida del diente 10

del rotor en su paso frente al 48 del estator, al que se puede extender la interpretación

hecha para los intervalos anteriores.

Ranurado del rotor: La Fig. 4.26 muestra las gráficas de las permeancias de los

TFE entre el diente 48 del estator y los dientes del rotor, con el mismo valor de

excentricidad dinámica del 50 %, al que se suma una apertura de 2.0 mm en las

ranuras del rotor.

La variación de la longitud de las ĺıneas de inducción en una posición fija sobre

el estator φs debida al ranurado del rotor supera la variación de longitud debida a la

excentricidad dinámica. Entonces, la envolvente de las gráficas de las derivadas por

VDR en un ME tiene la forma de la envolvente de las gráficas de las permeancias, en

vez de su derivada, como sucede en la Fig. 4.24.

Las Fig. 4.27 y 4.28 corresponden al estator liso y rotor ranurado, sin excentricidad

y con excentricidad dinámica respectivamente.

El enfrentamiento entre ese par de dientes comienza en la posición θ en que el
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(d) Derivada en un ME por VAE.

Figura 4.26: Permeancias de los TFE y sus derivadas, entre el diente 48 del estator y
los dientes del rotor, con excentricidad dinámica del 50 %, estator liso y una apertura
de 2.0 mm en las ranuras del rotor.

centro de la ranura adelantada del diente 10 del rotor, que está abierta, cruza la

ranura anterior del diente 48 del estator, posición en que las gráficas de las derivadas

por VAE en ambos marcos de referencia presentan un flanco vertical ascendente. En

las posiciones anteriores a ese cruce, no hay enfrentamiento entre este par de dientes
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θ [rad geo]
(3/2)π

×10-6

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
P

48-10
 [H]

(a) Permeancia.

θ [rad geo]
(3/2)π

×10-5

-3

-2

-1

0

1

2

3
∂ P

vae48-10
MR  / ∂θ [H/rad]

(b) Derivada en un MR por VAE.

θ [rad geo]
(3/2)π

×10-5

-2

-1

0

1

2
∂ P

vdr48-10
ME  / ∂θ [H/rad]

(c) Derivada en un MR por VDR.

θ [rad geo]
(3/2)π

×10-6

-5

0

5
∂ P

vae48-10
ME  / ∂θ [H/rad]

(d) Derivada en un ME por VAE.

Figura 4.27: Permeancia del entrehierro y sus derivadas, entre el diente 48 del estator
y el 10 del rotor, sin excentricidad, con estator liso y una apertura de 2.0 mm en las
ranuras del rotor.

y tanto la permeancia como sus derivadas son nulas. En las Fig. 4.27 y 4.28 pueden

reconocerse los intervalos angulares representados en la Fig. 4.18.

Intervalo de entrada de la ranura adelantada del diente 10 del rotor, Fig. 4.27(a)

y 4.28(a): a partir de la posición de inicio del enfrentamiento, sobre la ranura ade-

lantada del diente 10 del rotor, que está abierta, inciden ĺıneas de inducción frente al

diente 48 del estator. Como esas ĺıneas son progresivamente más cortas, la permeancia

aumenta en forma creciente y sus gráficas en ese intervalo tiene curvatura cóncava

hacia arriba.
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Figura 4.28: Permeancia del entrehierro y sus derivadas, entre el diente 48 del estator
y el 10 del rotor, con excentricidad dinámica del 50 %, estator liso y una apertura de
2.0 mm en las ranuras del rotor.

Intervalo de entrada de la ranura adelantada del diente 10 del rotor, Fig. 4.27(b)

y 4.27(c): el acortamiento progresivo de las ĺıneas de inducción produce una curvatura

cóncava hacia arriba en las derivadas por VAE en un MR y por VDR en un ME.

Intervalo de entrada de la ranura adelantada del diente 10 del rotor, Fig. 4.27(d)

y 4.28(d): dado que con excentricidad dinámica el valor del entrehierro frente a cada

ranura del rotor es constante, también lo es el valor de su derivada por VAE en un

ME.

Intervalo de entrada del diente 10 del rotor: una vez que la arista adelantada del
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diente 10 del rotor cruza la ranura anterior del diente 48 del estator, el área enfrentada

avanza cruzando ĺıneas de inducción entre ambos dientes. Si no hay excentricidad, las

ĺıneas son de longitud constante, la permeancia aumenta linealmente y su derivadas

en un ME tienen valor constante. Si en cambio hay excentricidad dinámica, esas ĺıneas

sobre las que se avanza ante el diente son progresivamente más cortas y las derivadas

por VAE en un MR y por VDR en un ME aumentan su valor.

Intervalo de entrada del diente 10 del rotor, Fig. 4.27(b), 4.27(c), 4.28(b) y 4.28(c):

en las posiciones en que ambas ranuras abiertas del diente 10 del rotor enfrentan al 48

del estator, las ĺıneas de inducción que inciden sobre la adelantada se acortan con el

aumento de posición, mientras que en la atrasada se alargan. Según sea la tendencia

dominante, la curvatura de las gráficas de la derivada por VAE en un MR y por

VDR en un ME presentan curvatura cóncava hacia abajo o hacia arriba en torno a

la posición de alineación de los centros de ambos dientes.

Intervalo de entrada del diente 10 del rotor, Fig. 4.27(d) y 4.28(d): en la posición

θ en que el centro de la ranura adelantada del diente 10 del rotor, que está abierta,

enfrenta la ranura posterior del diente 48 del estator, la derivada por VAE en un

ME se anula porque ninguno de los dos centros de las ranuras abiertas del primero

enfrenta al diente 48 del estator.

Esta interpretación se puede extender a los intervalos de salida del diente 10 del

rotor y de su ranura atrasada en su paso frente al 48 del estator.

Puede observarse que la amplitud de la derivada por VAE en un ME en las

Fig. 4.27(c) y 4.28(c) es mucho mayor que la misma amplitud en la Fig. 4.25(c),

porque la variación de longitud de las ĺıneas de inducción que inciden sobre el diente
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Figura 4.29: Comparación entre resultados de cálculo anaĺıtico y numérico.

48 del estator debida al ranurado, es mucho mayor que a la debida a la excentricidad

dinámica.

4.8 Resolución anaĺıtica

En esta sección se presentarán algunos ejemplos de cálculo de las inductancias y

sus derivadas a partir del CME, aplicando el método propuesto en [10].

En la Fig. 4.5 se mostraron las gráficas de las derivadas de la inductancia propia de

la fase a del estator y mutua entre las fases a y b, cuyas primitivas fueron calculadas

con el método AFB. Esas gráficas corresponden a un entrehierro con excentricidad

dinámica del 50 %, estator liso y una apertura de 2.0 mm en las ranuras del rotor. Las

mismas gráficas se muestran ampliadas en la Fig. 4.29, superpuestas con las obtenidas

a partir del CME.

Según se concluyó en la CP 3, el cálculo anaĺıtico de las inductancias con el

método AFB es inviable si se modela el ranurado, salvo que se trate de una MI con
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Figura 4.30: Comparación entre resultados de cálculo anaĺıtico y numérico.

pocas ranuras. Como las inductancias graficadas corresponden a un entrehierro con 40

ranuras en el rotor, fue necesaria la aplicación de métodos de aproximación numérica.

En ese procedimiento, la posición θ del rotor se discretizó en (Ss xSr) valores.

En cambio, las inductancias y sus derivadas obtenidas a partir del CME se cal-

cularon en función de las permeancias y derivadas de este último, obtenidas a su vez

con las expresiones anaĺıticas (3.77) y (3.78).

En la Fig. 4.30 se puede apreciar la diferencia entre las gráficas superpuestas,
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θ [rad geo]
(1/8)π (1/4)π (3/8)π

×10-4

0

2

4

6

8
∂ L

sra40
 /∂θ [H/rad]

AFB
CME

(a) (Ss xSr) posiciones discretizadas.

θ [rad geo]
(1/4)π

×10-4

3

4

5

6

7

8
∂ L

sra40
 /∂θ [H/rad]

AFB
CME

(b) Detalle de (a) en θ =
1

4
π rad.

θ [rad geo]
(1/8)π (1/4)π (3/8)π

×10-4

0

2

4

6

8
∂ L

sra40
 /∂θ [H/rad]

AFB
CME

(c) (2 xSs xSr) posiciones discretizadas.

θ [rad geo]
(1/4)π

×10-4

3

4

5

6

7

8
∂ L

sra40
 /∂θ [H/rad]

AFB
CME

(d) Detalle de (c) en θ =
1

4
π rad.

Figura 4.31: Comparación entre resultados de cálculo anaĺıtico y numérico.

debida a la aproximación numérica del método AFB.

En la Fig. 4.15(b) se mostró la gráfica de la derivada de la inductancia mutua

entre la fase a del estator y el lazo 40 del rotor, cuya primitiva fue calculada con el

método AFB. Esa gráfica corresponde a los mismos valores de excentricidad dinámica

y apertura de las ranuras del rotor, junto con la de un ELU para compararlas. La

misma gráfica se muestra ampliada en la Fig. 4.30, superpuesta con la obtenida a

partir del CME.
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La derivada cuya primitiva se calculó con el método AFB está graficada para

la posición θ del rotor discretizada en (Ss xSr) y (2 xSs xSr) valores. Las cuatro

subfiguras muestran la ampliación de la Fig. 4.15(b) en un intervalo centrado en la

posición θ =
1

4
π, en el cual se encuentran los tres pulsos en forma de tridente debidos

a la distribución de los bobinados.

Esa comparación se repite en la Fig. 4.31, donde se muestran las mismas derivadas

en el caso de un ELU.

Luego, se puede plantear la siguiente conclusión parcial:

CP9: El cálculo anaĺıtico de las inductancias y sus derivadas utilizando programas

de cálculo simbólico es posible con el CME, posibilitando a su vez resolver el

MCMA con el mismo programa.

Queda aśı salvada la limitación del método AFB expresada en la CP 3, según

la cual el cálculo anaĺıtico de las inductancias con el método AFB es inviable si se

modela el ranurado, salvo que se trate de una MI con pocas ranuras, debiendo entonces

calcularse las derivadas de la misma forma.

4.9 Sumario

Para completar el conjunto de las irregularidades que afectan a los parámetros

de la MI, se han considerado aquellas que no son del entrehierro y están presentes

incluso en caso de un ELU. Estas son la distorsión armónica debida a la distribución

del arrollamiento trifásico y la asimetŕıa debida al número de ranuras del rotor no

múltiplo de tres.
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Se han presentado los resultados de cálculo de las inductancias obtenidas con el

método AFB aplicando integración numérica, y de su posterior derivación, conside-

rando distintas irregularidades geométricas del entrehierro.

Se han presentado los resultados de cálculo de las permeancias y sus derivadas

obtenidas con el modelo CME aplicando cálculo anaĺıtico, considerando las mismas

irregularidades que en el cálculo anterior de las inductancias.

Se han interpretado en forma cualitativa los resultados presentados, que pueden

relacionarse con las expresiones matemáticas desarrolladas en los caṕıtulos anteriores.

Se ha observado cómo las irregularidades del estator afectan los parámetros del

rotor y viceversa, y cómo aquellos que no afectados mantienen las mismas relaciones

que guardan en caso de un ELU. Por ejemplo, con excentricidad estática, la función

y la inductancia de cada fase del estator es una copia desfasada de las funciones e

inductancias de las otras dos fases, y con excentricidad dinámica sucede lo mismo con

esos parámetros en el rotor.

Se han reconocido los patrones caracteŕısticos de las alteraciones de los parámetros

afectados por las irregularidades geométricas del entrehierro. Dado que este efecto

hace identificables a las irregularidades causantes, es aprovechable para el diagnóstico

de fallas.

Por último, se compararon las resoluciones del cálculo anaĺıtico y numérico de los

parámetros de la MI.
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Caṕıtulo 5

Resultados de simulación

5.1 Introducción

En el Cap. 4 se presentaron los resultados de cálculo de los parámetros obtenidos

con el método AFB y el CME, correspondientes a la MI de uso práctico presentada

en el Cap. 3. En este caṕıtulo se presentarán algunos resultados de simulación del

MCMA y el CME resueltos con los parámetros anteriores.

Las simulaciones corresponden a los ensayos estándar con rotor bloqueado y en

vaćıo, un ensayo a velocidad impuesta de valor variable y al arranque de la MI en

régimen motor sin carga. En todos se compararán los resultados obtenidos con ambos

modelos.

El MCMA se puede simular con las inductancias y sus derivadas tanto calculadas

con el método AFB como obtenidas a partir del CME, equivalentes entre ellas. Las

aplicadas en las simulaciones cuyos resultados se mostrarán, son las presentadas en

el Cap. 4, calculadas con el método AFB.

165
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Las derivadas de las permeancias del modelo CME, obtenidas por cálculo anaĺıtico

están discriminadas en los términos por VAE y VDR.

En ambos modelos, la evolución de las variables en el tiempo se obtiene por méto-

dos numéricos.

Al igual que en el Cap. 4, se harán interpretaciones cualitativas de los resultados

presentados, para lo cual se limitará el modelado de las irregularidades del entrehierro

a la agrupación de las IVME y las IVMR por separado, evitando las combinaciones

de ambas, cuyos resultados tendŕıan efectos superpuestos.

Tales interpretaciones se limitarán al dominio del tiempo, para validar por com-

paración ambos modelos y dar una visión de su utilidad como herramienta.

5.1.1 Estimación cualitativa de las variables

En las simulaciones que se comentarán en este caṕıtulo, la tensión aplicada a la

fase a es aproximadamente1 una función temporal seno con ángulo de fase cero:

vsa(t) ≈ Usa máx senωt. (5.1)

Alcanzado el régimen estacionario, el flujo inducido por cada fase atrasa aproxi-

madamente2 un cuarto de ciclo a la tensión eléctrica, en cumplimiento de la Ley de

Faraday. El flujo inducido por la fase a puede estimarse con la expresión:

Φsa(t)
∣∣∣∣
régimen estacionario

≈ −Φsa máx cosωt. (5.2)

1La aproximación se debe al centro de estrella flotante.

2La aproximación se debe a la cáıda de tensión en la resistencia e inductancia de dispersión del
arrollamiento de cada fase del estator.
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En los ensayos con rotor bloqueado y en vaćıo, dado que la MI no entrega potencia

mecánica y en ausencia de pérdidas en los núcleos, las corrientes que circulan por

las fases del estator son aproximadamente iguales a sus componentes magnetizantes,

siendo para la fase a:

isa(t)
∣∣∣∣
régimen estacionario

≈ −Isa máx cosωt. (5.3)

Al inicio de cada ciclo, la tensión en la fase a pasa por el valor cero en sentido

ascendente y el flujo inducido por ella, una vez en régimen estacionario, tiene amplitud

máxima y valor negativo, siendo entrante por los polos Sur y saliente por los Norte

de esa fase, como se representa en la Fig. 5.1. En esos mismos inicios de ciclo, los

flujos inducidos por las fases b y c tienen valor igual a la mitad de su amplitud y

sentido positivo, entrantes por los polos Norte y salientes por los Sur de esas fases,

contribuyendo en dirección oblicua al flujo total resultante de las tres. Este último,

no representado, tendrá en los inicios de ciclo la misma dirección del flujo inducido

por la fase a, con mayor amplitud.

La corriente que circula por cada una de las tres fases induce a su vez en el

entrehierro una DPM que tendrá el contenido armónico temporal de esa corriente y

espacial de la función de bobinados de esa fase. Continuando con el ejemplo de la

fase a, su función de bobinados, en caso de un ELU, será la graficada en la Fig. 4.1,

afectada por la distribución de las bobinas como única irregularidad, y su desarrollo

armónico espacial será el de la Fig. 4.2.

Las combinaciones de los distintos armónicos temporales de corriente en las tres

fases con los armónicos espaciales de sus funciones de bobinados, inducen en el entre-
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Figura 5.1: Flujo inducido por cada fase en los inicios de ciclo.

hierro DPM rotantes en uno u otro sentido a distintas velocidades, o bien se cancelan

mutuamente [102].

Alimentando la MI a la frecuencia de red (sin utilizar fuentes conmutadas) y omi-

tiendo la saturación de los núcleos del estator y del rotor, las corrientes son práctica-
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mente sinusoidales, a excepción de la componente aperiódica en régimen transitorio,

como se verá en los resultados de simulación, pudiendo desestimarse sus armónicos

superiores.

Las combinaciones de las corrientes en las fases del estator, consideradas sin

armónicos temporales, con los armónicos espaciales fundamentales de sus respectivas

funciones de bobinados, inducen en conjunto una DPM rotante que puede estimarse1 2

con la expresión3:

∆Us1−1(φs, t) ≈ ∆Us1 máx cos
�
ωt− 2φs

�
, (5.4)

y con los armónicos espaciales superiores, las DPM:

∆Us1−3(φs, t) ≈ 0, ∆Us1−5(φs, t) ≈ ∆Us5 máx cos
�

5ωt+ 10φs
�
,

∆Us1−7(φs, t) ≈ ∆Us7 máx cos
�

7ωt− 14φs
�
.

(5.5)

5.2 Ensayo con el rotor bloqueado

En este ensayo se alimenta la MI con una tensión reducida del 5 % de su valor

nominal y se impide el movimiento del rotor, manteniéndolo fijo en la posición θ = 0.

La irregularidad del entrehierro modelada es la excentricidad en un valor del 50 %,

que produce una variación de la función del entrehierro dada por (2.66) o (2.67),

según sea estática o dinámica respectivamente. Ambas expresiones son equivalentes

estando el rotor en la posición θ = 0, y en ausencia de otra irregularidad, la función

del entrehierro es la misma con una u otra. Un ensayo con el rotor bloqueado en esa

3La diferencia de signo con (5.2) se debe a que el sentido de referencia positivo del flujo inducido
por la fase a es entrante por sus polos Norte, mientras que el sentido de referencia positivo del flujo
inducido por las tres fases en (5.4) es entrante en φs = 0, t = 0, y esa posición está centrada en un
polo Sur de la fase a.
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posición hecho con cualquiera de las dos excentricidades arroja entonces los mismos

resultados en las variables eléctricas y magnéticas, aunque no en el par.

5.2.1 Flujos

La Fig. 5.2 muestra las gráficas de los flujos en los dientes del estator, obtenidos

por simulación del modelo CME. Entre éstos, los de la Fig. 5.2(a) están centrados en

los polos, y los de la 5.2(b) están ubicados en los planos neutros entre polos adyacentes

de una misma fase, notándose la diferencia de amplitud entre los de una y otra figura

debido a la distribución del arrollamiento trifásico.

Las dos figuras superiores corresponden a los dientes centrados en los polos y

ubicados en los planos neutros de la fase a, las dos figuras centrales corresponden a

los dientes de la fase b y las dos inferiores a los de la fase c.

En las gráficas, el tiempo de simulación se divide en tres intervalos de 20 ms

delimitados por las ĺıneas verticales negras. En cada uno de estos intervalos, la ali-

mentación de 50 Hz cumple un ciclo y el campo inductor rotante avanza media vuelta

geométrica.

En fase con la DPM rotante inducida en el entrehierro por las tres fases del

estator, dada por (5.4), el flujo en el diente 48 del estator, ubicado en la posición

φs = 2π ≡ 0, es aproximadamente una función temporal coseno una vez alcanzado el

régimen estacionario, como se ve en la Fig. 5.2(a). El flujo en el diente 6, ubicado en

φs =
π

4
, es una función seno, como se ve en la Fig. 5.2(b). En el diente 12, ubicado

en φs =
π

2
, es una función coseno invertida, como se ve nuevamente en la Fig. 5.2(a),

y aśı sucesivamente.
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Figura 5.2: Flujos en los dientes del estator en el modelo CME, durante un ensayo
con el rotor bloqueado y excentricidad estática o dinámica del 50 % y entrehierro liso,
en la posición θ = 0.

Puede notarse también el efecto de la excentricidad. Entre los dientes centrados en

los polos de la fase a, el 48, ubicado frente al entrehierro mı́nimo, es el que tiene mayor

amplitud de flujo; el 24, frente al entrehierro máximo, menor amplitud; mientras

que en los dientes 12 y 36, con iguales valores de entrehierro, las amplitudes son
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aproximadamente iguales. Pasando a los dientes centrados en los polos de las fases

b y c, los diametralmente opuestos, cuyos flujos están en fase, están enfrentados a

distintos valores de entrehierro, dando lugar a cuatro gráficas bien diferenciadas.

En cuanto a los dientes ubicados en los planos neutros, los de la fase a están

enfrentados de a pares a iguales valores de entrehierro, a lo que corresponden dos

pares de gráficas casi coincidentes, mientras que los de las otras dos fases están en-

frentados a cuatro valores distintos de entrehierro, dando lugar a cuatro gráficas bien

diferenciadas.

Los doce pares de gráficas de la Fig. 5.2 son coincidentes en caso de un ELU.

Los veinticuatro dientes restantes son aquellos enlazados sólo por la bobina externa

de un polo de una fase y por las bobinas interna y externa de un mismo polo de las

otras dos. Las gráficas de los flujos en estos últimos dientes están incluidas en las

mostradas en la Fig. 5.3, junto con otras repetidas de la Fig. 5.2.

El flujo en estos dientes es el más afectado por la asimetŕıa debida al número de

ranuras del rotor no múltiplo de tres, no pudiendo agruparlos por fase como a los

anteriores, sino sólo con un criterio que considera la distribución del bobinado y el

dentado del rotor.

En la Fig. 3.3 se ve que los sectores del estator con numeración impar empiezan

en el centro de un polo y terminan en un plano neutro, mientras que en los sectores

con numeración par es al revés. Los flujos en los dientes de los sectores impares están

graficados en la Fig. 5.3(a), y en los pares en la 5.3(b).

Cada sector tiene un diente centrado en un polo y otro ubicado en un plano neutro

entre dos polos, cuyos flujos ya fueron graficados en la Fig. 5.2 y se repiten en ĺınea de
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Figura 5.3: Flujo en los dientes del estator en el modelo CME, durante un ensayo con
el rotor bloqueado y excentricidad estática o dinámica del 50 % y entrehierro liso, en
la posición θ = 0.

trazos. Estas cuatro gráficas del mismo tipo de ĺınea se distinguen por su amplitud,

aprovechando el hecho de que la asimetŕıa debida a la distribución es dominante sobre

la debida a la excentricidad. Por ejemplo, los flujos en los dientes 2 y 4 del sector 1,

y en los dientes 28 y 26 del sector 5, se distinguen ordenando de mayor a menor sus

amplitudes con sólo ver la Fig. 3.3:

Φs4 > Φs28 > Φs2 > Φs26,
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donde Φs4 y Φs28 tienen mayor amplitud por estar centrados en los polos, el primero

mayor que el segundo por estar ubicado en una zona con menor entrehierro, mientras

que Φs2 y Φs26 tienen menor amplitud por estar ubicados en planos neutros entre

polos, también distinguidos por la excentricidad. En el caso de un ELU, esas gráficas

negras son coincidentes en los cuatro grupos de la Fig. 5.3.

En cada uno de esos cuatro grupos hay además dos gráficas en ĺınea de trazos y

puntos y cuatro en trazo continuo, totalizando los veinticuatro dientes. Las gráficas

en ĺınea de trazos y puntos corresponden a los dientes centrales de cada sector, y las

de trazo continuo al anterior y posterior, todos estos enlazados por cinco bobinas.

Continuando con los sectores 1 y 5, las gráficas en ĺınea de trazos y puntos y

en trazo continuo se distinguen por la excentricidad y ángulo de fase. Las primeras,

correspondientes a los flujos en los dientes centrales 3 y 27, se distinguen porque el

primero tiene mayor amplitud, mientras que las de trazo continuo, correspondientes

a los dientes 1, 5, 25 y 29, se distinguen porque el flujo en el diente 1 es el adelantado

de mayor magnitud, en el diente 3 es el atrasado de mayor amplitud, en el 25 es el

adelantado de menor amplitud y en el 29 es el atrasado de menor amplitud.

En el caso de un ELU, esas gráficas coinciden de a pares, distinguiéndose sólo por

el desfasaje y no por la amplitud.

Como tanto los sectores pares como los impares están distanciados entre śı por un

cuarto de vuelta geométrica, que el armónico fundamental de flujo recorre al cabo de

medio ciclo eléctrico, los flujos en sus dientes análogos se encuentran en oposición de

fase. Ésto se nota la Fig. 5.3(a), en la que las gráficas de las dos figuras superiores

son aproximadamente iguales a las de las inferiores, en oposición de fase. En el caso
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de un ELU, esta oposición es precisa.

Por último, en la Fig. 5.3(a) se ve que el flujo en los dientes de los sectores 1, 8,

4 y 5, correspondientes a las zonas de menor y mayor entrehierro respectivamente,

tienen mayor amplitud, cosa que no sucede en caso de un ELU.

El análisis de flujos hecho hasta este punto es realizable sólo con el modelo CME. A

continuación se va a probar su equivalencia con el MCMA, aplicando las inductancias

calculadas por el método AFB. Los dos modelos se resuelven teniendo como datos a

las tensiones de ĺınea:

vsab = vsa − vsb, vsbc = vsb − vsc, vsca = vsc − vsa,

las cuales forman un conjunto que contiene menos información que el formado por

las tres tensiones de fase, porque no determina la posición del centro de estrella.

Las tensiones de ĺınea se pueden calcular a partir de las tensiones de fase, pero no

inversamente.

Al cumplirse que

vsab + vsbc + vsca = 0,

conociendo los valores de dos tensiones de ĺınea, por ejemplo vsab y vsbc, se puede

calcular el tercero.

También en los flujos enlazados por las fases del estator, las diferencias

λsab = λsa − λsb, λsbc = λsb − λsc, λsca = λsc − λsa,

pueden calcularse conociendo λsa, λsb y λsc, pero no inversamente.

Al cumplirse que:

λsab + λsbc + λsca = 0,
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conociendo los valores de dos diferencias, por ejemplo λsab y λsbc, se puede calcular la

tercera.

En (2.1) al operar con las tensiones vsab y vsbc como datos, resulta una expresión

en función de las diferencias λsab y λsbc. Estas diferencias se relacionan a su vez en

(2.4) con las corrientes isa, isb e isc.

Para reslover el modelo es necesario determinar los valores del flujo enlazado por

cada fase λsa, λsb y λsc, que no pueden entonces obtenerse conociendo sólo los valores

de sus diferencias λsab y λsbc, faltando una ecuación. Ésta ya no será de flujos enlazados

sino de corrientes, aportada por la conexión estrella (aplicable sólo en ausencia de

fallas de aislación entre los arrollamientos y la carcasa) [11]:

isa + isb + isc = 0.

En resumen, el MCMA utiliza las tensiones vsab y vsbc como datos, y las diferencias

de flujos enlazados λsab y λsbc junto con las corrientes isa, isb e isc, como incógnitas,

aplicando la suma nula de las corrientes. No opera con los flujos enlazados por cada

fase λsa, λsb y λsc, aunqué śı los puede obtener con un cálculo adicional una vez

resueltas las variables anteriores.

Obviando ese cálculo adicional, la Fig. 5.4(a) muestra las gráficas de las diferencias

entre los flujos enlazados λsab y λsbc, obtenidas directamente de la operación del

MCMA, superpuestas con estas mismas diferencias calculadas a partir del modelo

CME, que no opera con ellas.

La obtención de estas diferencias entre flujos enlazados a partir de las variables

con que opera el modelo CME, se hace enlazando el flujo Φs en los dientes del estator

con los arrollamientos de las fases, previa suma del flujo disperso en éstas.
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Figura 5.4: Diferencia entre los flujos enlazados por dos pares de fases del estator y
flujo en los dientes 40, 05, 10 y 15 del rotor en el MCMA y el CME, durante un ensayo
con el rotor bloqueado y excentricidad estática o dinámica del 50 % y entrehierro liso,
en la posición θ = 0.

En cuanto al flujo enlazado por cada lazo del rotor, en el MCMA se calcula como

el aporte de las corrientes de cada fase del estator y de los demás lazos del rotor a

través de sus respectivas inductancias mutuas con el lazo en cuestión, más el aporte

de la corriente hecho por el propio lazo a través de su autoinducción. Por ejemplo,

para el lazo 40, el flujo enlazado por éste se calcula con la expresión:

λr40 = Lsra40Isa + Lsrb40Isb + Lsrc40Isc

+Lrr40 01Ir01 + Lrr40 02Ir02 + ...+ (Lrr40 40 + 2Le)Ir40.

(5.6)

Ese mismo flujo enlazado, operando con las variables del modelo CME, se obtiene

enlazando al flujo Φ en el diente 40 del rotor, previa suma del flujo disperso:

λr40 = Φr40 + 2PeIr40, (5.7)
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donde Pe es la permeancia de dispersión de un segmento de anillo de cortocircuito.

La Fig. 5.4(b) muestra las gráficas de los flujos en los dientes 40, 05, 10 y 15 del

rotor en ambos modelos. El flujo en el primero, ubicado en la posición φs = 2π ≡ 0,

tiene su ángulo de fase impuesto por (5.4), siendo entonces aproximadamente una

función temporal coseno una vez en régimen estacionario, y los flujos en los lazos 5,

10 y 15 le atrasan a intervalos acumulativos de un cuarto de ciclo eléctrico. En los

dientes 40 y 10, en los que el flujo es una función cosenoidal y cosenoidal invertida

respectivamente, dada la condición inicial nula, la componente aperiódica es máxima,

mientras que en los dientes 5 y 15, en los que es una función sinusoidal y sinusoidal

invertida respectivamente, es nula.

La Fig. 5.5 muestra las gráficas de los flujos en el entrehierro entre algunos de los

dientes enfrentados en el ensayo, que pueden obtenerse sólo con el modelo CME, en

las que son observables los efectos de las asimetŕıas.

Debido a la distribución del arrollamiento trifásico, los flujos con mayor amplitud

entre los graficados se almacenan entre el diente 4 del estator, centrado en un polo, y

los dientes del rotor que los enfrentan.

En segundo lugar debido a la excentricidad, les siguen los flujos almacenados entre

el diente 8 del estator, también centrado en un polo, y los dientes del rotor que los

enfrentan.

El flujo de menor amplitud es el almacenado entre el diente 6 del estator, ubicado

en un plano neutro, y el diente del rotor que lo enfrenta. Los flujos almacenados entre

los dientes 5 y 7 del estator, enlazados por cinco bobinas, y los del rotor que los

enfrentan, tienen amplitudes de valor intermedio entre los anteriores.
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Figura 5.5: Flujo entre dientes enfrentados durante un ensayo con el rotor bloqueado
y excentricidad estática o dinámica del 50 % y entrehierro liso, en la posición θ = 0.

Debido a la proporción de áreas enfrentadas y la longitud radial del entrehierro,

el diente 4 del estator almacena flujo de mayor amplitud en su enfrentamiento con el

diente 4 del rotor que con el 3, criterio que es fácil extender a las demás gráficas de

la figura.

Debido al número de dientes del rotor no múltiplo de tres, hay un desfasaje acen-

tuado entre los flujos que derivan de un mismo diente del estator: Φsr43 y Φsr44, Φsr54

y Φsr55, Φsr75 y Φsr76, Φsr86 y Φsr87.
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Figura 5.6: Corrientes en el estator y en los lazos 40, 05, 10 y 15 del rotor en el
MCMA y el CME, durante un ensayo con el rotor bloqueado y excentricidad estática
o dinámica del 50 % y entrehierro liso, en la posición θ = 0.

5.2.2 Corrientes

La Fig. 5.6 muestra las gráficas de las corrientes en el estator y en los lazos 40,

05, 10 y 15 del rotor en ambos modelos.

Con cualquiera de las dos excentricidades, la posición φs de entrehierro mı́nimo

está centrada frente al polo S2 de la fase a, por lo que la inductancia propia de esa

fase es la menor de las tres, a lo que corresponde, en la Fig. 5.6(a), mayor amplitud

de corriente a esa fase que a las otras dos. Como se estimó en (5.3), en este ensayo

y el de vaćıo la corriente en la fase a, una vez alcanzado el régimen estacionario, se

aproxima a una función temporal coseno invertida.

En cuanto a las corrientes en los lazos del rotor, tienen un régimen transitorio

correspondiente al de las componentes alternas de los flujos en los mismos dientes,

mostrados en la Fig. 5.4(b). Además, muestran el efecto de la asimetŕıa debida a la
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distribución del arrollamiento trifásico del estator, teniendo mayor intensidad en los

lazos alineados con cada uno de los doce polos. Entre las corrientes graficadas, la del

lazo 40, centrado frente al polo S2 de la fase a, y del lazo 10, centrado frente al polo

N1 de la misma fase, tienen mayor amplitud. Las corrientes en los lazos 5 y 15, que

están ubicados en los planos neutros, también de la fase a, tienen menor amplitud.

Las corrientes en los lazos del rotor están en oposición de fase con los flujos en sus

dientes, dados en la Fig. 5.4(b), en cumplimiento de la Ley de Lenz.

5.2.3 Potencial magnético en el yugo del estator

La Fig. 5.7 muestra la gráfica del PM en el yugo del estator obtenida con la simu-

lación del modelo CME durante 1 s. Comparándola con las gráficas de la Fig. 5.6(a),

se puede ver que el PM en el yugo del estator está en fase con la corriente de la fase a.

Como surge de (A.4) y sus conclusiones siguientes, ésto se debe a que la excentricidad
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Figura 5.7: PM en el yugo del estator durante un ensayo con el rotor bloqueado y
excentricidad estática o dinámica del 50 % y entrehierro liso, en la posición θ = 0.
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aproxima el rotor a uno de los polos Sur de la fase a, y en menor medida a uno de

los polos Norte de las fases b y c.

Si se hicieran doce ensayos con el rotor bloqueado, uno frente a cada uno de los

doce polos del arrollamiento trifásico del estator, la gráfica del PM en el yugo del

estator estaŕıa sucesivamente en fase y contrafase con las tres corrientes.

5.2.4 Par

En la posición θ = 0, el rotor tiene la misma ubicación en la cavidad del estator

con cualquiera de las dos excentricidades tratadas en esta tesis. Por eso, los resultados

de simulación del ensayo con el rotor bloqueado en esa posición son iguales en ambos

casos para las variables eléctricas y magnéticas.

No sucede lo mismo con los resultados del par, debido a que los puntos de apoyo

del eje con excentricidad estática están ubicados en el centro del rotor, mientras que

con excentricidad dinámica lo están en el centro del estator.

El par en el modelo CME está dado por (3.49) en función de las derivadas de las

permeancias. Ahora bien, como se concluyó en la CP 7, esas derivadas dependen del

marco de referencia. Si se considera que la excentricidad en este ensayo es estática, los

términos del cálculo anaĺıtico de las derivadas están dados por (4.3) y si es dinámica,

por (4.4).

En el primer caso, sustituyendo (4.3) en la ecuación para el cálculo del par (3.49)

resulta:

Te

∣∣∣∣∣
IV MR

= TME
sr vae

∣∣∣∣∣
IV MR

= TMR
sr vae

∣∣∣∣∣
IV MR

+ TMR
sr vdr

∣∣∣∣∣
IV MR

, (5.8)

donde los sub́ındices vae y vdr corresponden a los términos por variación del área
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enfrentada y de la distancia radial respectivamente, y los supeŕındices corresponden

al marco de referencia.

Si en cambio se considera que la excentricidad sea dinámica, sustituyendo (4.4)

en (3.49) resulta:

Te

∣∣∣∣∣
IV ME

= TMR
sr vae

∣∣∣∣∣
IV ME

= TME
sr vae

∣∣∣∣∣
IV ME

+ TME
sr vdr

∣∣∣∣∣
IV ME

. (5.9)

Como en la posición θ = 0, el rotor tiene la misma ubicación en la cavidad del

estator con cualquiera de las dos excentricidades, el valor del entrehierro frente a

cada ranura del estator o del rotor es también el mismo. Entonces, también lo son los

valores de las derivadas de las permeancias por VAE en un mismo marco de referencia,

aśı como los pares calculados con ellas:

TME
sr vae

∣∣∣∣∣
ee, θ=0

= TME
sr vae

∣∣∣∣∣
ed, θ=0

, TMR
sr vae

∣∣∣∣∣
ee, θ=0

= TMR
sr vae

∣∣∣∣∣
ed, θ=0

. (5.10)

Teniendo en cuenta que la excentricidad estática es una IVMR y la dinámica una

IVME, de (5.8), (5.9) y (5.10) surge:

TME
sr vdr

∣∣∣∣∣
ed, θ=0

= −TMR
sr vdr

∣∣∣∣∣
ed, θ=0

. (5.11)

La Fig. 5.8(a) muestra las gráficas de las componentes del par obtenidas con el

modelo CME para excentricidad estática, correspondientes a los términos de (5.8).

La gráfica superior representa al par total y está superpuesta con la del par obtenido

con el MCMA.

La Fig. 5.8(b) muestra las gráficas de las componentes del par obtenidas con el

modelo CME para excentricidad dinámica, correspondientes a los términos de (5.9).
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Figura 5.8: Par durante un ensayo con el rotor bloqueado y excentricidad estática o
dinámica del 50 % y entrehierro liso, en la posición θ = 0.

La gráfica inferior representa al par total y está superpuesta con la del par obtenido

con el MCMA.

Se puede visualizar (5.10) en la coincidencia de las gráficas superiores de la

Fig. 5.8(a), correspondientes a la excentricidad estática, con la gráfica superior de

la Fig. 5.8(b), correspondiente a la excentricidad dinámica; y de la gráfica inferior de

la Fig. 5.8(a), con las inferiores de la Fig. 5.8(b).

Se puede visualizar (5.11) como la inversión que relaciona las gráficas centrales de

las Fig. 5.8(a) y 5.8(b).

En cada intervalo entre dos ĺıneas verticales negras transcurren 20 ms, en los cuales

la alimentación de 50 Hz cumple un ciclo y el campo rotante inducido por el estator

avanza media vuelta geométrica.

En un ME, un movimiento del rotor con excentricidad estática sólo cambia el área

enfrentada entre sus dientes y los del estator. En el mismo marco de referencia, un
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movimiento con excentricidad dinámica cambia además la longitud de las ĺıneas de

inducción que cruzan el entrehierro en una posición fija sobre el estator φs.

La Fig. 5.9 muestra, en el orden en que se mencionan, la gráfica de la tensión de

alimentación vsa, del flujo Φ48−40 almacenado en el entrehierro entre los dientes 48

del estator y 40 del rotor y su derivada
∂Φ48−40

∂θ
, la DPM ∆U48−40 producida por ese

flujo y su función cuadrática, y finalmente los pares en un ME por VDR (sólo para

excentricidad dinámica) y por VAE ejercidos por la energización del TFE entre esos

dientes durante el ensayo.

La tensión vsa es la estimada en (5.1), y el flujo Φ48−40 tiene su ángulo de fase

impuesto por (5.4). Su derivada está adelantada un cuarto de ciclo, resultando una

función temporal seno invertida. La FEM inducida en el lazo 40 del rotor, no repre-

sentada, que estará en oposición de fase a la derivada del flujo, en cumplimiento de

la Ley de Lenz, resultará en fase con la tensión eléctrica.

Dada la relación entre la inductancia de dispersión y la resistencia de los lazos,

la corriente ir40 en el lazo 40 del rotor atrasa casi un cuarto de ciclo a su FEM, tal

como la corriente isa en la fase a del estator lo hace a su tensión, resultando ambas

corrientes aproximadamente en fase, como se ve en las Fig. 5.6(a) y 5.6(b).

La DPM producida por el flujo almacenado en el TFE entre los dientes s48 y r40

está dada por la Ley de Hopkinson: ∆U48−40 =
Φ48−40

P48−40

, y los pares en un ME por

VDR (sólo para la excentricidad dinámica) y por VDR ejercidos por su energización,

deducidos por del método de coenerǵıa [61], está dados por:

TME
48−40 vdr =

1

2

∂PME
48−40 vdr

∂θ
∆U2

48−40, TME
48−40 vae =

1

2

∂PME
48−40 vae

∂θ
∆U2

48−40.

(5.12)
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Figura 5.9: Relación entre variables del modelo CME para el cálculo del par entre el
diente 48 del estator y el 40 del rotor, durante un ensayo con el rotor bloqueado y
excentricidad estática o dinámica del 50 % y entrehierro liso, en la posición θ = 0.

Dado que esos dos dientes están alineados en la posición θ = 0, el par por VAE y

su derivada son nulos. En el caso de excentricidad dinámica, como la posición φs de

entrehierro mı́nimo está centrada en el diente 48 del estator, el entrehierro aumenta

simétricamente respecto de los ejes coincidentes de ambos dientes y el par por VDR,

aśı como la derivada para calcularlo también son nulos.

La Fig. 5.10 muestra las gráficas de las componentes del par ejercido por otras
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Figura 5.10: Pares ejercidos por otras combinaciones de dientes durante un ensayo
con el rotor bloqueado y entrehierro liso, en la posición θ = 0, obtenidos con la misma
relación de variables mostrada en la Fig. 5.9.

combinaciones de dientes, obtenidas de la misma forma que en la Fig. 5.9. En esas

combinaciones están presentes los dientes 1 y 2 del estator, que como puede verse en

la Fig 5.11, están ubicados a una distancia angular aguda y antihoraria de la posición

de entrehierro mı́nimo φs = 0. En caso de excentricidad dinámica, su distancia radial

hasta el rotor disminuye si éste se mueve en sentido antihorario. Luego, los pares un

ME por VDR ejercidos entre esos dientes y los del rotor tienen sentido antihorario,

adoptado como positivo. El signo de estos pares, según la CP 4, es el mismo de las

derivadas de las parmeancias con que se calculan.

En cuanto a las componentes del par por VAE y las derivadas para calcularlas,
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Figura 5.11: Posición del rotor θ = 0 con entrehierro liso.

tienen el mismo valor considerando cualquiera de las dos excentricidades. En las com-

binaciones (1, 40) y (2, 1) esos pares son positivos porque, como se ve en la Fig. 5.11,

sólo la ranura adelantada de los dientes 40 y 1 del rotor enfrentan a los dientes 1 y

2 del estator. En cambio, en las combinaciones (1, 1) y (2, 2) son negativos, porque

sólo la ranura atrasada de los dientes 1 y 2 del rotor enfrentan a los dientes 1 y 2 del

estator.

Puede hacerse en un MR un planteo dual al presentado para un ME.

5.3 Cruces de ranuras

Al moverse el rotor, sus dientes se enfrentan a las distintas bobinas y dientes del

estator, produciendo discontinuidades en las derivadas de las inductancias del MCMA

y de las permeancias del modelo CME.

El análisis de los enfrentamientos entre los dientes se simplifica aplicando la des-
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composición del estator y del rotor en ocho sectores de seis y cinco dientes respecti-

vamente. Ésta se representó en la Fig. 3.3 con el entrehierro ranurado, y se repite en

las Fig. 5.11 a 5.14 con el entrehierro liso, para no confundir los cruces de las ranuras

con los de sus aristas.

Las Fig. 5.11 a 5.13 muestran una fracción de la sección transversal de la MI

ocupada por los sectores 1 del estator y del rotor, y sus adyacentes 2 y 8, en sucesivas

posiciones θ del rotor. Una de esas posiciones, la de la Fig. 5.12(b), está repetida en la

Fig. 5.14 en la sección transversal completa y con las ranuras enfrentadas resaltadas.

Como puede verse, en cada posición de cruces de ranuras (PCR), hay ocho cruces

simultáneos.

En la Fig. 5.11, correspondiente a la posición θ = 0, los sectores del rotor están

alineados con los de su misma numeración en el estator, y no hay enfrentamiento de

ranuras. La Fig. 5.12(a) muestra la primera PCR, en la posición θ = 0.0131 rad, en la

que se enfrenta la quinta ranura de cada sector del rotor con la sexta de cada sector

del estator con la misma numeración. La Fig. 5.12(b) muestra la segunda PCR, en

la posición θ = 0.0393 rad, en la que se enfrenta la cuarta ranura de cada sector del

rotor con la quinta de cada sector del estator con la misma numeración. Las figuras

siguientes mantienen la tendencia, hasta que la 5.13(b) muestra la sexta PCR, en la

posición θ = 0.1440 rad, en al que se enfrenta por segunda vez la quinta ranura de

cada sector del rotor, pero esta vez con la primera de cada sector del estator con la

numeración inmediata superior.

Desde la posición θ de la Fig. 5.12(a) hasta la de la Fig. 5.13(b), el rotor avanzó un

paso de diente del estator, habiendo pasado por cinco PCR, cada una con ocho cruces
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(a) Primera PCR, θ = 0.0131 rad.
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(b) Segunda PCR, θ = 0.0393 rad.
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(c) Tercera PCR, θ = 0.0654 rad.
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(d) Cuarta PCR, θ = 0.0916 rad.

Figura 5.12: Primera a cuarta PCR.

simultáneos. Cuando el rotor avance un sector del estator, que tiene seis dientes,

habrá pasado por treinta PCR, y cuando haya completado la vuelta, que tiene ocho

sectores, habrá pasado por doscientas cuarenta PCR.
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(a) Quinta PCR, θ = 0.1178 rad.
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(b) Sexta PCR, θ = 0.1440 rad.

Figura 5.13: Quinta y sexta PCR.

La posición θ del rotor correspondiente a una PCR genérica se obtiene con la

expresión:

θPCR =

�
pcr− 1

2

�
(τr−τs)[rad]+2kπ[rad] =

�
pcr− 1

2

��
1

40
− 1

48

�
2π[rad]+2kπ[rad],

(5.13)

donde pcr = 1, 2, 3, ... y k es un número entero de vueltas geométricas.

5.4 Ensayo a velocidad variable

En este ensayo se alimenta a la MI con una tensión reducida del 5 % del valor

nominal, y se impone al rotor una velocidad de giro linealmente creciente desde cero

hasta alcanzar un valor de 100
pcr

s
≈ 2.62

rad

s
al cabo de 5 s, a partir del reposo en

posición inicial θ0 = 0.
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Figura 5.14: Segunda PCR, θ = 0.0393 rad.

La posición en que se encuentra el rotor en un instante t se obtiene con la expresión:

θ(t) = θ0 +
1

2

d2θ

dt2
t2 = 0 +

1

2

100

5

pcr / s

s

 2π

240

rad

pcr

 t2[s]2. (5.14)

Una primera ventaja de este tipo de ensayos es la de permitir representar la evo-

lución de las variables a distintas velocidades en una misma gráfica. Además, como
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el movimiento del rotor genera eventos repetitivos, si éstos tuvieran una periodicidad

constante, aún siendo múltiplo o submúltiplo no entero del peŕıodo de un ciclo eléctri-

co, produciŕıan variaciones ćıclicas en las variables que se podŕıan confundir con los

efectos de las irregularidades geométricas.

La irregularidad del entrehierro modelada en la MI de este ensayo es la excentrici-

dad estática, en el mismo valor del 50 % adoptado en el ensayo con el rotor bloqueado,

para comparar sus resultados.

5.4.1 Flujos

La Fig. 5.15 muestra las gráficas de los flujos en algunos dientes del estator,

que pueden obtererse sólo con el modelo CME. Tal como en el ensayo con el rotor

bloqueado, se pueden observar los efectos de las asimetŕıas.

Debido a la distribución del arrollamiento trifásico, el diente 4 del estator, que

está centrado en un polo, es el que tiene mayor amplitud de flujo entre los graficados.

En segundo lugar debido a la excentricidad, le sigue el diente 8, también centrado en

un polo. El diente 6, ubicado en un plano neutro, es el que tiene menor amplitud de

flujo. Los dientes 5 y 7, enlazados por cinco bobinas cada uno, tienen amplitud de

flujo de valor intermedio entre los anteriores.

Como se observó en el ensayo con el rotor bloqueado (Fig. 5.5), la diferencia de

amplitud y fase de los flujos almacenados entre un mismo diente del estator y los

distintos dientes del rotor que lo enfrentan, cambia ćıclicamente debido al número de

dientes del rotor no múltiplo de tres. Esos flujos parciales, sumados, resultan en el

total de cada diente del estator, que tiene entonces la variación ćıclica mostrada en
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las gráficas de la Fig. 5.15.

Aplicando (5.13) y (5.14), se encuentra que las amplitudes mı́nimas de los flujos

en los dientes del estator tienen lugar en los intervalos entre dos PCR consecutivas en

los que esos dientes están totalmente enfrentados por un mismo diente del rotor. En la

Fig. 5.15, en la que cada ĺınea vertical negra corresponde a una PCR, esos intervalos

son los comprendidos entre pares de ĺıneas más próximas.

El primer mı́nimo de amplitud en la gráfica del flujo en el diente 4 del estator

tiene lugar entre las posiciones de la segunda PCR, en t = 0, 3873 s, y la tercera en
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Figura 5.15: Flujo en los dientes del estator, durante un ensayo a velocidad variable,
con excentricidad estática del 50 % y entrehierro liso.
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t = 0, 5 s, entre las cuales, como se ve en las Fig. 5.12(b) y 5.12(c), se encuentra

totalmente enfrentado por el diente 3 del rotor. El segundo mı́nimo de amplitud

tiene lugar entre las posiciones de la octava PCR, en t = 0.8660 s, y la novena en

t = 0.9220 s, entre las cuales se encuentra totalmente enfrentado por el diente 2 del

rotor, y aśı sucesivamente.

El primer mı́nimo de amplitud en la gráfica del flujo en el diente 5 del estator

tiene lugar entre las posiciones de la primera PCR, en t = 0, 2236 s, y la segunda en

t = 0, 3873 s, entre las cuales, como se ve en las Fig. 5.12(a) y 5.12(b), se encuentra

totalmente enfrentado por el diente 4 del rotor. El segundo mı́nimo de amplitud

tiene lugar entre las posiciones de la séptima PCR, en t = 0, 8062 s, y la octava en

t = 0.8660 s, entre las cuales se encuentra totalmente enfrentado por el diente 3 del

rotor, y aśı sucesivamente.

El primer mı́nimo de amplitud en la gráfica del flujo en el diente 6 del estator tiene

lugar en la posición θ = 0, en el instante t = 0, en la cual, como se ve en la Fig. 5.11,

se encuentra totalmente enfrentado por el diente 5 del rotor. El segundo mı́nimo de

amplitud tiene lugar entre las posiciones de la sexta PCR, en t = 0, 7416 s, y la

séptima en t = 0, 8062 s, entre las cuales, como se ve en la Fig. 5.13(b), se encuentra

totalmente enfrentado por el diente 4 del rotor, y aśı sucesivamente.

El primer mı́nimo de amplitud en la gráfica del flujo en el diente 7 del estator

tiene lugar entre las posiciones de la quinta PCR, en t = 0, 6708 s, y la sexta, en

t = 0, 7416 s, entre las cuales, como se ve en las Fig. 5.13(a) y 5.13(b), se encuentra

totalmente enfrentado por el diente 5 del rotor. El segundo mı́nimo de amplitud

tiene lugar entre las posiciones de la decimoprimera PCR, en t = 1, 0247 s, y la
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decimosegunda en t = 1, 0724 s, entre las cuales se encuentra totalmente enfrentado

por el diente 4 del rotor, y aśı sucesivamente.

El primer mı́nimo de amplitud en la gráfica del flujo en el diente 8 del estator

tiene lugar entre las posiciones de la cuarta PCR, en t = 0, 5916 s, y la quinta, en

t = 0, 6708 s, entre las cuales, como se ve en las Fig. 5.12(d) y 5.13(a), se encuentra

totalmente enfrentado por el diente 6 del rotor. El segundo mı́nimo de amplitud tiene

lugar entre las posiciones de la décima PCR, en t = 0, 9747 s, y la decimoprimera, en

t = 1, 0247 s, entre las cuales se encuentra totalmente enfrentado por el diente 5 del

rotor, y aśı sucesivamente.

Hay una diferencia entre la forma de las gráficas de los flujos en los dientes 4 y 8

del estator, centrados en polos, y de los flujos en los dientes 5, 6 y 7. Mientras que las

amplitudes de las dos primeras presentan un máximo en las posiciones en las que el

diente del estator es enfrentado en partes iguales por dos dientes adyacentes del rotor,

las otras tres presentan un mı́nimo relativo próximo a esas posiciones. Ese patrón es

compatible con el hecho de que un diente del rotor, al enfrentar a dos del estator con

distintas amplitudes de flujo, opone un efecto desmagnetizante intermedio entre los

que opone a cada uno en forma individual, aunque sólo es aplicable a los dientes 4 y

8 del estator, centrados en polos, y sus adyacentes 5 y 7.

La Fig. 5.16 muestra las gráficas de los flujos en los dientes 5 y 40 del rotor, durante

los primeros tres segundos de simulación. Igual a como sucede en el ensayo con el rotor

bloqueado (Fig. 5.4(b)), el flujo en el diente 40, una vez en régimen estacionario, es

una función temporal coseno, mientras que en el diente 5 es una función seno, por

lo que el primero tiene una componente aperiódica negativa máxima mientras que el
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Figura 5.16: Flujo en los dientes 5 y 40 del rotor, durante un ensayo a velocidad
variable, con excentricidad estática del 50 % y entrehierro liso.

segundo no la tiene. Las amplitudes de los flujos en los dos dientes son máximas en

las posiciones en las que cada uno está alineado con el centro de un polo, indicadas

con las ĺıneas verticales negras, sin presentar un patrón atribuible a la excentricidad.

La Fig. 5.17 muestra la gráfica de la corriente en el lazo 40 del rotor, con un régimen

transitorio correspondiente al de la componente alterna del flujo en ese mismo diente,

mostrada en la Fig. 5.16.
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Figura 5.17: Corriente en el lazo 40 del rotor, durante un ensayo a velocidad variable,
con excentricidad estática del 50 % y entrehierro liso.
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Las Fig. 5.18 a 5.20 muestran las gráficas de las permeancias, flujos y PM entre

los dientes 4 a 8 del estator y el diente 3 del rotor. En la Fig. 5.18(a), la primera

gráfica corresponde a la permeancia entre el diente 4 del estator y el 3 del rotor, que
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(b) Entre el diente 5 del estator y el 3 del rotor.

Figura 5.18: Permeancia, flujo y PM entre los dientes del estator y del rotor, durante
un ensayo a velocidad impuesta de 1 rev/s, con excentricidad estática del 50 % y
entrehierro liso.
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tiene su valor máximo entre la segunda y tercera PCR (Fig. 5.13(a)), en t = 0, 3873 s,

y t = 0, 5 s respectivamente, y se anula en la octava, en t = 0.8660 s. La segunda

gráfica corresponde al flujo entre esos mismos dientes, cuya amplitud es mı́nima en las
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(b) Entre el diente 7 del estator y el 3 del rotor.

Figura 5.19: Permeancia, flujo y PM entre los dientes del estator y del rotor, durante
un ensayo a velocidad impuesta de 1 rev/s, con excentricidad estática del 50 % y
entrehierro liso.
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posiciones de enfrentamiento total, igual a lo que sucede con el flujo en los dientes del

estator. La tercera gráfica corresponde al PM entre los extremos de esos dos dientes,

cuya amplitud es mı́nima durante su enfrentamiento, y durante el enfrentamiento

entre el diente 4 del estator y el 27 del rotor, diametralmente opuesto al 3. Dado que

la vuelta completa tiene 240 PCR, este enfrentamiento tiene lugar 120 PCR después,

entre la 122 y la 123, en t = 3, 4857 s y t = 3, 5 s, respectivamente.

En el paso del diente 3 del rotor frente a los dientes del estator posteriores al 4,

graficados en las Fig. 5.18(b) a 5.20, se aprecia el efecto de la excentricidad en la

diferencia de las amplitudes de flujo, disminuyendo progresivamente en el orden de

presentación de las gráficas. No se percibe, en cambio, el efecto de la asimetŕıa debida

a la distribución del arrollamiento trifásico. En el caso de un ELU, las amplitudes

de los flujos en estas gráficas son las mismas a simple vista. En el ensayo con el

rotor bloqueado, en cambio, las amplitudes de flujo entre los dientes enfrentados en

×10-6

0

2

4

P08-03[H]

×10-4

-1

0

1

Φ08-03[Wb]

Tiempo [s]
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

-500

0

500

∆u08-03[Wb/H]

Figura 5.20: Permeancia, flujo y PM entre el diente 8 del estator y 3 del rotor, durante
un ensayo a velocidad impuesta de 1 rev/s, con excentricidad estática del 50 % y
entrehierro liso.
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la posición fija θ = 0 tienen distintos valores, como se mostró en la Fig. 5.5.

5.4.2 Par

En la Fig. 5.12(b) se representó la sección transversal de la MI en la segunda PCR.

Como el rotor gira en sentido antihorario, el lazo 3 de la jaula de ardilla empieza a

enfrentar sólo parcialmente a la bobina interna del polo S2 de la fase a. Aplicando

(5.13) y (5.14), la segunda PCR tiene lugar en el instante t = 0, 3873 s, indicado con

el número 2 en la gráfica superior de la Fig. 5.21, que representa los valores de la

derivada de la inductancia mutua entre la fase a del estator y el lazo 3 del rotor con

los que opera el MCMA durante la simulación del ensayo. Como el polo enfrentado

es Sur, la inductancia Lsra3(θ) mutua es negativa. A partir de esta segunda PCR, el

enfrentamiento del lazo 3 del rotor a la bobina interna es sólo parcial, disminuyendo

el valor absoluto de la inductancia mutua, teniendo entonces un valor positivo su

derivada.

En cuanto a las permeancias del modelo CME, en la segunda PCR el diente

3 del rotor alcanza a enfrentar completamente al diente 4 del estator, y empieza

además a enfrentar al 5. La permeancia del TFE proyectado por el enfrentamiento al

diente 4 deja de aumentar, anulándose su derivada, y al diente 5 empieza a aumentar,

tomando su derivada un valor positivo, lo que se ve en la segunda y tercera gráfica

de la Fig. 5.21, respectivmente.

La Fig. 5.12(c) corresponde a la tercera PCR. El lazo 3 del rotor continúa enfren-

tando parcialmente a la bobina interna del polo S2 de la fase a, sin producir ningún

evento en la derivada de la inductancia mutua Lsra3(θ). Esta PCR tiene lugar en el
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Figura 5.21: Derivada de la inductancia mutua entre la fase a del estator y el lazo 3
del rotor, y de las permeancias en un ME entre los dientes del estator relacionados
con la distribución de esa fase y el diente 3 del rotor, durante un ensayo a velocidad
variable, con excentricidad estática del 50 % y entrehierro liso.

instante t = 0, 5 s, indicado con el número 3 en la gráfica de la derivada de inductancia

mutua.

Este planteo puede extenderse a los restantes cruces de ranura de la Fig. 5.21, en
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Figura 5.22: Pares calculados con las derivadas de permeancias de la Fig. 5.21, durante
un ensayo a velocidad variable, con excentricidad estática del 50 % y entrehierro liso.

los que el diente 3 del rotor enfrenta a los dientes del estator entre los cuales están

las ranuras en las que se alojan los lados activos del arrollamiento de la fase a. Estos

dientes son los únicos relacionados con la derivada de la inductancia mutua en caso

de un ELU, ya que sus únicos eventos son los cruces de las barras del lazo frente a los

lados activos de la fase. Habiendo irregularidades, todos los dientes del estator están

relacionados con esta derivada, debido a la variación del entrehierro.

La Fig. 5.22 muestra las gráficas de los pares en un ME por VAE calculados con
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las mismas derivadas de permeancias de la Fig. 5.21. En el caso de un ELU, la suma

de estos pares es igual al par calculado con la derivada de la inductancia mutua entre

la fase a y el lazo 3. Pero en la MI modelada en este ensayo, que tiene excentricidad

estática, el flujo inducido por la fase a y enlazado por el lazo 3 es además modulado

por el entrehierro variable en todos los dientes del estator.

En el sentido de giro antihorario (positivo) del rotor adoptado en el ensayo, el inicio

del enfrentamiento parcial de un diente del rotor a uno del estator, representado en

la Fig. 4.16(a), ejerce par motor en ese mismo sentido y el final del enfrentamiento,

representado en la Fig. 4.16(c), ejerce par de frenado en sentido horario. Si el rotor

girase en sentido horario (negativo), el inicio del enfrentamiento entre los dientes

ejerceŕıa par de frenado en sentido horario y el final, par motor en sentido antihorario.

En cualquiera de los dos sentidos de giro, el par es motor al inicio del enfrentamiento y

de frenado al final. En correspondencia con ésto, en la Fig. 5.21 se ve que las derivadas

de las permeancias entre los dientes del estator y del rotor pasan de un valor positivo

a uno negativo con el aumento de la posición θ del rotor, y viceversa.

La envolvente de la componente de 50 Hz en cada gráfica de par en la Fig. 5.22

presenta dos flancos verticales ascendentes, entre los que hay un flanco oblicuo descen-

dente. El primer flanco vertical se debe al incremento finito del par motor que tiene

lugar al inicio del enfrentamiento, y el segundo a la anulación del par de frenado que

tiene lugar al final. El flanco oblicuo descendente es una conexión entre los anteriores

ya que, como se concluyó en la CP 4, el signo del par entre dos dientes es el mismo

de la derivada de su permeancia. Este flanco descendente oblicuo de la envolvente

de la componente de 50 Hz hace que ésta encierre contra el eje de abscisas un área
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positiva al inicio del enfrentamiento, y una negativa al final, correspondientes a los

pares motor y de frenado respectivamente. El área positiva es mayor a la negativa,

resultando entonces positivo el valor medio de par entre cada par de dientes. Esa

diferencia surge de la forma de las gráficas de flujo en las Fig. 5.18 a 5.20, el cual,

en cumplimiento de la Ley de Hopkinson, es proporcional a la DPM en el entrehierro

durante el enfrentamiento. Las envolventes de esas gráficas de flujo forman una silueta

con doble convexidad, la primera en el intervalo en que la permeancia se encuentra

en su flanco ascendente y la segunda en el descendente. Como la primera es mayor a

la segunda, también la DPM y el par son mayores al inicio del enfrentamiento que al

final.

En la Fig. 5.22 puede notarse, además, el efecto de la excentricidad en la diferencia

de amplitud entre los pares.

El par total es la suma de los pares calculados con las combinaciones entre las

tres fases y los cuarenta lazos, y en el caso de la MI modelada en este ensayo, que

tiene excentricidad estática, el par además es modulado por las derivadas de las

inductancias propias y mutua de los lazos del rotor.

La Fig. 5.23 muestra las gráficas del par total en ambos modelos, que presentan

los flancos verticales ascendentes y oblicuos descendentes, a semejanza de los pares

ejercidos por cada combinación de dientes. En el MCMA, sólo las derivadas de las

inductancias mutuas entre las fases del estator y los lazos del rotor producen flancos

verticales ascendentes, ya que la modulación aportada por las derivadas de las induc-

tancias propias de los lazos del rotor y mutuas entre lazos, graficadas en la Fig. 4.8,

no presenta variaciones bruscas, tal como se espera producto de la excentricidad.
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Figura 5.23: Par en el MCMA y el CME, durante un ensayo a velocidad variable, con
excentricidad estática del 50 % y entrehierro liso.

El primer flanco vertical se produce en la primera PCR, en t = 0, 2236 s, en la cual

el diente 5 del rotor deja de enfrentar al 5 del estator, a la vez que el 4 del rotor empieza

a enfrentar al 6 del estator (Fig. 5.12(a)). Similares conmutaciones de enfrentamiento

se dan en el segundo flanco vertical en la segunda PCR, en t = 0, 3873 s, el tercero

en la posición de la tercera en t = 0, 5 s, y aśı sucesivamente. En cada uno de esos

flancos, se observa una diferencia entre los pares calculados por ambos modelos, que

será analizada en la próxima sección.

5.4.3 Error por interpolación en el cálculo numérico

Como se concluyó en la CP 3, el cálculo anaĺıtico de las inductancias con el método

AFB es inviable si se modela el ranurado, salvo que se trate de una MI con pocas

ranuras. Las derivadas deben, entonces, obtenerse también por métodos numéricos.

Dado que la MI modelada tiene 48 ranuras en el estator y 40 en el rotor, se aplicó
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entonces el método AFB mediante cálculo numérico. Las inductancias y sus derivadas

aśı obtenidas forman vectores cuyos elementos corresponden a valores discretos de

posición, los cuales a su vez forman un vector del mismo orden.

Esos vectores después deben ser léıdos por el simulador del MCMA al cabo de cada

paso de integración, para actualizar los valores de las inductancias y sus derivadas a

los correspondientes a la última posición calculada del rotor, interpolando entre sus

elementos.

La interpolación introduce un error que se puede atenuar aumentando el número

de posiciones discretizadas, con el consiguiente aumento del costo computacional.

Como dato orientativo, los resultados de cálculo de las inductancias de la MI y sus

derivadas a partir del método AFB presentados en el Cap. 4, tienen 1921 valores.

Atenuación del rizado en el par calculado

La Fig. 5.14 representa la sección de la MI en la segunda PCR, resaltando las

ranuras enfrentadas, una en cada sector del estator y del rotor. De los ocho cruces de

ranuras, cuatro corresponden a la fase a y cuatro a la fase c.

En la Fig. 5.21 se analizó la derivada de la inductancia mutua entre la fase a del

estator y el lazo 3 del rotor, y de las permeancias del entrehierro entre los dientes

del estator relacionados con la distribución del arrollamiento de esa fase y el diente 3

del rotor. Continuando con ese análisis, la Fig. 5.24 muestra el detalle de la segunda

PCR en esa misma derivada y en las de las permeancias que conmutan, agregando

además la gráfica del par total.

Puede notarse la diferencia entre el flanco ascendente de la derivada de la induc-
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Figura 5.24: Detalle de la segunda PCR en la derivada de la inductancia mutua
entre la fase a del estator y el lazo 3 del rotor, de las permeancias en un ME entre
los dientes 4 y 5 del estator y ese mismo lazo, y del par total durante un ensayo a
velocidad variable, con excentricidad estática del 50 % y entrehierro liso.

tancia, que presenta un aumento progresivo en los valores interpolados, y los flancos

de las derivadas de las permeancias, obtenidas por cálculo anaĺıtico, que presentan

un aumento instantáneo.

El error por interpolación, que atenúa la derivada de la inductancia mutua entre

la fase a del estator y el lazo 3 del rotor, produce el mismo efecto en el flanco as-

cendente del par calculado con ella. Como esta situación se repite en las otras tres

conmutaciones de la fase a, y en las cuatro de la fase c, todas éstas resaltadas en

la Fig. 5.14, el flanco ascendente del par total también resulta atenuado. Lo mismo

sucede en todas las PCR, como se ve en la Fig. 5.23.
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Figura 5.25: Pares calculados con las mismas derivadas de permeancias de la Fig. 5.22
para el caso de una MI con ELU.

Luego, se puede plantear la siguiente conclusión parcial:

CP10: La interpolación del cálculo numérico suprime las discontinuidades que las

derivadas de las inductancias presentan en las PCR, error que se propaga al

cálculo del par.
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Disminución del valor medio del par calculado

La Fig. 5.25 muestra las gráficas de los pares calculados con las mismas derivadas

de permeancias de la Fig. 5.22, esta vez para el caso de una MI con ELU, con el cual

esas derivadas tienen todas igual valor absoluto. En las gráficas se visualiza que los

flancos verticales de los pares motor y de frenado, ubicados al comienzo y al final de

cada enfrentamiento entre dientes, tienen la misma amplitud.

Si bien esas gráficas son obtenidas mediante la simulación del modelo CME con

cálculo anaĺıtico, en ellas puede verse que en caso de aplicar el cálculo numérico, el

error por interpolación que éste produce atenúa por igual a los flancos verticales de

los pares motor y de frenado, sin alterar el valor medio del par total. A partir de ésto,

se puede plantear la siguiente conclusión parcial:

CP11: El error por interpolación del cálculo numérico no altera el valor medio del

par calculado en caso de modelar una MI con ELU.

Excentricidad estática: La Fig. 5.26(a) muestra el detalle de las gráficas de los

pares totales obtenidos con ambos modelos en la segunda PCR, considerando ELU.

En ellas puede verse la atenuación del flanco ascendente del par calculado con el

MCMA, y la igualdad de su valor medio con el del par calculado con el modelo

CME. La Fig. 5.26(b) muestra las gráficas de esos mismos pares, considerando una

excentricidad estática del 50 % y entrehierro liso. Con esta irregularidad, si bien la

atenación del flanco ascendente del par calculado con el MCMA es la misma, el valor

medio de ese par es menor.

Las Fig. 5.27(a) y 5.27(b) muestran nuevamente las gráficas de las Fig. 5.26(a)
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(b) Con excentricidad estática del 50 % y entrehierro liso.

Figura 5.26: Detalle de la segunda PCR del par total en el MCMA y el CME, durante
un ensayo a velocidad variable.

y 5.26(b) en un intervalo de tiempo mayor, que comprende ocho PCR. En ellas puede

verse la atenuación de los flancos ascendentes del par calculado con el MCMA, la

igualdad de su valor medio con el del par calculado con el modelo CME considerando

ELU y su disminución con excentricidad estática. Tal disminución también es visible
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(b) Con excentricidad estática del 50 % y entrehierro liso.

Figura 5.27: Atenuación del rizado y variación del valor medio en el par calculado con
el MCMA, durante un ensayo a velocidad variable.

en la Fig. 5.23, correspondiente a la misma irregularidad. Este efecto producirá di-

ferencias de velocidad en las simulaciones de marcha, tal como se presentarán en la

Sec. 5.6.

Continuando con el análisis de la segunda PCR, mostrada en la Fig. 5.14, las



Caṕıtulo 5: Resultados de simulación 213

fases que conmutan son, alternadamente, la a y la c, con derivadas de signos también

alternados. La barra 4 del rotor, que pasa frente a la ranura 5 del estator en sentido

antihorario, deja de enfrentar a la bobina interna del polo S2 de la fase a, teniendo

los lazos 3 y 4 derivada positiva de inductancia mutua con esa fase; y la barra 14, que

pasa frente a la ranura 17 del estator, deja de enfrentar a la bobina interna del polo

N1, teniendo los lazos 13 y 14 derivada negativa de inductancia mutua. Las barras 24

y 34, que están pasando frente a las ranuras 29 y 41 del estator, repiten la secuencia

anterior.

La disminución del valor absoluto interpolado de la derivada de las inductancias

mutuas entre la fase a y los ocho lazos del rotor con los que está conmutando produce

un recorte de las áreas encerradas entre sus respectivas gráficas y el eje de abscisas.

Este recorte de área es mayor en las derivadas con los lazos ubicados en la zona de

entrehierro mı́nimo, de los cuales dos tienen derivada positiva y los otros dos negativa,

y menor en los ubicados en la zona de entrehierro máximo, también dos con derivada

de cada signo. Si bien esta alternancia de signos tiende a compensar los errores por

interpolación de la derivada de las inductancias mutuas entre la fase a y los ocho lazos

del rotor con los que está conmutando, como la disposición de esos lazos es asimétrica

respecto del desv́ıo excéntrico del rotor, la cancelación es sólo parcial.

En śıntesis, el error por interpolación del cálculo numérico se propaga como una

disminución del valor medio del par calculado considerando excentricidad estática.

Excentricidad dinámica: Las Fig. 5.28 y 5.29 muestran la gráfica del par calcula-

do con la derivada de la permeancia entre el diente 8 del estator y el 3 del rotor, con

ELU y con distintas irregularidades del entrehierro, respectivamente. Comparando la
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Figura 5.28: Par ejercido en el TFE entre el diente 8 del estator y el 3 del rotor,
durante un ensayo a velocidad variable, con ELU.

Fig. 5.28, correspondiente a un ELU, con la 5.29(a), correspondiente a excentricidad

estática del 50 %, y la 5.29(b), correspondiente a excentricidad dinámica del mismo

valor, la amplitud del par en un ME por VAE ejercido en el TFE (8, 3) alcanza un

valor mayor con cualquiera de las dos excentricidades que con ELU, ya que con las

excentricidades el entrehierro entre esos dientes tiene valor inferior a su media g0.

Comparando a su vez las amplitudes del par por VAE con una y otra excentricidad,

es mayor con la dinámica debido a que el movimiento del rotor no aleja al diente 3

de la zona de entrehierro mı́nimo.

Con excentricidad dinámica, además se ejerce par en un ME por VDR, aunque

éste tiene una amplitud tres órdenes inferior a la del par por VAE. Las ĺıneas de in-

ducción entre el par de dientes (8, 3) se acortan en todo el intervalo de enfrentamiento,

ejerciendo un par por VDR siempre positivo. La envolvente de la gráfica del par por

VDR tiene flancos más suaves que las de los pares por VAE con una y otra excentri-

cidad, diferencia proveniente de las respectivas derivadas de las permeancias, como
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(d) Apertura de 2.0 mm en las ranuras del rotor.
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(f) IVME 5.29(b) y 5.29(d).

Figura 5.29: Par ejercido en los TFE entre el diente 8 del estator y el 3 del rotor,
durante un ensayo a velocidad variable.

se ve en las Fig. 4.20(b), 4.25(c) y 4.25(d), aunque correspondientes a otros pares de

dientes. En las distintas combinaciones de dientes, las derivadas de sus permeancias
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para calcular el par por VDR aportan términos con flancos suaves, lo cual suaviza a

su vez los flancos de las gráficas de las derivadas de las inductancias mutuas entre las

fases del estator y los lazos del rotor que utiliza el MCMA, atenuando su error por

interpolación. Aunque en el caso de la excentricidad dinámica, siendo despreciable el

par por VDR frente al par por VAE, también lo es la atenuación del error, como se

verá en la Sec. 5.6.

En śıntesis, el error por interpolación del MCMA disminuye el valor medio del par

calculado en caso de modelar excentricidad dinámica, en una cantidad comparable a

como lo hace al modelar excentricidad estática.

Ranurado del estator: Comparando ahora la Fig. 5.28, correspondiente a un ELU,

con la 5.29(c), correspondiente a una apertura de 2.7 mm en las ranuras del estator,

el par en un ME por VAE ejercido por el par de dientes (8, 3) alcanza un valor menor

con el ranurado por el aumento del entrehierro medio. Además, la envolvente de

las gráficas del par con ranurado presenta flancos menos escarpados, tanto al inicio

como al final del enfrentamiento. Esta diferencia proviene de las derivadas de las

permeancias, como se ve en la Fig. 4.22(b), aunque en otro par de dientes, ya que en

esas posiciones las ĺıneas de inducción inciden sobre las ranuras, y están extendidas

con arcos de circunferencia, como muestra la Fig. 2.9, las cuales se acortan o alargan

progresivamente con el movimiento del rotor. También en ese caso resulta atenuado

el error por interpolación del MCMA, esta vez en forma apreciable.

En śıntesis, el error por interpolación del MCMA disminuye el valor medio del par

calculado en caso de modelar el ranurado del estator, en una cantidad menor que en

el caso de modelar excentricidad.
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Ranurado del rotor: En la Fig. 5.29(d), correspondiente a una apertura de 2.0 mm

en las ranuras del rotor, puede verse que el par por VDR tiene mayor amplitud que

el par por VAE, diferencia proveniente de las derivadas de las permeancias, como se

ve en las Fig. 4.27(c) y 4.27(d), aunque en otro par de dientes, alcanzando la suma de

ambos pares valores próximos a los de los del par con el ranurado del estator. La dis-

minución del par por VAE se debe a la extensión de las ĺıneas de inducción que inciden

en el centro de las ranuras del rotor. Como esas ĺıneas tienen longitud constante, la

derivada de la permeancia para calcular el par por VAE mantiene los flancos escarpa-

dos, (Fig. 4.27(d)), al igual que la envolvente del par por VAE (Fig. 5.29(d)). Ahora

bien, las demás ĺıneas de inducción incidentes en las ranuras del rotor se acortan pro-

gresivamente con el avance de la arista adelantada del diente del rotor, para después

alargarse con la salida de la arista atrasada, ejerciendo par motor y de frenado por

VDR, respectivamente. Como el acortamiento y posterior alargamiento son progresi-

vos, la derivada de la permeancia para calcular el par por VDR tiene flancos suaves

(Fig. 4.27(c)), y también la envolvente de la gráfica del par por VDR (Fig. 4.27(d)),

atenuando el error por interpolación del MCMA, esta vez en forma considerable.

En śıntesis, el error por interpolación del MCMA disminuye el valor medio del par

calculado en caso de modelar el ranurado del rotor, en una cantidad menor que en el

caso de modelar excentricidad.

Ranurado del estator y excentricidad estática: Comparando la Fig. 5.29(c),

correspondiente al estator ranurado sin excentricidad, con la 5.29(e), correspondiente

a ese mismo ranurado, al que se suma excentricidad estática, ambas IVMR, el agrega-

do de la última aumenta el par por VAE entre esos dientes, aproximando su amplitud
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a la que tiene con un ELU. La diferencia proviene de las derivadas de las permeancias,

aunque no se ve entre las Fig. 4.22(b) y 4.23(b), porque corresponden a dos dientes

ubicados aproximadamente en cuadratura durante el tiempo de simulación, en vez de

la zona de entrehierro mı́nimo. El alargamiento de las ĺıneas de inducción que inciden

en las ranuras es proporcionalmente mayor cuanto más anchas son éstas en relación

al entrehierro. La excentricidad hace aumentar esta relación en la zona de entrehierro

mı́nimo y disminuir en la de entrehierro máximo, acentuando y atenuando respecti-

vamente el efecto de disminución del error por interpolación del MCMA debido al

ranurado. De las dos tendencias, es dominante la primera por tener mayor incidencia

en el par total.

En śıntesis, el error por interpolación del MCMA disminuye el valor medio del par

calculado en caso de modelar el ranurado del estator y excentricidad estática, en una

cantidad mayor a como lo hace al modelar sólo el ranurado.

Ranurado del rotor y excentricidad dinámica: Comparando la Fig. 5.29(d),

correspondiente al rotor ranurado sin excentricidad, con la 5.29(f), correspondiente al

rotor ranurado más excentricidad dinámica, el agregado de esta otra IVME introduce

una diferencia imperceptibe entre los pares por VAE en la escala de las gráficas, y en

cambio una diferencia apreciable entre los pares por VDR. La diferencia imperceptible

entre los pares por VAE proviene de sus derivadas de permeancia, como se ve en las

Fig. 4.27(d) y 4.28(d), aunque en otro par de dientes. Como la apertura de las ranuras

del rotor es un orden mayor al entrehierro medio, la variación de longitud relativa

producida por la excentricidad dinámica en las ĺıneas de inducción que inciden en

el centro de las ranuras del rotor es despreciable, siéndolo también la variación del
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par por VAE. En cuanto a la diferencia apreciable entre los pares por VDR, también

proviene de las derivadas de sus permeancias, aunque no se aprecia en las Fig. 4.27(c)

y 4.28(c), ya que corresponden a dos dientes ubicados aproximadamente en cuadratura

durante el tiempo de simulación, en vez de estar en la zona de entrehierro mı́nimo.

Los mayores valores de las derivadas de permeancia en la zona de entrehierro mı́nimo,

son alcanzados en el mismo intervalo de tiempo que si hubiera sólo ranurado sin

excentricidad, acentuando la pendiente de los flancos de la envolvente de la gráfica

del par, con el consecuente aumento del error por interpolación del MCMA.

En śıntesis, el error por interpolación del MCMA disminuye el valor medio del par

calculado en caso de modelar el ranurado del rotor y la excentricidad dinámica, en

una cantidad mayor a como lo hace al modelar sólo el ranurado.

Comparando los pares calculados al modelar las distintas irregularidades geométri-

cas del entrehierro, se puede plantear la siguiente conclusión parcial:

CP12: El error por interpolación del MCMA disminuye el valor medio del par cal-

culado en caso de modelar irregularidades geométricas del entrehierro. Con los

valores considerados, tal disminución es mı́nima para los ranurados del esta-

tor o del rotor, máxima para la excentricidad estática o dinámica y tiene valor

intermedio para sus combinaciones.

5.5 Ensayo en vaćıo

En este ensayo se alimentó la MI con su tensión nominal y se impuso al rotor la

velocidad de sincronismo, a partir de la posición inicial θ0 = 0.
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La posición en que se encuentra el rotor en un instante t se puede determinar con

la expresión:

θ(t) = θ0 +
1

P
2π f t = 0 +

1

2
2π

 rad

ciclo

 50

ciclo

s

 t[s] = 50πt, (5.15)

donde P es el número de pares de polos y f la frecuencia de la alimentación eléctrica.

5.5.1 Flujos y corrientes

La Fig. 5.30 muestra las gráficas de corriente en el estator y en los lazos 40, 5,

10 y 15 del rotor, y la Fig. 5.31 muestra la diferencia entre los flujos enlazados por

dos pares de fases del estator en ambos modelos, durante un ensayo en vaćıo con

excentricidad estática del 50 % y entrehierro liso.

Como se estimó con (5.3), en este ensayo y el de rotor bloqueado la corriente en la

fase a, una vez alcanzado el régimen estacionario, se aproxima a una función temporal
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Figura 5.30: Corrientes en el estator y en los lazos 40, 5, 10 y 15 del rotor en el
MCMA y el CME, durante un ensayo en vaćıo con excentricidad estática del 50 % y
entrehierro liso.
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coseno invertida. Ésto se verifica en la gráfica mostrada en la Fig. 5.30(a), la cual pasa

por un mı́nimo en t = 0 que está desplazado hasta el origen de coordenadas debido a

la condición inicial nula.

Iniciando el ensayo en la posición θ = 0, la misma se repite cada dos inicios de ciclo

eléctrico, en los instantes indicados por las ĺıneas verticales negras. En esas posiciones,

el lazo 40 del rotor está alineado con el polo S2 de la fase a.

Como se ve en la la Fig. 5.30(a) en un intervalo inmediato siguiente a t = 0, la

corriente en la fase a, que toma valores positivos debido al régimen transitorio, induce

un campo entrante por los polos Norte y saliente por los Sur, tanto en esa fase como

en el lazo 40.

En ese mismo intervalo, como se ve en la Fig. 5.31(b), parte del flujo inducido se

almacena en el lazo 40, con un valor transitoriamente creciente.

El crecimiento transitorio de Φr40 induce una FEM desmagnetizante, también

transitoria, en ese lazo del rotor, que hace circular la corriente ir40 mostrada en la

Fig. 5.30(b), de signo contrario a la magnetizante isa.

Como se ve en la la Fig. 5.31(b), el flujo Φr40 mantiene su polaridad una vez

alcanzado el régimen estacionario, debido a que el rotor gira en sincronismo con la

inducción rotante. Este flujo positivo tiene valor máximo porque está espacialmente

alineado con la inducción resultante de las tres fases.

Un proceso similar ocurre en el diente 10 del rotor, que está en cuadratura con el

40, con la variante de que el flujo almacenado en él es negativo porque en el instante

t = 0 ese diente está alineado con un polo Norte.

Los dientes 5 y 15, en cambio, en el instante t = 0 se encuentran en los planos
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Figura 5.31: Diferencia entre los flujos enlazados por dos pares de fases del estator y
flujo en los dientes 40, 5, 10 y 15 del rotor en el MCMA y el CME, durante un ensayo
en vaćıo con excentricidad estática del 50 % y entrehierro liso.

neutros entre los polos de la fase a. En ese instante, la inducción rotante que resul-

ta de las tres fases tiene la dirección de la inducida por la fase a, coincidiendo las

posiciones de sus planos neutros. En su rotación, los dientes 5 y 15 se mantienen en

los planos neutros de la inducción rotante, por lo que el flujo en estos dientes, en

régimen estacionario, tiende a un valor fluctuante de poca amplitud, debido sólo a la

excentricidad, con una periodicidad de un ciclo por vuelta. Tal fluctuación se aprecia

para todos los dientes del rotor en la Fig. 5.32.

Una vez establecido este régimen estacionario del flujo fluctuante en todos los

dientes del rotor, la FEM que se induce en los lazos y la corriente en éstos tiene el

mismo comportamiento, como se ve en la Fig. 5.30(b).

Comparando las Fig. 5.30(a) y 5.31(a), se observa un régimen transitorio que es

acentuado en las gráficas de las corrientes que circulan por las fases del estator, y que
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Figura 5.32: Flujo en todos los dientes del rotor en el MCMA y el CME, durante un
ensayo en vaćıo con excentricidad estática del 50 % y entrehierro liso.

en cambio es atenuado en las gráficas de los flujos enlazados por ellas. Ésto se debe

a que las corrientes del estator son compensadas por las corrientes desmagnetizantes

en el rotor. Ese aumento transitorio en las corrientes del estator tras la conexión de

la fuente de alimentación trifásica es inevitable, porque al ser inalterable la tensión

de la fuente, la corriente es la única variable de potencia adaptativa.

5.5.2 Par

La Fig. 5.33 muestra las gráficas del par en ambos modelos. En la 5.33(a), corres-

pondiente a la simulación completa, se ve que el par, como variable dependiente de

las corrientes del estator y del rotor, tiende a anularse en régimen estacionario. En

toda la simulación, y en mayor medida durante el régimen transitorio, la amplitud
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Figura 5.33: Par en el MCMA y el CME, durante un ensayo en vaćıo con excentricidad
estática del 50 % y entrehierro liso.

del rizado del par es menor para el MCMA, como se vio en la Sec. 5.4.3.

Iniciando el ensayo en la posición θ = 0, la misma se repite cada dos inicios de

ciclo eléctrico, en los instantes indicados por las ĺıneas verticales negras, en los cuales

las PCR reinician su numeración. La Fig. 5.33(b) muestra el detalle del inicio de la
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tercera vuelta del rotor, a partir del instante t = 80 ms, indicando el número de PCR

correspondiente a cada flanco ascendente del par, obtenido con (5.13) y (5.15).

En las gráficas se reconoce un primer patrón repetitivo cada veinte PCR, cantidad

al cabo de la cual la componente fundamental del flujo pasa de estar alineado con el

centro de un polo o con un plano neutro a estarlo con el centro del polo o con el plano

neutro siguiente. Por ejemplo, el polo Sur inducido en θ = 0, t = 0 mostrado en la

Fig. 5.1, ha de mantenerse solidario al diente 40 del rotor, inicialmente alineado con

el polo S2 de la fase a, entre la PCR número 240 y la 1. Veinte PCR después, entre

la número 20 y 21, estará alineado con el polo N2 de la fase c. El peŕıodo espacial

de veinte PCR abarca un doceavo de vuelta, que es la distancia entre dos centros de

polos consecutivos.

Un segundo patrón repetitivo divide al anterior en tres, cada uno con un peŕıodo

de
20

3
= 6

2

3
pcr. Por ejemplo, los flancos de valor máximo entre los de su entorno se

dan en las PCR 1, 21, etc. Los siguientes, se dan en las PCR

1 + 6
2

3
= 7

2

3
≈ 8, 21 + 6

2

3
= 27

2

3
≈ 28,

etc. Los siguientes en las PCR

1 + 2 x 6
2

3
= 14

1

3
≈ 14, 21 + 2 x 6

2

3
= 34

1

3
≈ 34,

etc. Esos patrones repetitivos en la gráfica del par también son efecto de la distribución

del arrollamiento trifásico, al que es entonces aplicable el análisis de Fourier utilizando

las expresiones de los armónicos de la DPM, dados en (5.5).
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5.6 Arranque sin carga

En estos arranques se alimenta la MI con su tensión nominal sin carga mecánica

acoplada al rotor, dejándolo en libertad de movimiento a partir del reposo en la

posición inicial θ = 0.

5.6.1 Entrehierro liso y uniforme

La Fig. 5.34 muestra las gráficas de la corriente en la fase a del estator y en el

lazo 40 del rotor en ambos modelos, durante un arranque en vaćıo con ELU, en las

que pueden distinguirse los reǵımenes transitorio y estacionario. Las dos corrientes

disminuyen su amplitud y la del rotor, además, disminuye la frecuencia debido a la

aproximación de la velocidad del rotor a la velocidad de sincronismo.

En las corrientes del estator se observan las caracteŕısticas del régimen transitorio

de arranque: amplitud un orden superior a la corriente de marcha sin carga y desfasaje

de la tensión predominantemente reactivo, ya que su componente alterna se aproxima

a una función cosenoidal invertida, mientras que la tensión en esa fase es una función

senoidal.

En la corriente del rotor se observa el efecto desmagnetizante. En el comienzo del

arranque, la corriente Ir40 está aproximadamente en fase con la corriente Isa, tal como

se explicó en la Sec. 5.5.

La Fig. 5.35 muestra la gráfica de la diferencia entre los flujos enlazados por las

fases a y b del estator y la del flujo en el diente 40 del rotor en ambos modelos, durante

el mismo arranque. La primera tiene la frecuencia de la fuente de alimentación y la

segunda, al igual que la de corriente en el lazo de ese diente, tiene una frecuencia
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Figura 5.34: Corriente en la fase a del estator y en el lazo 40 del rotor en el MCMA
y el CME, durante un arranque en vaćıo con ELU.
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Figura 5.35: Diferencia entre los flujos enlazados por dos fases del estator y flujo en el
diente 40 del rotor en el MCMA y el CME, durante un arranque en vaćıo con ELU.
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Figura 5.36: Par en el MCMA y el CME, durante un arranque en vaćıo con ELU.

progresivamente menor, no aśı su amplitud, que en vez de fluctuar en torno del eje

de abscisas toma valores que vaŕıan lentamente por el deslizamiento, aunque ésto no

llega a apreciarse al cabo del tiempo de simulación. Como en la posición inicial del

rotor el lazo 40 está alineado con el polo S2 de la fase a, cuya inducción es saliente

en un intervalo inmediato siguiente a t = 0, el flujo Φr40 toma valores negativos.

La Fig. 5.36 muestra las gráficas del par en ambos modelos, con un rizado con-

siderable durante el régimen transitorio, el cual es menor para el MCMA, como se

justificó en la Sec. 5.4.3. Aunque en la escala de esas gráficas su valor medio resulta

imperceptible, se deduce que éste debe necesariamente ser no nulo para que el rotor

acelere.

La Fig. 5.37 muestra las gráficas de la velocidad en ambos modelos, durante un

arranque en vaćıo con ELU. La gráfica sin escala con forma de diente de sierra repre-

senta la posición limitada al rango 0 ≤ θ < 2π, de modo que a cada diente corresponde
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Figura 5.37: Velocidad en el MCMA y el CME, durante un arranque en vaćıo con
ELU.

una vuelta del rotor.

En cada intervalo entre dos ĺıneas verticales negras, transcurren diez ciclos eléctri-

cos. En ese lapso, mientras que el campo rotante gira cinco vueltas, el rotor gira una

cantidad no entera igual al número de dientes de sierra contenido entre las dos ĺıneas

verticales negras. Con un deslizamiento mayor, como el que tendŕıa lugar por ejemplo

en estado de carga, el desfasaje progresivo de los dientes de sierra respecto de las

ĺıneas verticales negras destacaŕıa el atraso acumulativo del rotor respecto del campo

rotante.

Según la CP 10, el error por interpolación en el MCMA atenúa el rizado del par

calculado. Sin embargo, no tiene incidencia visible sobre la gráfica de la velocidad, ya

que ese rizado es de todos modos filtrado por la inercia de la masa rotante.
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5.6.2 Entrehierro con irregularidades geométricas

La Fig. 5.38 muestra las gráficas de la velocidad en ambos modelos con distintas

irregularidades del entrehierro durante los primeros 300 ms de simulación.

Igualmente a las mostradas en la Fig. 5.37 correspondientes a un ELU, la atenua-

ción del rizado del par calculado con el MCMA debida al error por interpolación no

tiene incidencia visible sobre las gráficas de velocidad.

Pero contrariamente a las gráficas correspondientes a un ELU, estas presentan

diferencias de resultados entre uno y otro modelo. La causa de tales diferencias es

atribuible al error por interpolación del MCMA, que según la CP 12 disminuye el

valor medio del par calculado, siendo esa disminución mı́nima para los ranurados

del estator o del rotor, máxima para la excentricidad estática o dinámica y de valor

intermedio si se combinan las IVMR o IVME anteriores.

En todas las gráficas de la Fig. 5.38 se ve que ambos modelos calculan la misma

velocidad en los primeros instantes del arranque, y a partir de un momento dado el

MCMA comienza a retrasarse, decayendo su evolución hacia fluctuaciones que una

vez superadas, asemeja la del modelo CME, como se ve en la Fig. 5.39 en la que se

muestra el tiempo completo de simulación.

Las gráficas sin escala con forma de diente de sierra representan la posición limi-

tada al rango 0 ≤ θ < 2π, de modo que a cada diente corresponde una vuelta del

rotor.

Comparando las gráficas de la velocidad en ambos modelos correspondientes a las

distintas irregularidades del entrehierro mostradas en la Fig. 5.38, puede relacionarse

el retraso inicial en el arranque con el error por interpolación del MCMA.
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Figura 5.38: Velocidad en el MCMA y el CME con distintas irregularidades del en-
trehierro durante un arranque en vaćıo.
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Figura 5.39: Velocidad en el MCMA y el CME, durante un arranque en vaćıo con
excentricidad estática del 50 % y entrehierro liso.

Las Fig. 5.40 a 5.42 muestran la misma serie de gráficas comentadas para el

arranque con ELU, pero en este caso correspondientes al modelado de excentricidad

estática del 50 % y entrehierro liso.

Comparando las Fig. 5.34(b) y 5.35(b), que muestran las gráficas de corriente

y flujo en el lazo 40 del rotor en la simulación con ELU, con las Fig. 5.40(b) y

5.41(b), análogas para la simulación con excentricidad estática y entrehierro liso, se

ve que las últimas, alcanzado el régimen estacionario, presentan una ondulación de

casi cinco peŕıodos en los intervalos entre dos ĺıneas verticales negras. Cada uno de

esos intervalos comprende diez ciclos eléctricos, en los que el campo estatórico rota

cinco vueltas y el rotor, en régimen estacionario, casi esa cantidad. La ondulación,

entonces, es atribuible a la variación ćıclica del entrehierro frente al lazo 40 del rotor.
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Figura 5.40: Corriente en la fase a del estator y en el lazo 40 del rotor en el MCMA y el
CME, durante un arranque en vaćıo con excentricidad estática del 50 % y entrehierro
liso.
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Figura 5.41: Diferencia entre los flujos enlazados por dos fases del estator y flujo en
el diente 40 del rotor en el MCMA y el CME, durante un arranque en vaćıo con
excentricidad estática del 50 % y entrehierro liso.
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Figura 5.42: Par en el MCMA y el CME, durante un arranque en vaćıo con excentri-
cidad estática del 50 % y entrehierro liso.

5.7 Sumario

Se presentaron resultados de simulaciones de ensayos con rotor bloqueado, a velo-

cidad variable y en vaćıo, y de arranques sin carga, algunos modelando ELU y otros

irregularidades en el entrehierro.

Se analizó la evolución temporal de las variables de la MI, cotejándolos con una

estimación cualitativa previa, validando la coherencia de los sentidos de referencia

adoptados.

En los ensayos, la coincidencia de resultados entre las variables eléctricas y magnéti-

cas de ambos modelos probó su equivalencia en estos dominios, y validó la analoǵıa

entre un TFE y un condensador eléctrico. En cuanto a los resultados del par, se en-

contró coincidencia entre los resultados de ambos modelos sólo en las posiciones del

rotor en que no hay cruces de ranuras, surgiendo en cambio diferencias en las PCR.
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Se aprovechó la capacidad del modelo CME para representar variables como los

flujos y las DPM entre los dientes y se mostró su alcance como herramienta de análisis.

Mediante la utilización del CME, se encontró que la causa de las diferencias entre

los resultados del par es el error por interpolación en el MCMA, consecuencia del

cálculo numérico de las inductancias y sus derivadas en lugar del cálculo anaĺıtico.

Esas diferencias se propagan a todas las variables en las simulaciones de un arranque

en vaćıo, aunque sólo en aquellas en que se modelan irregularidades del entrehierro,

y a su vez se transmiten hacia el valor medio del par.

Se validó el cálculo anaĺıtico de las derivadas de las permeancias del modelo CME.

Se expuso la relación entre los resultados de las simulaciones con los del análisis

de Fourier, analizando las gráficas del flujo en los dientes del estator y de la DPM

entre los yugos de los núcleos del estator y del rotor, en las cuales es notorio el efecto

de la distorsión armónica debida a la distribución del arrollamiento trifásico.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones y propuesta de

trabajos futuros

6.1 Conclusiones parciales

En el Cap. 2 se presentaron el MCMA y el método AFB para cálculo de las

inductancias con las que se resuelve ese modelo. Sobre el método AFB resultaron

intŕınsecamente impuestas dos restricciones: la R1, según la cual la permeabilidad de

los núcleos del estator y del rotor debe considerarse infinita, y la R2, según la cual las

direcciones de los lados de la trayectoria de Ampere que cruzan el entrehierro deben

ser las mismas de la ĺınea de inducción en la posición angular que ocupa cada uno.

Además de esas dos restricciones intŕınsecas de la concepción del método, se

adoptó la R3, según la cual el entrehierro se considera axialmente uniforme para

reducir el análisis de la MI a dos dimensiones, omitiendo irregularidades como el

cruzamiento de las ranuras o la desalineación del eje.

239
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Se presentaron las interpretaciones f́ısicas de los parámetros del método AFB,

concluyendo en la CP 1 en que la función de bobinados es proporcional a la DPM

inducida en el entrehierro. Analizando la gráfica de la función de bobinados se dedujo

la CP 2, según la cual su valor absoluto disminuye en la zona de menor entrehierro.

Completando la presentación del método AFB, se desarrollaron las expresiones

para cálculo de las inductancias. Al analizar el costo computacional que demanda su

cálculo anaĺıtico, se encontró que éste es inviable modelando el ranurado, salvo que

se trate de una MI con pocas ranuras, como lo expresa la CP 3.

La propuesta del cálculo anaĺıtico en busca una relación cualitativa entre las irre-

gularidades del entrehierro y sus efectos sobre las variables del modelo se retomó en

el Cap. 3, esta vez aplicada a las permeancias del CME y sus derivadas.

Se compararon los parámetros del método AFB con los del CME, estableciendo

un paralelismo entre la distribución de bobinados y la ventana de un diente, y entre

la función de bobinados y la permeancia de un TFE.

Entre esas dos últimas, la función de bobinados es portadora de información refe-

rente a toda la extensión angular del entrehierro, adquirida en un giro completo del

lado radial móvil de la trayectoria de Ampere. Ésto permite que con esa función se

pueda calcular la DPM inducida en cualquier lugar del entrehierro y posición del ro-

tor, como se concluyó en la CP 1. En cambio, la permeancia de un TFE contiene sólo

la información geométrica del arco de entrehierro que éste ocupa, complementándose

con las demás en una red magnética.

Comparando las ecuaciones para cálculo del par en ambos modelos, se llegó a la

CP 4, según la cual en la del CME el signo de los pares ejercidos por las permeancias
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de los TFE es el mismo de sus derivadas, que son parámetros predecibles con la

posición θ del rotor, mientras que en la del MCMA el signo del par depende además

de variables temporales.

En el desarrollo del cáclulo anaĺıtico de la derivada de la permeancia de un TFE

se llegó a la CP 5, según la cual ésta tiene dos términos, uno atribuible a la variación

del área enfrentada por los dientes, y otro a la variación de su distancia radial. Esas

variaciones son, respectivamente, la deformación longitudinal y transversal del TFE.

Se analizó el costo computacional que demanda el cálculo anaĺıtico del CME,

cuyas permeancias y sus derivadas operan con la función del entrehierro ocupado por

el TFE correspondiente. Como el costo computacional de esa operación es bajo, se

concluyó en la CP 6 en que śı es posible implementar el cálculo anaĺıtico con el CME,

incluso modelando el ranurado.

En la CP 7 se concluyó en que la permeancia de un TFE no depende de marco

de referencia adoptado, aunque śı los términos del cálculo anaĺıtico de sus derivadas.

En la CP 8 se concluyó en que las IVME producen variaciones de las permeancias

de los TFE proyectados por los dientes del estator, y las IVMR de los TFE proyectados

por los dientes del rotor.

En el Cap. 4 se presentaron los resultados de cálculo de los parámetros obtenidos

con el método AFB y el CME. Calculando las inductancias de la MI y sus derivadas a

partir de las permeancias del CME y sus derivadas, se llegó a la CP 9, según la cual el

cálculo anaĺıtico de las primeras es posible con el CME, posibilitando a su vez resolver

el MCMA con software de cálculo simbólico, quedando aśı salvada la limitación del

método AFB expresada en la CP 3.
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En el Cap. 5 se presentaron los resultados de simulación en distintas condiciones de

operación y con diferentes asimetŕıas en el entrehierro. En el MCMA se aplicaron las

inductancias y sus derivadas obtenidas por cálculo numérico, en cambio en el modelo

CME se aplicaron las permeancias y sus derivadas obtenidas por cálculo anaĺıtico.

Al comparar los resultados de ambos, se encontró que la interpolación en el cálculo

numérico suprime las discontinuidades que las derivadas de las inductancias presentan

en las PCR, error que se propaga al cálculo del par, como lo expresa la CP 10.

En base a esos resultados, se dedujo que el error por interpolación altera el va-

lor medio del par calculado con una magnitud que depende de las irregularidades

geométricas modeladas. Tratándose de un ELU, tal incidencia es nula, como lo ex-

presa la CP 11.

Si en cambio se modelan irregularidades geométricas del entrehierro, el error por

interpolación del MCMA disminuye el valor medio del par calculado. Como se expresa

en la CP 12, con los valores de irregularidades considerados tal disminución es mı́nima

para el ranurado del estator o del rotor, máxima para la excentricidad estática o

dinámica y tiene valor intermedio si se combinan entre śı esas IVMR o IVME.

6.2 Conclusiones finales

Habiendo aplicado voluntariamente al CME las restricciones del método AFB para

analizarlos en igualdad de condiciones, los resultados de simulación obtenidos en los

Cap. 4 y 5 conducen a la conclusión final:

CF1: Si bien con distintos alcances de aplicación, el CME es coherente con el método

AFB y el MCMA.
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Esos resultados fueron obtenidos con cálculo anaĺıtico y numérico, de cuya com-

paración surge:

CF2: El cálculo anaĺıtico de los parámetros del modelo permite aumentar su reso-

lución y reproducir las discontinuidades de las derivadas de las permeancias e

inductancias, evitando el error por interpolación del cálculo numérico.

Del desarrollo de método AFB y el modelo CME se deduce:

CF3: Debido al costo computacional, sólo es posible implementar el cálculo anaĺıtico

en el CME y no en el método AFB.

6.3 Trabajos futuros

Del alcance del modelo CME como herramienta de análisis surgen propuestas

inmediatas.

Su capacidad para representar el flujo tangencial en el entrehierro permite aplicarlo

al análisis del efecto de las cuñas magnéticas en las ranuras.

Su capacidad para representar el flujo y el PM en los dientes del estator y entre

cada par de dientes del estator y del rotor, aśı como el par ejercido por estos últimos,

permite aplicarlo al análisis de la distorsión armónica debida a la distribución del

arrollamiento trifásico.

Su capacidad para representar variaciones en la permeabilidad de los núcleos,

permite aplicarlo al análisis de los efectos de la saturación.

Por su parte, la capacidad del método AFB para el análisis de las irregularidades

axiales como la desalineación, flexión del eje, etc., aśı como la representación de las
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variables en el dominio de la frecuencia propuestas en [11], se pueden extender al

modelo CME bidimensional presentado en esta tesis.

Finalmente, los dos modelos se pueden aplicar al análisis de la rotura de barras

y anillos de cortocircuito, las fallas de aislación entre espiras del estator, y entre

éstas y la carcasa. Vinculando los modelos a un dominio mecánico con desarrollo más

elaborado que los represente, también se pueden aplicar al análisis de fenómenos como

las vibraciones y el desbalance.
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Apéndice A

Diferencia de potencial magnético

en el entrehierro

En la sección de la MI representada en la Fig. 2.3(a), la FMM inducida por la fase

a en la trayectoria de Ampere está dada por (2.57). Esa FMM, que es proporcional

a la distribución de bobinados graficada en la Fig. 2.3(b), tiene valor medio espacial

no nulo.

En cambio, la FMM inducida por la misma fase en el desarrollo completo del

entrehierro tiene valor medio espacial nulo, porque este último no rodea por separado

a los lados activos de la bobina, como śı lo hace la trayectoria de Ampere en las

posiciones del lado radial cd pertenecientes al intervalo
�1

2
π,

3

2
π
�

. Esta última FMM

puede entonces calcularse como:

Fsa(φs, isa) =
�
nsa(φ

s)− < nsa(φ
s) >

�
isa. (A.1)

La expresión entre corchetes dada en (A.1) es un parámetro de la máquina, y la

FMM una variable proporcional a él, graficada con color rojo en la Fig. 2.12(b).
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Similarmente, puede calcularse la DPM en el entrehierro debida a la corriente en

esa misma fase a partir de la función de su bobinado aplicando (2.81). La función del

bobinado de la fase a es un parámetro de la máquina, y la DPM una variable pro-

porcional a él, graficada con color azul en la Fig. 2.12(b) para una posición particular

del rotor.

La Fig. 2.12(b) muestra, entonces, las gráficas de dos parámetros propios de la

máquina, uno de los cuales es la expresión entre corchetes dada en (A.1), proporcional

a la FMM inducida por la fase a, y el otro la función del bobinado de esa fase,

proporcional a la DPM que produce en el entrehierro. Como puede verse, las gráficas

de ambos parámetros son espacialmente discontinuas y la segunda presenta además

un corrimiento en ordenadas, correspondiente a la posición del rotor para la que fue

calculada, que es la representada en la Fig. 2.11(c).

Esta discontinuidad espacial se debe a la restricción R1 impuesta al método AFB,

según la cual la permeabilidad de los núcleos debe considerarse infinita, resultando

equipotenciales a cada lado de la bobina de la fase a, y la DPM una función de dos

escalones, cada uno de valor constante.

Si sólo está energizada la fase a, se puede calcular el PM en el núcleo del estator

resolviendo el circuito de la Fig. A.1. En éste, el nodo con PM Us representa al núcleo

del estator y el nodo con PM Ur al del rotor, adoptado como cero de referencia.

Los núcleos de estator y del rotor están conectados por dos ramas magnéticas,

cada una con una fuente de FMM en serie con la permeancia del arco de entrehierro

al que enfrenta. Cada una de estas dos ramas magnéticas corresponde a un intervalo

angular de media vuelta en la sección de la MI.
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P

U

U

+

-

P

F F

Figura A.1: Circuito magnético inducido por la fase a en las figuras 2.3 y 2.11.

Las polaridades de las fuentes de FMM y DPM en las permeancias del entrehierro

en el circuito corresponden a las indicadas en las secciones de la MI representadas en

la Fig. 2.11.

La fuente FsaN induce flujo desde el estator hacia el rotor, actundo como polo

inductor Norte, y la fuente FsaS induce flujo desde el rotor hacia el estator, actuando

como polo inductor Sur.

De la solución del circuito, el PM en el núcleo del estator resulta:

Us(φs, θ, isa) = − Fsa(φs, isa) + ∆ Usr(φs, θ, isa), (A.2)

donde los dos últimos términos son funciones espacialmente discontinuas, cuyas gráfi-

cas son proporcionales a las mostradas en la Fig. 2.12(b).

Sustituyendo (A.1) y (2.81) en (A.2), el PM en el núcleo del estator resulta:

Us(φs, θ, isa) =

− �nsa(φs)− < nsa(φ
s) >

�
+Nsa(φ

s, θ)

 isa, (A.3)

siendo la expresión entre corchetes también una función espacialmente discontinua.

Como se analizó en la Sec. 2.3.3, la proximidad del rotor al polo Sur (prpS)

produce un corrimiento positivo en ordenadas de la gráfica de función de bobinados,
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resultando entonces la desigualdad:

Nsa(φ
s, θ)

∣∣∣∣∣∣
prpS

>
�
nsa(φ

s)− < nsa(φ
s) >

�
, (A.4)

que puede notarse comparando las dos gráficas de la Fig. 2.12(b).

La sustitución de (A.4) en (A.3), hace que la expresión entre corchetes en esa

última sea positiva, teniendo entonces el PM inducido por la fase a en el núcleo del

estator el mismo signo de la corriente.

Análogamente, si el rotor se encuentra próximo al polo N , como lo representa la

Fig. 2.11(e), la expresión entre corchetes en (A.3) resulta negativa y el PM inducido

por la fase a en el núcleo del estator tiene signo contrario al de la corriente.

Generalizando, el PM inducido por cada una de las tres fases en el núcleo del

estator tendrá una componente en fase con su corriente si el rotor se aproxima al polo

Sur, o en oposición de fase si se aproxima al Norte.

Las ranuras simétricamente distribuidas respecto del plano neutro de cada arrolla-

miento, al no producir corrimiento de la gráfica de la función de bobinados, tampoco

tienen efecto sobre el PM del núcleo del estator.



Apéndice B

Parámetros de cálculo y simulación

B.1 Equivalencia entre los dos modelos

En la Tabla B.1 están dados los valores de las permeancias del modelo CME para

aplicar a su red magnética las mismas restricciones R1 y R2 impuestas al método

AFB, para que los resultados sean comparables.

Tabla B.1: Permeancias del CME para su equivalencia con el método AFB.

Psy ∞ Permeancia del yugo del estator.

Pst ∞ Permeancias de los dientes del estator.

Pry ∞ Permeancia del yugo del rotor.

Prt ∞ Permeancias de los dientes del rotor.

Ps tan 0 Permeancias de dispersión tangencial del estator.

Pr tan 0 Permeancias de dispersión tangencial del rotor.
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En el modelo CME, R1 se implementa asignando valor infinito a las permeancias

de las ramas correspondientes a los yugos y dientes, lo que equivale a reemplazarlas

por conexiones puente; y R2 asignando valor cero a las permeancias de las ramas

tangenciales del entrehierro, lo que equivale a su apertura.

B.2 Parámetros del motor modelado

En la Tabla B.2 están dados los valores de los parámetros básicos que definen la

geometŕıa de los núcleos del estator y del rotor sin irregularidades, necesarios para

calcular tanto las inductancias con el método AFB como las permeancias con el

modelo CME.

En ausencia de irregularidades, el entrehierro es liso y uniforme, y la función

del entrehierro g(φs, θ) es constante e igual a su valor medio g0 sin considerar los

ranurados del estator y del rotor.

En la Tabla B.3 están dados los valores de los parámetros del arrollamiento trifási-

co del estator.

Tabla B.2: Geometŕıa de los núcleos.

Ss 48 Número de ranuras del estator.

Sr 40 Número de ranuras del rotor.

r 75e− 3 [m] Radio medio del entrehierro.

g0 450e− 6 [m] Entrehierro.

l 100e− 3 [m] Longitud de los núcleos del estator y del rotor.
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Tabla B.3: Parámetros de los arrollamientos del estator.

Ns 18 Número de espiras por bobina.

Rs 1.1912 [Ω] Resistencia por fase.

Lsl 784.78e− 6 [H] Inductancia de dispersión por fase.

Tabla B.4: Parámetros de los lazos del rotor.

Rb 26e− 6 [Ω] Resistencia de una barra.

Lb 0 Inductancia de dispersión de una barra.

Re 1.56e− 6 [Ω] Resistencia de un segmento de aro de la jaula.

Le 30e− 9 [H] Inductancia de dispersión de un segmento de aro.

Pe 30e− 9 [H] Permeancia de dispersión de un segmento de aro.

El número de espiras por bobina es necesario para calcular las inductancias propias

de las fases del estator, mutuas entre las fases y entre éstas y los lazos del rotor con

el método AFB; aśı como las FMM y los enlaces de flujo con el modelo CME.

La resistencia e inductancia de dispersión por fase son datos necesarios para la

simulación de ensayos o de marcha con el MCMA y el modelo CME.

En la Tabla B.4 están dados los valores de los parámetros del núcleo del rotor y

de la jaula de ardilla.

La resistencia de las barras es un dato necesario para la simulación de ensayos y de

marcha con el MCMA y el modelo CME, mientras que la inductancia de dispersión lo

es sólo para el MCMA. El modelo CME representa la dispersión de flujo en las barras

con la permeancia Pr tan dada en la Tabla B.1. Adoptando en el CME la restricción



Apéndice B: Parámetros de cálculo y simulación 269

Tabla B.5: Parámetros mecánicos.

J 40e− 3 [kgm2]Momento de inercia del rotor.

B 4e− 3 [Nms] Fricción viscosa.

Tabla B.6: Parámetros de la alimentación eléctrica.

Vs rms 220/380 [V] Valor eficaz de tensión nominal del estator.

f 50 [Hz] Frecuencia de alimentación.

R1 impuesta al método AFB, según la cual la permeabilidad de los núcleos del estator

y del rotor debe considerarse infinita, la inductancia Lb y la permeancia Pr tan son

numéricamente iguales, al ser enlazadas por una sola espira. El valor adoptado para

ambas es cero.

Por su parte, la resistencia de los segmentos de anillo de cortocircuito es un dato

necesario para la simulación de ensayos y de marcha con el MCMA y el modelo CME,

mientras que la inductancia de dispersión lo es sólo para el MCMA. El modelo CME

tiene en cuenta el flujo disperso de los anillos con la permeancia Pe. La inductancia Le

y la permeancia Pe son numéricamente iguales, al ser enlazadas por una sola espira.

En la Tabla B.5 están dados los valores de los parámetros que determinan la

dinámica del dominio mecánico.

Finalmente, en la Tabla B.6 están dados los valores de los parámetros nominales

de alimentación eléctrica.
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