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RESUMEN

Una de las areas mas activas de investigacion multidisciplinaria es el estudio de vehiculos
aéreos no tripulados (UAVs) extremadamente flexibles (X). Estos conceptos futuristas
son una alternativa viable para reemplazar a los actuales satélites de comunicacion. La
flexibilidad estructural de la aeronave desplazandose en un fluido, conducen a un sistema
altamente no lineal caracterizado por un fuerte acoplamiento entre el flujo no estacionario
tridimensional y la estructura del X-HALE-UAVSs.

En este trabajo de tesis se presenta el desarrollo de una plataforma de simulacion
numérica que tiene como objetivo estudiar y caracterizar el comportamiento dinamico de
un concepto simplificado de un X-HALE-UAV. La aeronave se modela como una
coleccion de cuerpos rigidos conectados entre si por articulaciones flexibles. Las
ecuaciones que gobiernan la dinamica del UAV se derivan mediante un enfoque
energético basado en las ecuaciones de Lagrange para sistemas con restricciones. Las
ecuaciones de movimiento obtenidas mediante este enfoque son del tipo diferenciales-
algebraicas, conocidas por sus siglas en inglés como DAE (Differential-Algebraic
Equations), cuyo indice es 3. Debido a la naturaleza altamente no lineal de las ecuaciones
de movimiento, la solucion del sistema de DAEs se realiza en forma numeérica, simultanea

e interactiva en el dominio del tiempo mediante diferentes esquemas de integracion.

Con el objetivo de evaluar la confiabilidad de la herramienta de simulacion desarrollada
se la sometid a un proceso de verificacion, que consiste principalmente en: i) reproducir
soluciones de problemas bien documentados en la literatura; y ii) realizar comparaciones
numeéricas con resultados obtenidos con otros programas de computadoras, ampliamente

utilizados en mecanica computacional, tales como SIMPACT.

Entre los resultados mas relevantes de este trabajo de tesis se puede mencionar que la
formulacién desarrollada y su implementacién computacional son aptos para estudiar,
con gran detalle, la respuesta dindmica no lineal de sistemas aeronauticos del tipo X-
HALE-UAVs caracterizados por grandes deflexiones alares. Adicionalmente, se llevaron
a cabo simulaciones numéricas incorporando: i) efectos de rafagas, detectandose un
aumento de amplitud en la oscilacion, respecto a la respuesta sin rafaga; y ii) dafio
estructural en las conexiones alares, lo cual se refleja, principalmente, en la generacion
de rotaciones laterales en el fuselaje. Si bien, no existen modelos reales para validar la

herramienta computacional, los resultados encontrados permiten concluir que la

XVii



plataforma de simulacién numérica desarrollada constituye una excelente alternativa para

estudiar la dinamica de aeronaves extremadamente flexibles tipo HALE-UAV.

Los datos resultantes en este trabajo se utilizardn como punto de partida para la
elaboracion de modelos dindmicos mas complejos basados en un enfoque multicuerpo
flexible y que permitan: i) ser integrados a una plataforma de co-simulacion aeroeléstica;
y ii) estudiar la interaccion fluido-estructura de aviones muy flexibles, bajo diferentes

configuraciones de vuelo, e inmersos en flujos subsonicos.
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ABSTRACT

Recently, a new generation of unmanned-air-vehicles (UAVs) called extremely flexible
(X) high-altitude long-endurance (HALE) aircrafts are being actively studied today by a
large number of government institutions, private companies and universities around the
world. These new futuristic concepts are destroyers of old paradigms as they have been
conceived as flexible and mobile aerospace platforms, being a viable alternative to current
communications satellites. The presence of highly flexible structural members moving in
a fluid medium leads to a highly non-linear system characterized by a strong coupling

between the three-dimensional unsteady flow and the structure of the X-HALE-UAVSs.

In this Master thesis, it is presented the development of a numerical simulation framework
which aims to study and characterize the dynamic behavior of a X-HALE-UAV concept.
The aircraft is modeled as a collection of rigid bodies connected by flexible joints. The
motion equations for the entire UAV are derived by using an energetic approach based
on Lagrange’s equations for constrained systems, which are differential-algebraic (DAES)
of index-3. Because of the highly non-linear nature of the set of DAEs, they are solved
numerically, simultaneously and interactively in the time domain by using different

integration schemes in order to assess the accuracy and robustness of different integrators.

In order to assess the reliability of the numerical tool developed, a verification process
was conducted, which consists mainly of: i) reproducing well-documented problem
solutions available in the literature; and ii) performing numerical comparisons against
results obtained by using other computer programs, widely used in computational
mechanics, such as SIMPACT.

Among the most relevant results associated to this thesis, it can be mentioned that both
the formulation as well as its computational implementation are well-suited for studying,
with great detail, the non-linear dynamic response of aeronautical systems-like X-HALE-
UAVs featured by large wing deflections. Additionally, numerical simulations were
carried out by incorporating: i) gust effects, which produces an increase in the oscillation
amplitude regarding the reference response (without gust effect); and ii) structural
damage in the wing connections, which are mainly reflected as lateral oscillations on the

fuselage. Although there are no real models to validate the computational tool, the results

Xix



found allow concluding that the numerical simulation platform developed is an excellent

alternative to study the dynamics of extremely flexible HALE-UAV aircrafts.

The resulting data obtained in this work will be used as a starting point for the
development of more complex dynamic models based on a flexible multibody system
approach and that allow: i) to be integrated into an aeroelastic co-simulation framework;
and ii) to investigate the fluid-structure interaction of very flexible aircrafts, under

different flight configurations, and immersed in low-subsonic flows.
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Capitulo 1

Introduccion y Revision Bibliogréafica

1.1 Introduccion

En la ultima década, el uso de redes de comunicacion e internet se ha extendido
masivamente alrededor del mundo, lo cual se refleja en el aumento significativo de la
cantidad de satélites orbitando el planeta. Sin embargo, su costo, la carencia de cobertura
y su dificil mantenimiento, han motivado la busqueda de disefios més eficientes. La
opcién mas prometedora, son los aviones gue vuelan a gran altitud y que operan con gran
autonomia (High-Altitude Long Endurance, HALE), puesto que son menos costosos, su
area de cobertura puede ser ajustada facilmente y el mantenimiento es mucho mas simple
comparada con la de los satélites [1]. Aplicaciones adicionales involucran misiones de
inteligencia, vigilancia y reconocimiento (Intelligence Surveillance & Reconnaissance,
ISR) [2], y recolecciéon de datos atmosféricos [3]. Debido a los requisitos de tales
misiones, esta clase de aeronaves estan caracterizadas por alas con una alta relacién de
aspecto (alas muy largas), y si existen, fuselajes muy esbeltos; lo que resulta en un
vehiculo muy flexible. Afos de investigacion y desarrollo por Universidades e
instituciones gubernamentales de Norteamérica, tales como The National Aeronautics
and Space Administration (NASA), National Science Foundation (NSF), y The Defense
Advanced Research Projects Agency (DARPA), entre otras, han conducido al desarrollo
de modernas maquinas voladoras tipo HALE extremadamente livianas y flexibles (ver
Figura 1-1). En la carrera por obtener HALE-UAVs (Unmanned Aerial Vhicle, UAV)
eficientes, se entendidé que los analisis tradicionales basados en modelos aerolasticos
lineales no son adecuados para estos sistemas aeronauticos no convencionales; motivando
de esta manera, el desarrollo de herramientas numéricas aptas para estudiar fendmenos
aeroelasticos complejos, que surgen como consecuencia de las grandes deformaciones

que experimentan las alas durante condiciones de operacion normales [4].

El alto desempefio aerodinamico (autonomia de vuelo) necesario para volar a tan
elevada altitud y llevar a cabo misiones de larga duracion implica, la utilizacion de alas

largas y por lo tanto muy flexibles [5]. Un analisis integral de esta nueva generacion de



vehiculos aéreos debe incluir sin duda modelos estructurales geométricamente no
lineales capaces de capturar los grandes desplazamientos que pueden surgir como

consecuencia de estados de carga normales.

Figura 1-1: a) Disefio conceptual 100-Day (http://www.nasa.gov/centers/dryden/news); b) Disefio
conceptual 14-Day Demostrator (http://www.nasa.gov/centers/dryden/news); c) Aeronave Solara

desarrollado por Titan Aerospace (http://www.gizmag.com/).

Un aspecto muy importante, aungque poco entendido hasta hoy, es el relacionado a
las bajas frecuencias naturales que caracterizan los modos de vibracion estructurales;
fendmeno que se traduce “generalmente” en un fuerte acoplamiento entre la dindmica
estructural y la dinamica de cuerpo rigido (mecéanica del vuelo) referente a la aeronave
[6].

Sobre la base de lo mencionado anteriormente, en este trabajo se presenta un marco
de simulacion numérica para estudiar el comportamiento dindmico de un vehiculo
conceptual extremadamente flexible (extremely flexible, X), denominado X-HALE-
UAV. La aeronave se modela como una coleccion de cuerpos rigidos conectados
elasticamente y soportado sobre una plataforma flexible que simula el anclaje al tunel de
viento [7]. En esta primera etapa no se consideran las cargas no conservativas


http://www.nasa.gov/centers/dryden/news
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http://www.gizmag.com/

provenientes de la aerodinamica; sin embargo el marco de trabajo permite introducir
diferentes modelos de rafagas y un modelo simple de dafio alar, con el objetivo de analizar
la respuesta de la aeronave a perturbaciones externas. Las ecuaciones de movimiento se
obtuvieron por medio de un enfoque basado en la dindmica de sistemas multicuerpo, las
cuales se implementaron en un codigo computacional interactivo y estructurado

desarrollado integramente en MATLAB®.

Ademaés, la herramienta computacional permite elegir diferentes esquemas de
integracion numérica para resolver el sistema de DAEs (Differential-Algebraic
Equations) resultantes, tales como: Runge-Kutta, Hamming, Newmark, el algoritmo de

Hilber-Hughes-Taylor (HHT) y Alpha Generalizado, entre otros.

Este esfuerzo forma parte de un proyecto de mayor envergadura que se estd
Ilevando a cabo en la Universidad Nacional de Cordoba (UNC), el Instituto Politécnico
de Virginia (Virginia Polytechnic Institute and State University) en USA (United States
of America) y la Universidad de Maryland en College Park, USA. El objetivo general de
dicho proyecto es estudiar el comportamiento aero-servo-elastico de aeronaves tipo
HALE. Para ello, se desarrollaran algoritmos numéricos de alta fidelidad para flujos
inestacionarios y no-lineales con fronteras solidas altamente deformables y sometidas a

movimientos complejos.

1.2 Revision Bibliografica

En los afios 80s se entendié que la energia solar podria utilizarse como fuente de
alimentacion para aviones que vuelen a gran altitud y operen con gran autonomia. Bajo
estos supuestos, AeroVironment disefid y construyé el HALSOL (High-Altitude Solar
vehicle) ([1] [8]). Una década maés tarde esta aeronave fue redisefiada dando lugar al
vehiculo llamado Pathfinder. Con el objetivo de continuar con el desarrollo de este tipo
especial de sistemas aeronauticos, NASA fund6 el programa ERAST (Environment
Research Aircraft and Sensor); marco en el cual los vehiculos Pathfinder y Centurion
evolucionaron en el prototipo Helios HPO3 (Long Endurance Configuration) [9] (ver
Figura 1-2).

En el marco del programa de investigacion ERAST se realizaron grandes avances
relacionados a los conceptos de disefio HALE-UAVs. Sin embargo, la ausencia de
herramientas de analisis apropiadas contribuyé a que NASA aprobara el primer vuelo del

HPO3 el 7 de junio de 2003 a pesar de que los margenes de seguridad estructurales, de



estabilidad, control y aeroelastico eran mucho mas bajos que los de su predecesor, el
HPO1.

Figura 1-2: Prototipo HP03 Helios (http://www.nasa.gov/centers/armstrong/news).

Este primer ensayo debi6 ser interrumpido 15 horas luego del despegue debido a
una fuga detectada en el sistema de refrigeracion. Luego de una serie de modificaciones,
el 26 de junio de 2003:

El HP03-2 despeg6 a las 10:06 am hora local del PMRF (Navy Pacific
Missile Range Facility) situado en la isla de Kauai, Hawaii... A las 10:22 am
y las 10:24 am, el avidon se encontro con turbulencia y el angulo de diedro se
incrementd significativamente produciendo leves oscilaciones de cabeceo
que se amortiguaron rapidamente. A unos 30 minutos de vuelo, el avion
encontré nuevamente turbulencia y experimentd un cambio drastico
(inesperado y persistente) hacia una configuracion con un gran angulo de
diedro. Como resultado, aparecieron oscilaciones de cabeceo divergentes
que duplicaban la velocidad con respecto al aire (desde la condicion
nominal) por cada ciclo de oscilacion. La velocidad de disefio de la aeronave
fue posteriormente superada y las altas presiones dinamicas resultantes
causaron la falla de los paneles estructurales localizados sobre el borde de
ataque de las alas externas produciendo el desprendimiento de los paneles
solares y el recubrimiento superior de las alas. El avién impact6 en el océano
dentro de los limites del rango de prueba PMRF destruyéndose
completamente... Las principales causas del accidente incluyen: [La] falta
de métodos adecuados de andlisis llevo a una evaluacion incorrecta del
riesgo asociada a los efectos de los cambios de configuracion en la aeronave

gue condujo a una decision inapropiada de volar un avion altamente sensible



a perturbaciones externas... [y] los cambios de configuracion en la aeronave,
debidas a limitaciones programéaticas y tecnologicos, alteraron la
distribucion de masa sobre la estructura del vehiculo reduciendo

significativamente la robustez del disefio y los margenes de seguridad” [10].

Este incidente catastréfico llevo a la NASA a reconocer el poco entendimiento y
las limitadas herramientas analiticas con las que se cuenta para disefiar aeronaves HALE
muy flexibles. La recomendacion principal de NASA fue ([10] [11] [12]):

“[que] es necesario el desarrollo de nuevos métodos y herramientas de
analisis en el dominio del tiempo y multidisciplinarios (estructurales,
aeroelasticas, aerodinamicas, atmosféricas, de propulsion, de control, etc.)
cada vez mas avanzados para el anélisis de aeronaves extremadamente

flexibles.”.

A pesar de una larga historia de estudios relacionados a la dindmica del vuelo de
aviones flexibles, la mayoria de estos consideran modelos lineales, o a lo sumo, una
dinamica de cuerpo rigido no lineal para el vehiculo acoplada con modelos estructurales
lineales. Tales métodos basados en teorias lineales han sido utilizados exitosamente para
el disefio de aeronaves convencionales ([13] [14] [15]). Friedmann [16] sefiald, en su
exhaustiva revision de aeroelasticidad, la importancia de los problemas aero-servo-
elasticos asociados con vehiculos tipo HALE. Particularmente, destacd que el carécter
autonomo de estos vehiculos requiere un sistema de control, que interactie con la
dindmica de cuerpo rigido y la dinamica estructural. Livne y Weishaar [6] presentaron
una descripcion detallada de los disefios no convencionales de los tltimos 100 afios que
han impulsado el desarrollo de teorias y herramientas aeroelasticas hasta la fecha.

En la década del 90, Schoor y von Flotow [17] abordaron el estudio aeroelastico no
lineal de una aeronave flexible y demostraron la imperiosa necesidad de incluir la
dinamica estructural del avion cuando se analiza la dindmica del vuelo de aeronaves
caracterizadas por estructuras altamente flexibles. Su estudio reveld6 un cambio
significativo en los “modos” de cuerpo rigido cuando se incluye la flexibilidad del avion;
hecho que les permitid concluir que el efecto asociado al acoplamiento entre las grandes
deflexiones y la dindmica de cuerpo rigido (control del rolido) como asi también otros
fendmenos aeroelasticos (respuesta a rafagas y flutter, entre otros) deben ser incluidos
apropiadamente en la formulacion de un marco aerolastico no lineal. Patil et al. [18]

Ilegaron a la misma conclusion a partir del estudio de la aeroelasticidad y dindmica del
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vuelo de aeronaves tipo HALE. Paralelamente, Drela [19] estudié una aeronave
totalmente flexible modelada como un ensamblaje de vigas no lineales, y Jones ([20] [21])

establecié un nimero de desafios asociados al disefio de este tipo de vehiculos aéreos.

Por otro lado, Cesnik y su equipo desarrollaron una solucion practica y novedosa
con el objetivo de estudiar la aeroelasticidad no lineal y la dinamica del vuelo de
aeronaves extremadamente flexibles. Sobre esta base, formularon un nuevo marco de
trabajo, llamado the University of Michigan’s Nonlinear Aeroelastic Simulation Toolbox
(UM/NAST), el cual provee una plataforma adecuada para disefio de sistemas de control.
Esta herramienta permitié abordar el estudio de un gran numero de cuestiones
aeroelasticas asociadas a HALE-UAVs tales como: i) modelado aeroeléstico no lineal
([5] [22]); ii) sistemas de actuacién para la generaciéon de maniobras ([23] [24]); iii)
mejora de los limites de flutter [25]; iv) respuesta a rafagas [26]; y V) estudios de
optimizacion global para configuraciones no convencionales [23]. Al igual que
UM/NAST, desde el afio 2000 se han desarrollado una variedad de herramientas de
simulacion destinadas al estudio aeroelastico de aviones muy flexibles, tales como: la
herramienta disefiada por Drela en el Instituto Tecnoldgico de Massachusetts ASWING
[19], el marco de simulacién llamado NATASHA (Nonlinear Aeroelastic Trim and
Stability of HALE Aircraft) desarrollado por Patil y Hodges [27], y el codigo llamado
NANSI (Nonlinear-Aerodynamic/Nonlinear-Structure Interaction) elaborado en Virginia
Tech por Wang et al. [28]. Gran parte de los mddulos que componen la mayoria de estas
herramientas han sido validados parcialmente con datos disponibles en la literatura ([29]
[30] [31), y/o experimentos a escala realizados en tuneles de viento ([32] [33]). Con el
objetivo de proveer datos experimentales a la comunidad cientifica que permitan validar
en forma integral las distintas herramientas aeroelasticas no lineales existentes, la
Universidad de Michigan en colaboracion con el Instituto de Tecnologia de la Fuerza
Aérea (AFIT, USA) y el Laboratorio de Investigacion de la Fuerza Aérea (AFRL, USA)
disefiaron y construyeron un prototipo llamado X-HALE para vuelos de prueba [10].

Los distintos enfoques que fueron utilizados para deducir las ecuaciones de
movimiento (EOM) del HALE-UAVs, son brevemente descriptos a continuacién. Cesnik
y Su [22] con el fin de analizar el modelo de la Figura 2-2a, utilizaron el principio
generalizado de D’alambert para obtener la ecuaciones de movimiento. En su trabajo,
Cesnik y Su, incorporaron las cargas provenientes de la aerodinamica por medio de la

teoria de estados finitos de Peters et al. [35] e integraron numéricamente todas las



ecuaciones gobernantes mediante el método de Newmark modificado [36]. Por otro lado,
Patil et al. [18] utilizaron el principio de Hamilton extendido para escribir las ecuaciones
dindmicas para una aeronave flexible. Las partes deformables se modelaron mediante
elemento de vigas geométricamente exactas formuladas por medio de un enfoque
variacional. Patil y coautores realizaron un analisis paramétrico variando la velocidad
lineal de la aeronave con el objetivo de encontrar “flutter” y compararon sus resultados
con los obtenidos en [37]. EI mismo enfoque fue utilizado para estudiar un modelo
simplificado del prototipo Helios (ver Figura 1-3b) ([27] [38]).

b)

Fig. 1-3. Modelos de aeronave utilizados para investigacion | a) Esquema de aeronave estudiado por
Cesnik y Su [22] b) Esquema simplificado de Helios [27].

Wang et al. [34] emplearon las ecuaciones de Lagrange para modelar un concepto
de aeronave HALE flexible (ver Figura 1-4a). En este trabajo se considero el
acoplamiento entre el movimiento de cuerpo rigido del UAV vy la flexibilidad de las
superficies sustentadoras, las cuales pueden flexionarse solamente en la direccidn
vertical. Wang y su equipo utilizaron el programa MSC/Nastran para resolver las
ecuaciones que gobiernan la dindmica del sistema [39].

Ala

Resorte de torsion \

Fuselaje

Fig. 1-4. Modelos de aeronave utilizados para investigacion Il a) Modelo de aeronave estudiado por
Wang [34] b) Modelo simplificado de X-HALE-UAV utilizado por Arguello [7].

Recientemente, Arguello et al. [7] desarrollaron un modelo dinamico de un

concepto simplificado de un X-HALE-UAV (ver Figura 1-4b). Para ello utilizaron una



formulacién hibrida basada en las ecuaciones de Newton-Euler en conjunto con las
ecuaciones de Lagrange. La aeronave se model6 como una coleccion de cuerpos rigidos
interconectados por medio de articulaciones flexibles y la integracion numérica de las
ecuaciones de movimiento resultantes se realizd simultanea e interactivamente en el
dominio del tiempo, por medio del esquema de cuarto orden de Hamming. Arguello y su
equipo se concentro en el estudio de la respuesta dindmica del sistema cuando se permiten

grandes deflexiones alares.

1.3 Objetivos

El objetivo general de esta tesis es el desarrollo de simulaciones numéricas que
permitan estudiar el comportamiento dindmico de un concepto simplificado de un X-
HALE-UAV. La aeronave se modela como una coleccion de cuerpos rigidos conectados
entre si por articulaciones flexibles. Las ecuaciones que gobiernan la dindmica del UAV
se derivan mediante un enfoque energeético basado en las ecuaciones de Lagrange para
sistemas con restricciones. Las ecuaciones de movimiento obtenidas mediante este
enfoque son del tipo diferenciales-algebraicas (DAESs) de indice 3. La resolucion del
sistema de DAEs se realiza en forma numérica, simultanea e interactiva en el dominio del

tiempo mediante diferentes esquemas de integracion.

El estudio dindmico involucra el anlisis de diversos fendmenos sobre la dindamica
del sistema multicuerpo tales como: i) el efecto de rafagas ascendentes y/o laterales sobre
la aeronave; v ii) la influencia del dafio estructural en las conexiones alares, la cual se
modela como un cambio brusco de la rigidez asociada a una, 0 mas, de las articulaciones

flexibles entre tramos de alas.

La herramienta numérica desarrollada sera utilizada como base para elaborar un
marco de simulacion aeroelastico no lineal gque permita lograr una comprension cabal de
la compleja naturaleza que caracteriza el acoplamiento entre la dindmica del vuelo y la
dindmica estructural en aeronaves no tripuladas extremadamente flexibles que operan a

gran altitud y con gran autonomia.
Como obijetivos especificos de este esfuerzo se incluyen los siguientes.
a) Estudiar la dinamica HALE-UAVs.

b)  Desarrollar un modelo matematico que permita captar la dinamica de vuelo de
aeronaves X-HALE-UAV.



c) Evaluar la precision y robustez de distintos integradores, tales como Runge-
Kutta (RK), Hamming, Newmark, el algoritmo de Hilber-Hughes-Taylor y
Alpha Generalizado, entre otros.

d) Desarrollo de codigo computacional interactivo para estudiar el

comportamiento dindmico de este tipo de aeronaves.

e) Verificacion de la herramienta numérica por medio de la comparacion de
resultados cléasicos disponibles en la literatura y contra programas de
computadoras ampliamente utilizados en el campo de la mecanica

computacional.
f)  Estudiar el efecto de rafagas ascendentes y/o laterales sobre la aeronave.

g) Estudiar la influencia de una forma sencilla de dafio estructural en las

conexiones alares.

h)  Publicacion de resultados relevantes ([40] [41] [42] [43] [44]).

1.4 Organizacion de la Tesis

En el Capitulo 2 se presenta el desarrollo de un modelo dinamico multicuerpo rigido
de un concepto simplificado de X-HALE-UAV. Las ecuaciones de movimiento se
obtienen por medio de un enfoque energeético basado en las ecuaciones de Lagrange para
sistemas con restricciones holondmicas. Por ultimo se describe la implementacion de: i)

un “modelo de rafaga”; y ii) un modelo de dafio alar.

En el capitulo 3 se detallan los distintos integradores utilizados para resolver las
ecuaciones de movimiento de la aeronave. Adicionalmente, se describe el procedimiento

utilizado para computar las condiciones iniciales para el sistema multicuerpo.

En el capitulo 4 se presenta la verificacidn del codigo computacional elaborado para
estudiar el comportamiento dinamico de aeronaves tipo HALE por medio de la
comparacion de resultados contra soluciones de problemas clasicos disponibles en la
literatura y contra resultados obtenidos por programas de computadoras ampliamente
utilizados en el ambito de la mecanica computacional, tales como SIMPACT. Finalmente,
se presentan una serie de resultados concernientes a la dinamica de un disefio conceptual
de X-HALE-UAV.



En el Capitulo 5 se establecen las conclusiones derivadas de los estudios
presentados en este trabajo de tesis y los trabajos futuros a realizar en el corto y mediano

plazo.

Por dltimo, al final de este trabajo de tesis se incluye un Anexo donde se presenta
la deduccion de las ecuaciones de movimiento para el sistema multicuerpo y la

linealizacion de las ecuaciones de movimiento.

1.5 Aspectos originales del trabajo desarrollado.

La principal contribucion de esta tesis radica en el estudio del comportamiento
dinamico de un vehiculo X-HALE-UAVs desde una perspectiva multicuerpo.
Especificamente, las contribuciones originales que se presentan en este trabajo se

resumen a continuacion:

e  Unmodelo dindmico multicuerpo rigido general para aeronaves tipo X-HALE.

e La implementacion y evaluacion de un gran nimero de esquemas de
integracion, algunos de ellos utilizados ampliamente en el ambito de la

dindmica multicuerpo.

e Un codigo computacional robusto, versatil e interactivo desarrollado
integramente en MATLAB®. Esta herramienta permite estudiar la dindmica de

un concepto simplificado de un X-HALE-UAV, la cual permite especificar:

i) Numero de Alas.

i) Numero de Trenes de Aterrizaje.

iii)  Numero de Motores.

iv)  Dimensiones generales de los cuerpos.

v)  Vinculacion/ conexion de los distintos cuerpos que componen el sistema.

vi) Esquemas de Integracion.

vii) Parametros asociados al modelo de rafaga.

viii) Parametros asociados al modelo de dafio alar.

e Promueve la creacién de modelos dinamicos mas complejos basados en la

dindmica de multicuerpos flexibles para investigar el comportamiento
aeroelastico y  aeroservoelastico de aviones flexibles, inmersos en flujos

subsonicos y bajo diferentes configuraciones de vuelo.
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Capitulo 2

Modelo Dinamico

2.1 Generalidades

En este capitulo se presenta el desarrollo de un modelo multicuerpo rigido para
estudiar la dindmica de un disefio conceptual de X-HALE-UAV. Las ecuaciones de
movimiento que gobiernan la evolucion temporal de la aeronave se obtuvieron por medio
de un enfoque energético basado en las ecuaciones de Lagrange para sistemas con
restricciones. Todos los cuerpos que componen el UAV estan vinculados entre si
rigidamente (fuselaje-ala, motores-alas, trenes de aterrizaje-alas) o por medio de
articulaciones flexibles (alas-alas, fuselaje-tinel de viento). EI modelo tiene, ademas, la
capacidad de: i) imponer perturbaciones externas tales como movimientos de apoyo con
el objetivo de simular “rafagas” y ii) considerar la degradacion estructural en las alas por
medio de un modelo de dafio sencillo. Las ecuaciones de restriccion son incluidas
automéaticamente en la formulacion de las ecuaciones de movimiento mediante la

utilizacion de multiplicadores de Lagrange.

2.2 Descripcion del modelo

La aeronave se modela como una coleccién de cuerpos rigidos (fuselaje, alas, tren
de aterrizaje y motores) conectados entre si rigidamente o por articulaciones flexibles. A
los efectos de simplificar el tratamiento matematico, el fuselaje se representa mediante
un cubo, los motores por cilindros, alas y trenes de aterrizaje por medio de placas planas.
El fuselaje del UAV se vincula al tanel de viento mediante 12 resortes y 12
amortiguadores, los cuales se conectan a los veértices inferiores del cubo (3 por vértice).
La articulacion flexible entre alas es emulada mediante los resortes de torsion. En la
Figura 2-la se presenta un modelo conceptual simplificado de aeronave HALE

compuesto por 16 cuerpos: 1 fuselaje, 7 alas, 4 trenes de aterrizaje y 4 motores.
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Figura 2-1. Modelo conceptual y definicion de sistemas de referencia. a) Esquema de un modelo

conceptual X-HALE-UAV. b) Definicion de sistemas de referencias.

En este trabajo se utiliza un conjunto de coordenadas redundantes para describir el
espacio de configuracion del sistema multicuerpo; es decir, el nimero de coordenadas
utilizadas es superior al nimero de grados de libertad. Como consecuencia, tales
coordenadas no son independientes, sino que estan relacionadas entre si por medio de
ecuaciones de restriccion, las cuales son introducidas en el EOM, mediante los

multiplicadores de Lagrange [45].

Para llevar a cabo de una manera ordenada la deduccion de las ecuaciones que
gobiernan la evolucion temporal del UAV se utilizaron Nm + Na + Nt + Nf + 1 sistemas
de referencias; donde Nwm es el nimero de cuerpos que simulan los motores, Na el nUmero
de cuerpos que representan las alas, Nt el nimero de cuerpos que representan los trenes

de aterrizaje y Nr es el nimero de fuselajes. Esto es: i) un marco de referencia inercial o
Newtoniano, N :{ﬁl, n,, ﬁ3} ; y ii) un marco de referencia fijo al centro de masa (cm) de
cada cuerpo que compone el sistema dindmico, denotado B' :{Ail,”z,f)is} para i =
1,...,Nm+ Na + N7+ Ne + 1 (ver Figura. 2-1b).

Los vectores N, y bL que componen las bases adheridas a cada uno de los marcos

de referencia descriptos anteriormente, son vectores unitarios que cumplen con la

siguiente condicion:

[,,8,.8,]=8,-(&,x&;)=+L (2.1)

12



Las condiciones impuestas por la ecuacion (2.1) indican que el conjunto de vectores
que forman los marcos de referencias N, y B', generan bases ortonormales y dextrégiras

(cumplen con la regla de la mano derecha) [46].

La configuracion de cada componente del sistema multicuerpo se describe por
medio de 7 coordenadas absolutas. Tres coordenadas para definir la posicion de un punto
fijo del cuerpo y cuatro para definir su orientacion. El numero total de coordenadas es
Ncoord = 7Np (donde np = Nt + Na + Nm + NF es el nimero de cuerpos). Sin embargo, éstas
no son independientes, sino que estan relacionadas a través de n¢ ecuaciones de
restriccion, resultando un sistema de npor = 7ny — N grados de libertad. Para orientar cada
cuerpo con respecto al marco de referencia inercial, N, se utilizé una parametrizacion por
cuaterniones unitarios; hecho que introduce una ecuacion de restriccion adicional por

cada cuerpo.

El conjunto de coordenadas para el cuerpo i se define como
T .
0 :{Qil’qiQOisaQi41Qistie1qi7} , parai=l,..,n,. (2.2)

Finalmente, el vector de coordenadas para todo el sistema multicuerpo se expresa

como

A={0, 0y Gyl | - (23)

2.3 Ecuaciones de restriccion

En el estudio de sistemas dinamicos, las restricciones usualmente aparecen como
consecuencia del contacto entre dos (0 mas) cuerpos. A su vez, una restriccion tiene
asociada una ecuacion de restriccion y una fuerza de restriccion. Las ecuaciones de
restriccion describen la geometria y/o cinematica del contacto entre cuerpos, mientras que
las fuerzas de restriccion son las fuerzas de contacto, también llamadas reacciones.

Cuando las ecuaciones de restriccion se pueden expresar como

0i (04,0, G-, O t) =0, parai=1,..,m (2.4)

donde gi es una funcion al menos clase C? (es decir, sus derivadas parciales de orden 2
existen y son continuas) y m contabiliza el nimero de restricciones, entonces la ecuacién

de restriccion (2.4) es referida como restriccion de configuracion.

La ecuacion de restriccion (2.4) frecuentemente es reescrita en forma diferencial

(Pfaffian form) como
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dg, :%dq1 wL%dq2+...+%dqn +agi dt,

aoﬂ 2 8Qn E

parai=1,...,m (2.5)

Las ecuaciones de restriccion que pueden ser expresadas tanto en forma de
restriccion de configuracion como asi también en forma diferencial reciben el nombre de
holondémicas. Por el contrario, las restricciones que no poseen esta propiedad son
Ilamadas no holondmicas [47].

En este trabajo, las ecuaciones de restriccion son del tipo holondémicas y su origen
se debe a: i) la conexion de componentes; ii) la especificacion en orientacion relativa entre
diferentes cuerpos en el sistema multicuerpo; y iii) la parametrizacién de rotacion

adoptada. Por consiguiente, sobre cada cuerpo se imponen las siguientes restricciones:

e Restriccidn de posicidn: especifica la conexion entre los diferentes componentes

del sistema dinamico.

e Restriccidn de orientacion: especifica la orientacion relativa entre los diferentes

cuerpos del sistema dindmico.

e Restriccion U-Q (Unitary Quaternions): se debe a la restriccion adicional que

surge por la utilizacion de una parametrizacion por cuaterniones unitarios para

especificar la orientacién de cada componente del sistema multicuerpo.

A su vez, existen dos subcategorias adicionales asociadas a las restricciones
holondmicas segln aparezca, o no, explicitamente el tiempo en la formulacién de las
restricciones. Especificamente, si el tiempo no aparece explicitamente en las ecuaciones
de restriccion, éstas son denominadas holondmicas esclerénomas; en caso contrario son
[lamadas reh6nomas. Debido a la ausencia de movimientos prescriptos, es decir, que la
ecuacion (2.4) no dependen explicitamente del tiempo, en este trabajo, tanto las
restricciones de posicién como asi también las de orientacidn son del tipo holonémicas

esclerénomas.

Para establecer la vinculacion entre los cuerpos que componen el sistema
multicuerpo, se consideran los marcos de referencias fijos a cada cuerpo i, descritos en la
Subseccion 2.2. La Figura 2-2 muestra en forma esquematica el punto de vinculaciéon P
(P’) entre dos cuerpos que componen un sistema multicuerpo. Roi (Roj) es el vector
posicion de un punto del cuerpo i (j) respecto al marco inercial N, ri; (rji) es el vector
posicién del punto de conexiodn entre el cuerpo i (j) y el cuerpo j (i) medido respecto del

marco de referencia B' (B)).
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Figura 2-2. Esquema genérico de dos cuerpos vinculados en un punto.

En lo que respecta a la orientacion, en el cuerpo i (j) se utiliza, un marco de
referencia auxiliar C' (C') ubicado en el punto de contacto P (P’) (ver Figura 2-2), donde
su orientacion, para el caso especifico de este trabajo, coincide con el marco de referencia
B' (B!) en todo instante. Todas las restricciones se escriben respecto al sistema de

referencia inercial N y pueden ser expresadas matematicamente como

e Z([Roi+Aiﬁj]—[Ro,-+Ajr,-i )-ﬁr:O, para r=1,2,3,

gt =(b!) [ATA ], =0,
"ot =(6L) [A}A JB =0 6
o = (61 [AA TR =0,y

7
g =) ot -1=0, parak=L..,n,

s=4

donde los superindices Con, Ort y U-Q indican la naturaleza de la restriccidn, es decir,
de posicion, orientacion, y debida a la parametrizacién de rotacién adoptada,
respectivamente. Ai (A;) es la matriz de rotacion (en término de parametros de Euler) que
orienta el marco B' (B!) con respecto a N.

El conjunto de restricciones de orientacion expuestas en (2.6) establecen que las

bases B' ={bi1,bi2,bi3} y B! ={blj,b§,b§}son coincidentes, en su posicion relativa,
durante toda la simulacion. Sin embargo, el sistema estudiado en este trabajo contiene
vinculos que permiten el giro en una direccion, llamadas juntas de revolucion (hinge

joint). Las ecuaciones de restriccion para este tipo de juntas son una version levemente

modificada de las ecuaciones presentadas en (2.6) [48]. Tal modificacion radica
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fundamentalmente en no restringir el giro alrededor del eje de rotacion de la junta. Si se

adopta como eje de rotacion 61 en la junta que permite el giro (ver Figura 2-3), se obtiene

la restriccion bi =bJcon lo cual las ecuaciones de restriccion a nivel de la orientacion

expresadas en (2.6) se reducen a

2.7)

Fig. 2-3. Esquema de vinculacién hinge joint

Finalmente, el vector de restricciones holondémicas para el sistema dinamico es

®(q) :{..., e e, R T Y, P, } (2.8)

En lo que se refiere a las vinculaciones especificas del modelo simplificado X-
HALE, la vinculacién fuselaje-ala ocurre en un punto P’ localizado sobre la superficie
del ala y otro punto P en la cara superior del cubo (en la Figura 2-4a). El ala esta orientada

con respecto al marco fijo al fuselaje de forma tal, que los sistemas B'y B! sean paralelos
( bl-bl =1 b -bl =1, b}-b! =1) en todo instante. Para la vinculacién ala-ala el punto
de vinculo P (P’) se encuentra siempre sobre los bordes perpendiculares al vector unitario

local b}, (j), y es una articulacion que permite un giro relativo entre las dos alas (hinge

joint), en direccién Bil(j) [48] (ver Figura 2-4b). La vinculacion ala-tren de aterrizaje,
tiene el punto de vinculo P que se encuentra en la superficie del ala y el punto de vinculo
P, perteneciente al tren, se encuentra en el borde superior perpendicular a 6;; (ver Figura

2-4c), con una orientacion donde los sistema de referencia locales del ala (B") y del tren
de aterrizaje (B') permanecen paralelos en todo instante. Por dltimo la vinculacion ala-
motor, donde el punto de vinculo P en el ala se encuentra en su superficie y el punto de

vinculo P’ que corresponde al motor, esté4 en la superficie del mismo, sobre la recta de
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accion de 6§ (ver Figura 2-4d); los dos cuerpos estan orientados entre si de tal forma que

B'y Bl son paralelos en todo instante.

Fig. 2-4. Esquema de vinculacién especifico, a) Vinculacion Ala-Fuselaje; b) Vinculacién Ala-Ala;

¢) Vinculacion Ala-Tren de aterrizaje; d) Vinculacion Ala-Motor.

El nimero de ecuaciones de restriccion expresado en (2.9), depende directamente
de la naturaleza y cantidad de restricciones asociadas a cada uno de los cuerpos que
componen el sistema dindmico. Cada restriccion de posicion aporta tres ecuaciones
algebraicas, mientras que la cantidad de relaciones especificadas por una restriccion de
orientacion, depende de los cuerpos que se vinculen: i) ala-ala (2 ecuaciones algebraicas);
i) motor-ala (3 ecuaciones algebraicas); y iii) tren de aterrizaje-ala (3 ecuaciones
algebraicas). Por ultimo, la parametrizacion de rotacion utilizada contribuye con una

ecuacion de restriccion adicional por cada componente en el sistema multicuerpo.

nCon :3(NA+ NT + NM )1
Nor =2(N, =D +3(N- +N; +N,,),
N o =(Ng +N,+N; +N,,),

nc= L No=0,
6N, +7(N; +N, ) +4N. -2, N, >1

(2.9)

donde el subindice (Con, Ort, U-Q) indica la naturaleza de la restriccion y nc es el nimero

total de ecuaciones algebraicas que posee el sistema.
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2.4 Fuerzas generalizadas

Como paso previo a la formulacion de las ecuaciones de movimiento, en esta
seccidn se determinaran las fuerzas generalizadas no-conservativas provenientes de los
amortiguadores y las fuerzas conservativas debidas a la accion del campo gravitatorio
terrestre sobre cada parte componente del HALE-UAV vy el potencial eléstico asociado a
los resortes lineales y de torsion.

Para determinar las fuerzas generalizadas asociadas al conjunto de coordenadas
generalizadas absolutas introducidas anteriormente, se utiliza el principio de los trabajos
virtuales ([45] [49] [50] [51] [52]). El trabajo virtual de una fuerza externa F se define

de la siguiente manera:

oW =F-6R, (2.10)

donde OR es un desplazamiento virtual arbitrario que pertenece al espacio tangente,

7rM, al espacio de configuracion, M, y la barra sobre la cantidad W indica que el

trabajo virtual no se puede obtener, en general, como la variacion de una funcion W, es

decir, W =W [53].

El desplazamiento virtual de un punto genérico P sobre el j-ésimo cuerpo que

compone el sistema dinamico se define como
SRy =Ry +5(Ary),
R,

; 0
- aqjj 5qj +aqj (Ajrpj)éﬁj,

(2.11)

donde I es el vector posicion de un punto arbitrario P perteneciente al cuerpo j medido

- . T :
respecto al marco de referencia fijo a dicho cuerpo, J; :{qj4,qj5,qj6,qj7} es el conjunto

de parametros de Euler asociados al cuerpo j, y B), y Roj y Aj fueron definidos

anteriormente en la Seccion 2.3.
Siguiendo el procedimiento expuesto por [45] se puede demostrar que

0

E(Ajrp,-) oq; =-2r,G;aq;, (2.12)
J
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donde I, es una matriz antisimétrica cuyo vector axial es I; y su accion sobre un vector
arbitrario es similar al producto vectorial, y
s 92 057 Qs
Gj =i Q57 Qa5 |- (2.13)
7 ;s G5 Qs
2.4.1 Fuerzas generalizadas debidas a los resortes lineales

El fuselaje (modelado como un cubo) es el inico componente del sistema dinamico
que esta conectado a resortes lineales. Como se menciono6 anteriormente, a cada uno de
los cuatro vértices ubicados en la base del cubo, concurren tres resortes (ver Figura 2-5).

La longitud natural de cada resorte s es |, paras=1,...,12.

La fuerza debida al s-ésimo resorte vinculado al vértice u (u = 1,...,4) se puede

expresar como
R A
Fus = _ksAls € (2.14)

donde ks es la constante elastica del resorte, Al es la elongacion del resorte y &, un vector

unitario que indica la recta de accion del mismo (ver Figura. 2-5).

Figura 2-5. Definicion de la fuerza ejercida por el s-ésimo resorte y s-ésimo amortiguador sobre el

veértice u del fuselaje.

Utilizando la ecuacion (2.12) y luego de manipulaciones algebraicas, la carga
generalizada del resorte “s” vinculado al vértice “U” y asociada al conjunto de

coordenadas absolutas del fuselaje (g1) es
R RY 1~ T
Qh=|(FY) 2mig, |, (2.15)
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)
donde mf, =(r,,F%) [45].

2.4.2 Fuerzas generalizadas debidas a los amortiguadores

Al igual que los resortes, los amortiguadores se encuentran conectados solo al
fuselaje. A cada vértice u localizado en la base del cubo concurren tres amortiguadores.
Se debe notar que los vértices donde concurren los resortes y amortiguadores son puntos
pertenecientes al fuselaje del sistema dindmico, y por lo tanto, a medida que el cubo se

mueve, el punto u experimenta una velocidad, V, (ver Figura 2-5). La fuerza del
amortiguador s (s = 1,...,12) que concurre al vértice u, esta representada vectorialmente
por

Fué =—C (\/u 'és)és' (2.16)

donde cs es la constante del s-ésimo amortiguador que concurre al vértice u, y &, es un

vector unitario que indica la recta de accion del amortiguador, la cual coincide con la

recta de accion del resorte.

Luego de manipulaciones algebraicas, la carga generalizada del amortiguador “s”

vinculado al vértice “U” y asociada al conjunto de coordenadas absolutas del fuselaje es

Q&= (R) amiG, |, 1)

donde M. =(r,FA) [45].
us ( ul us)

2.4.3 Torque generalizado - resortes de torsion

Este tipo de resortes se ubican solamente en las juntas del tipo de revolucion (ala-
ala), donde se genera un momento puro sobre cada una de las alas que intervienen en la

union. Esto es
-rs :_kTsesrasi (2.18)
donde krs es la constante de rigidez del s-ésimo resorte de torsion, €, es el angulo relativo

entre el alasy el alar, y O es el vector unitario que indica la direccion del vector

momento Ts en el marco de referencia inercial N (ver Figura 2-6). Es claro que el
subindice s depende del nimero de juntas de revolucion presentes en el sistema

multicuerpo.
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Fig. 2-6. Definicion de momento por el resorte de torsion s-ésimo sobre la s-ésima ala.
Finalmente, el torque generalizado asociado al conjunto de coordenadas Qs que

describe la configuracion del ala “s” es

T
Q" :|:01><3 ZTSTGs] ’ (2.19)
donde 01x3 es un vector fila de dimension 3.

2.4.4 Fuerzas generalizadas - campo gravitacional

Todos los cuerpos que componen el HALE-UAV estan sujetos a la accion del
campo gravitacional terrestre. Debido a la asuncion de la hipétesis de cuerpo rigido, tales

fuerzas se encuentran aplicadas en el centro de masa de cada cuerpo j, esto es
A
i =-mgn;, (2.20)
donde M;es la masa del cuerpo j, g es la aceleracion de la gravedad y h; es el vector

unitario que indica la direccion en la cual actua el campo gravitatorio.

La carga generalizada debida a la accion del campo gravitacional terrestre asociada
al conjunto de coordenadas g; es

T

.
Q? :[(Fjg) Ol><4i| ' (2.21)
donde 01xa4 es un vector fila de dimensién 4.

2.5 Ecuaciones de movimiento

Utilizando la metodologia expuesta por [49], las ecuaciones que gobiernan el
sistema completo se obtienen combinando i) las ecuaciones de movimiento para cada
cuerpo del sistema multicuerpo, compuesto por fuselaje (cubo), alas, trenes de aterrizaje

y motores, con ii) el conjunto de ecuaciones de vinculo que establecen las conexiones
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entre los diferentes cuerpos que componen el X-HALE-UAV. La forma general de las

ecuaciones dindmicas para el cuerpo j esta dada por
T Ya\
M;q; +B, 2 =Qj+Qf +Q;, (2.22)
donde M; es la matriz generalizada de masa para el cuerpo j, qu es la matriz jacobiana

de restricciones para el cuerpo j, A es el vector de multiplicadores de Lagrange, Qj es un
vector cuadrético en las velocidades que surge de diferenciar la energia cinética del
cuerpo j con respecto al tiempo, y a las coordenadas q;, Q'}° comprende todas las cargas
generalizadas de origen no conservativas (amortiguadores), y QS comprende las cargas

generalizadas conservativas (campo gravitacional y resortes).

Finalmente, las ecuaciones de movimiento para el sistema multicuerpo completo se
obtienen ensamblando las ecuaciones de movimiento de cada cuerpo, en conjunto con las

ecuaciones de restriccion, es decir,
Ma+B{A=Q" +Q* +(Q,
®(q)=0. (2.23)

donde Q es el vector de aceleraciones generalizadas, M es la matriz de masa del sistema

multicuerpo,
M, O 0
O M ... O
M=le s ) (2.24)
0 O M,

Bgq es la matriz jacobiana global asociada a las ecuaciones de restriccion,

B -|0® o® = 0
q 8q1 aqz aqno ! (2.25)
y A es el vector de multiplicadores de Lagrange,
T
M={A Dy A | (2.26)
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El término ng representa las fuerzas generalizadas de restriccion. El significado de

cada multiplicador de Lagrange depende de la manera en que se especificaron las

restricciones [46].

En el Anexo A se presenta la deduccidon de las ecuaciones de movimiento para cada

uno de los cuerpos y para el sistema multicuerpo.

El sistema de ecuaciones expuestas en (2.23) son DAEs de indice 3, ya que las
ecuaciones de movimiento son ecuaciones diferenciales ordinarias en el tiempo y las
ecuaciones de vinculo son ecuaciones algebraicas (en general altamente no lineales). El
sistema (2.23) se puede resolver por medio de dos enfoques diferentes: i) reduccion de
indice de las DAEs y posteriormente aplicar paquetes estandares de integracion para
ecuaciones diferenciales ordinarias (ODES); o ii) integracion directa de las DAEs de
indice 3. En el Capitulo 3 se presentan los detalles relacionados a las dos metodologias

de resolucion y su implementacion computacional.

2.6 Modelo de rafaga

En esta subseccidn se describe la implementacidn de un “modelo de rafaga” sencillo
basado en un movimiento de base (tunel de viento) que esta vinculado al fuselaje de la
aeronave a través de resortes y amortiguadores. Este desplazamiento de apoyo afecta,
solamente, al fuselaje del UAV. Los desplazamientos se esquematizan en la Figura 2-7
(ux(t), uy(t), uy(t)) donde el subindice indica la direccion en la que ocurre el

desplazamiento con respecto a un sistema inercial, N.

Fig. 2-7. Esquema de desplazamiento base.

La imposicién de un movimiento de base introduce un desplazamiento relativo
entre el centro de masa del fuselaje y la base del tanel de viento (ver Figura 2-7). Este

desplazamiento relativo es utilizado para reformular la ecuacion de movimiento asociada
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al fuselaje del UAV, en términos de cantidades relativas [54]. Para ello se define el

siguiente conjunto de coordenadas

U= {u (0).4, (£).0 (1), 0.}

¢ =9,-U, (2.27)
qlqu_u’ y .

0, =0,-0,

donde u es el desplazamiento de base, y G,, G, ¥ §, son los vectores de coordenadas,

velocidades y aceleraciones relativas, respectivamente. Se debe notar que la
transformacion de coordenadas es realizada sélo para el conjunto de coordenadas
asociado al fuselaje (cuerpo 1); el resto de los componentes experimenta este fenémeno
a través de las ecuaciones de restriccion. Luego de manipulaciones algebraicas, la

ecuacion de movimiento del fuselaje se reescribe como

Mlﬁl + B;ﬂ)" = Q\ll +Q?C +Q§ _Mlﬁ’

@(g;,....q;,-) =0. (2.28)

El alargamiento neto de los resortes estara dado por la posicion relativa del fuselaje
respecto a la base, donde se encuentran anclados los resortes. Adicionalmente, los
amortiguadores se ven afectados por la velocidad relativa entre el punto de anclaje y el

punto de vinculacion con el fuselaje [54].

2.7 Modelo de dafo alar

El modelo de dafio adoptado se basa, fundamentalmente, en el decremento de la
rigidez torsional k; asociada a una, 0 méas, conexiones flexibles que vinculan los tramos
de alas. Este mecanismo de dafio estructural fue implementado en el codigo
computacional por medio de un esquema simple el cual permite configurar el resorte que
experimentara el cambio de rigidez y el tiempo en el cual ocurrira dicho evento; su forma

matematica se expresa asi:

:ka’ tgtstani
kt(t)={E:kb, tt, ky <K, (2.29)

donde ki(t) es la rigidez implementada en la articulacion entre alas, ka es la rigidez antes

del instante del instante de decremento (tstart) Y Ko €s la rigidez disminuida.
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Capitulo 3

Implementacion Computacional

3.1 Generalidades

El sistema de ecuaciones que gobierna la dinamica de la aeronave esta constituido
por un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias complementadas por un conjunto
de ecuaciones algebraicas asociadas a los vinculos; las ecuaciones del sistema completo
son del tipo diferenciales algebraicas de indice 3. En el &mbito de la dinamica
multicuerpo, cominmente se utilizan dos técnicas para resolver el sistema de DAEs de
indice 3. El procedimiento mas simple consiste en derivar las ecuaciones de restriccion
con respecto al tiempo (reduccidon de indice), mientras que la segunda alternativa aborda
directamente la integracién numérica del sistema de DAEs de indice 3.

En este capitulo se describen las dos técnicas mencionadas anteriormente
(reduccion de indice e integracion directa) en conjunto con su implementacion
computacional. Entre los esquemas de integracion adoptados para resolver el sistema de
ecuaciones diferenciales algebraicas que gobiernan la evolucion temporal del sistema
dindmico bajo estudio, se pueden mencionar: Runge-Kutta, Hamming, Diferencia
Central, Newmark, Hilber-Hughes-Taylor y Alfa generalizado. Finalmente, se presentan
los detalles asociados a la técnica utilizada para computar el conjunto de condiciones

iniciales compatibles con las restricciones impuestas sobre el sistema multicuerpo.

3.2 Introduccion

Como se menciond anteriormente, el conjunto de DAEs de indice 3 que gobiernan
la evolucion temporal del HALE-UAV se puede integrar directamente sin reduccion de
indice por medio de esquemas tales como Newmark ([48] [55]). Sin embargo, se ha
demostrado que este esquema tiene inconvenientes desde un punto de vista de su
estabilidad. En particular, este método exhibe una débil inestabilidad debido a la
presencia de las ecuaciones de restriccion, las que tedricamente introducen frecuencias
“infinitas” en el sistema, frecuencias que el algoritmo de Newmark no puede disipar. Para

vencer este problema se han desarrollado diferentes variantes de este método, tal como el
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esquema de Newmark con amortiguamiento, HHT y a-generalizado, los cuales
introducen un amortiguamiento numérico para asegurar una pequefia disipacion de estas
frecuencias. Adicionalmente, los dos ultimos esquemas retienen una precision de segundo
orden ([56] [57]).

Aparte de los métodos mencionados anteriormente, los cuales atacan directamente
el sistema de ecuaciones diferenciales algebraicas de indice 3, existen técnicas que
permiten reducir el indice de las DAEs. Estas técnicas de reduccion producen un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias que se pueden resolver por medio de un esquema
de integracion estandar para ODEs tales como los métodos Runge-Kutta implementados
en MATLAB®.

La técnica basada en reduccion de indice consiste basicamente en derivar el vector
de restricciones dos veces respecto del tiempo obteniendo las denominadas “restricciones
a nivel de la aceleracion”. Sin embargo, el sistema de ODEs resultantes puede presentar
inestabilidades como consecuencia del empleo de técnicas aproximadas y el
acumulamiento de errores de redondeo producidos durante el proceso de integracion
numérica; evento que se ve reflejado en la violacion de las ecuaciones de restriccion.
Ademas, la desviacion numérica crece linealmente a medida que transcurre el tiempo.
Este hecho sumado a los errores de truncamiento propios de los métodos numéricos
utilizados, puede ocasionar en el peor de los casos, un acumulamiento cuadratico ([58]
[59]). Asi mismo, la desviacion numérica, es independiente del método numérico elegido
para las ecuaciones de movimiento y se origina en la ligera inestabilidad propia del

sistema.

En la bibliografia existen varias técnicas de estabilizacion para corregir esta
desviacién numérica, entre las cuales, la mas ampliamente utilizada por su simplicidad es
la técnica es Baumgarte ([60] [61] [62] [63] [64]). Sin embargo, esa técnica puede tener
problemas en la practica y no existe un procedimiento general para determinar los
parametros involucrados en su utilizacion [51]. Otra técnica utilizada actualmente para
estabilizar el sistema de ODEs obtenido como producto de la reduccion de indice se basa
en la proyeccion de la solucion sobre la variedad de restriccion (o parte de ella). Existen
dos maneras basicas para realizar esta proyeccién, una de ellas consiste en redefinir la
ODE mediante la adicién de nuevos multiplicadores de Lagrange (proyeccion de

invariantes), y la otra consiste en discretizar numéricamente la ODE vy al final de cada
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paso de integracion proyectar la solucion aproximada sobre la variedad de restriccion

seleccionada (proyeccion de coordenadas) [66].

A continuacion se detallan los distintos algoritmos numéricos implementados para
resolver tanto el sistema de DAESs de indice 3 como el sistema de DAEs de indice 1. En
lo que sigue se utilizaran los acrénimos DAEs-1 y DAEs-3 para indicar DAEs de indice

1y 3 respectivamente.

3.3 Reduccién de indice

Como se menciond anteriormente, esta técnica consiste en reescribir las DAEs de
indice 3 como un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias, para lo cual es
necesario derivar las ecuaciones de restriccion dos veces con respecto al tiempo. Esta
nueva ecuacion impone “restricciones a nivel de la aceleracion”, y tiene la siguiente
forma:

9
o

Las ecuaciones de movimiento de (2.22) con las ecuaciones de restriccion a nivel

d(q,9) =B, 4+~ (B,q)q=0. (3.1)

de la aceleracion (3.1) forman el conjunto de ecuaciones diferenciales de indice 1 con

invariantes. Estas son
Mg+BiA=Q"+Q* +(Q’,
®(q,q9)=0.

Para la solucion exacta, ®(q)=0 y d(q,q)=0 representan las invariantes del

3.2)

sistema. El sistema expresado en (3.2) se puede reordenar de la siguiente manera:

{M B, Hq}: QVanC+QC . (3.3)

Bq Oncxnc A _E(qu)q

El sistema de ODEs (3.3) puede ser integrado por medio de integradores estandares
para ODEs (Runge-Kutta, Hamming, diferencia central, etc). Sin embargo, debido a la
reduccion de indice, las restricciones a nivel de la posicién,(I)(q):O, y a nivel de la

velocidad, (I)(q,q):(), en general no se satisfacen idénticamente, produciéndose una

“violacion” de las mismas. Este inconveniente se puede suprimir y/o controlar
estabilizando la solucién por medio de diversas estrategias, tales como Baumgarte y

Proyeccién de Coordenadas, cuyos detalles se expondran en la subseccion 3.3.4.
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El sistema de ecuaciones (3.3) constituye un sistema de n ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden altamente no lineales. Previo a la integracion de las mismas
por medio de paquetes estdndares para ODEs es necesario reescribir (3.3) como un

sistema de 2n ecuaciones diferencias ordinarias de primer orden, es decir,
2(t) =F[z(t);t]. (3.4)
Donde n = 7ny + N, (nNv €s el nimero de cuerpos expuesto en la subseccion 2.3.1y
Nnc es el nimero de ecuaciones diferenciales que surgen de las restricciones a nivel de la
aceleracion). Las primeras n componentes de F representan las velocidades generalizadas

y las componentes restantes las fuerzas generalizadas, divididas por sus inercias

correspondientes.

En laEc, (3.4), los vectores F[z(t);t], z(t) y z(t) son de dimensién 2nx1.

Flz:t]={R[2@):t],... B [20):t]}
2(t) ={z®),...2,®)} . ¥ (3.5)
2(t) =%z(t).

3.3.1 Predictor-corrector 4to orden de Hamming

El método predictor corrector de 4to orden propuesto por Hamming (PCH4) utiliza
informacién computada en pasos de tiempo previos (método multipaso), en particular
t—At,t— 24ty t— 34¢. Debido a esta propiedad, es esencial la utilizacién de un esquema
especial de arranque que permita proveer la informacién necesaria al método PCH4. El
esquema completo, incluyendo el esguema de arranque adoptado, se expone a

continuacion:

)} En el tiempo inicial (t = 0), las condiciones iniciales son conocidas, por lo

tanto es posible determinar z, por medio de la Ec. (3.4), esto es

2, =Ry =F[z(t,);t,]. (3.6)
i) En t; (es decir, en t = At), donde At es el paso de tiempo, la solucién Pz, se

predice por medio del método explicito de Euler (forward Euler),

P2, =7,+AtF,. (3.7)

I11)  Lasolucion predicha se corrige utilizando el método modificado de Euler,
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V)

V)

Y))

V1)

" At
kl21:20+3("|:1+F0), (3.8)

donde k es la variable de iteracion, y

“F =F"z;t]. (3.9)

Este paso se repite hasta que el error de iteracion (e!) sea menor que una
tolerancia pre establecida eo. El error de iteracion se determina como la
norma vectorial infinita de la diferencia entre la solucién correspondiente a

la iteracion actual y la computada en la iteracion anterior.
En t2 (es decir, t = 2At), la solucién Pz, se predice por medio del método
predictor de dos pasos de Adams-Brashforth,

At

La solucion predicha es corregida por medio del método de Adams-Moulton

de dos pasos,

k+122221 +%(5k|:2 +8F1_F0)’ (311)
donde
sz ZF(kZ?_;tZ)- (3.12)

El paso se repite hasta que el error de iteracion e? sea menor que una

tolerancia de error previamente establecida «o.

En t3 (es decir, t = 3At), la solucién Pz, se predice mediante el método de

Adams-Brashforth de tres pasos,

=]

Pz, =2,+ o 23F, —16F; +5F, ). (3.13)

La solucion predicha es corregida por medio del método de tres pasos de

Adams-Moulton,

k+1

&

Q:Q+m9$ﬁm5—$ﬁa) (3.14)

donde
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VI

IX)

X)

X1)

X11)

‘F=F("z:t,) (3.15)

El paso se repite hasta que el error de iteracion e sea menor que una
tolerancia de error preestablecida €o, cuando esto ocurre, se calcula el error

de truncamiento local, de la forma

L k+1
Para t4, ts, t6,... (es decir t = 4At, 5At, 6At), la solucion es computada
mediante el método predictor corrector de cuarto orden de Hamming. La

ecuacion que predice la solucion estd dada por

°7,=7 J._4+%1At(2|:j_l—F._2+2FJ._3). (3.17)

]

La ecuacién predicha es modificada utilizando el error de truncamiento local

calculado en el paso previo,

112
1 _ L
z;="z, +?Ej_1. (3.18)
La ecuacion modificada es corregida por la ecuacion de correccion
+ 1
iz, zé[gz 112, 3+ 30 (KR 4 2R +F ), (3.19)
donde
‘F :F(kzj;tj), (3.20)
y
'R =F('z;:t;). (3.21)

Este paso es repetido hasta que el error e de iteracion sea menor que una
tolerancia de error preestablecida «o.

Una vez que el error € es menor que la tolerancia preestablecida (e < o),
se calcula el error de truncamiento local para su uso en el paso de tiempo
actual como asi también en el paso de tiempo posterior ( j+1),
EL—i(k“z ) (3.22)
VIR '

Finalmente se calcula la soluciéon final en el paso j como
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3.3.2 Esquema de integracién Runge-Kutta de 4 orden

Los métodos Runge-Kutta constituyen una familia de integradores, explicitos y de
un solo paso, destinados a la resolucion de sistemas de ODEs de primer orden. Estos
métodos estan disefiados para alcanzar una precision comparable a una expansion en serie
de Taylor evitando, al mismo tiempo, la evaluacion de derivadas de alto orden [67]. Si
bien, los métodos RK se pueden presentar de diversas maneras, €stos se expresan

generalmente como
21 =7, +PN, (3.24)

donde ¢ es la funcion de incremento, la cual se puede interpretar como una pendiente

generalizada sobre el intervalo de integracion At=t; , —t;.

El valor de ¢ en la Ec. (3.24) se obtiene considerando la pendiente en varios puntos
dentro del subintervalo de integracion. La cantidad de puntos utilizados dentro del
intervalo para determinar la funcién incremento ¢ define el orden del método RK. Los
métodos RK de segundo orden utilizan dos puntos, los de tercer orden tres puntos, los de
cuarto orden cuatro puntos, y asi sucesivamente. En particular, cuando se utilizan cuatro
puntos se obtiene una familia especifica de métodos RK denominados clasicos.
Adicionalmente, el orden del método esta directamente relacionado al error de
truncamiento global, por ejemplo: un método RK de segundo orden posee un error de
truncamiento local O(h®) y un error de truncamiento global O(h?), donde h=At. Por otro
lado, se debe destacar que, para un orden dado, existe un conjunto infinito de métodos
RK, cuya diferencia radica en: i) la localizacion de los puntos dentro del intervalo de

integracion que son utilizados para determinar ¢ ; y ii) la manera en que ¢ es estimada a

partir de las pendientes evaluadas en dichos puntos.

En general, la funcion incremento se expresa como

p=ak +ak,+..+ak, (3.25)

donde los coeficientes aj son constantes y los ki se definen como
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f (z],tJ)

k=
k, = f(z; +akh; t;+ph),
k, = (2, +0ukh+ ko t; + ph), (3.26)

k, = f (Z j +qn—1,1k1h+qn—l,2k2h+'"+qn—1,n—1kn—1h; t+ pn—lh)’
donde los pi y gi son constantes. Se debe destacar que los ki constituyen un conjunto de
relaciones de recurrencia, es decir, ki aparece en la ecuacion para kz, la cual aparece en la
ecuacion para ks, y asi sucesivamente. Adicionalmente, el nimero de términos n retenidos
en la funcién incremento ¢ constituye el instrumento para generar una gran variedad de
métodos RK. Una vez que n es seleccionado, las constantes ai, pi ¥ gi son evaluadas
igualando la Ec. (3.24) a los términos de una expansion en series de Taylor. El lector debe
notar que el método Runge-Kutta de primer orden, n = 1, es en realidad el método de
Euler. Los métodos RK de segundo orden utilizan una funcién ¢ con dos términos, es
decir n = 2, los métodos RK de tercer orden una funcion con n = 3, y asi sucesivamente.
Es facil demostrar que los métodos RK de orden n proporcionaran resultados exactos si

la solucién a la ecuacion diferencial es polindbmica de orden n.

En este trabajo se adoptd el método RK clésico de cuarto orden (n = 4), el cual

puede formularse en forma matricial de la siguiente manera ([68] [69]):

2.2, +%(kl+2k2 12k, +k,)h (3.27)
donde
k, = F(zj,tj),
kZ:F(z +Leht +1hj
A
) (3.28)
kst(z +=K,h; t. +2hj,

K, =F(z;+k;h; t;+h).

Cabe aclarar que F fue definida en la Ec. (3.9).
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3.3.3 Diferencia central (DC)

El método de diferencia central es extensamente utilizado por su simplicidad. Como
su nombre lo indica, la formulacion de éste método se basa en el empleo de diferencias
finitas para aproximar la primera derivada (velocidad) y la segunda derivada (aceleracion)

en término de las posiciones [70]. Esto es

qn qn+1 qn 1)+O(h2>

il
0, = hz(QM 20, +0,4)+O(H°),

(3.29)

donde h = th+1 — tn.

En sus comienzos, este método fue concebido para integrar numéricamente, en el
dominio del tiempo, ecuaciones diferenciales lineales asociadas a problemas de dindmica
estructural. Con el objetivo de describir los esquemas de diferencia central utilizados
frecuentemente en el &mbito de mecanica computacional, considere la siguiente ecuacién

de movimiento lineal,

Ma(t)+Ca(t)+Ka(t)=F,(t), (3.30)

donde M es la matriz de masa del sistema, la cual es simétrica y positiva definida, C es
la matriz de amortiguamiento del sistema estructural, K es la matriz de rigidez del sistema

estructural, y Fex €s el vector de cargas externas.

La solucidn para las posiciones en t = t, + h se obtiene utilizando informacion
computada en el paso de integracidn previo. Para ello es necesario utilizar (3.30) evaluada

en ty, esto es

0, +Cq, +Kq, =F>. (3.31)

Reemplazando la Ec. (3.29) en (3.31) se obtiene la siguiente relacion en términos

de Qn+1, On, Y Qn-1 €S

11 e 2 11
e e 0 =V ) T

la cual permite computar la solucion gn+1 en ta+1 utilizando la ecuacion de movimiento
evaluada en tn. Por esta razon el esquema DC es clasificado como un meétodo de

integracion explicito. Adicionalmente, se debe notar que el calculo de gn+1 involucra gn
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Y Qn-1, por lo tanto, el computo de la solucion en t = At requiere de un procedimiento
especial de arranque. Tal esquema puede ser facilmente derivado de la Ec. (3.29)

reconociendo que qo, g, Y ¢, son conocidos en t = 0. Luego de algunas manipulaciones

algebraicas, la férmula para calcular g-1 se puede expresar como

2
0,=0, _qoh+?%- (3.33)

En la Tabla 3-1 se presenta un algoritmo del método DC el cual permite su facil
implementacién en un cédigo de computadora [70]. ElI método de diferencia central
requiere la utilizacion de un paso de integracion menor a un valor critico, denominado
her; tales métodos son referenciados como condicionalmente estables. Si el paso de
tiempo utilizado es superior a her, el procedimiento de integracion se vuelve inestable, y
por lo tanto cualquier error de redondeo se magnifica durante el proceso de integracion

haciendo que la solucion carezca de valor, en la mayoria de los casos.

Tabla 3-1: Algoritmo de Diferencia Central (sistemas lineales)

A _Esquema de arranque:

1. Computar q, apartir de d,, g, Y laecuacion de movimiento.
2. Seleccionar h<h, .

3. Computar g, .

~ 1 1
4. Calcular M= [F M +%Cj :

5. Factorizar M: M=LU.

g Paracada paso de tiempo:

1. Calcular el lado derecho R = F —(K—h—zz qun —(h—lz M—Z—lhchnl-

2. Resolver para las coordenadas en tn1 =t + h, Mq,,, =R .

3. Si es necesario, computar las velocidades y aceleraciones en t,

1
qn = % (qn+1 _qn—l)
1
Q,= F (qn+1 - 2qn +qn—1)

Si bien, el algoritmo presentado en la Tabla 3-1 fue derivado para integrar sistemas
de ecuaciones diferenciales lineales, su utilizacion en el contexto de ODEs no lineales y
sistemas de DAEs-1 (como el sistema estudiado en este trabajo de tesis) no supone

ninguna dificultad adicional. Sin embargo, desde un punto de vista de implementacion
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computacional es necesario realizar una leve modificacion en el procedimiento
presentado anteriormente. Para ello, consideremos una version reestructurada de la DAE

de indice 1 introducida en la Ec. (3.3),

ann + B; (tn );“n = R(qn J qn )’

B, (t,)a, =S(a,.4,). .
donde
R=Q(6)+Q" 1)+ (1)
0 (3.35)
S =——~
g Ba(t)a o

Introduciendo la segunda expresion de la Ec. (3.29) en la Ec. (3.35) se obtiene

1 T ) = 2Ma -t
hz ann+1 + Bq (tn ))“n - R(qmqn ) + hz ann hz ann—li (3.36)
Bq (tn )qn+1 = h2 S(qn 1 qn)+28q (tn )qn - Bq (tn )qn—l1
la cual se puede reescribir como
v qn+l F\5(qnicln—1’qn )}
M, = : (3.37)
{ by } {S(qmqnl,qn)
donde
hl M, BI(t)
B 0., |
ob) O (3.38)

2 1
I‘:\5(qn’(:]n—1’qn): R(qniqn)-l_p ann _F ann—ll y
S (qn!qn—llqn) = h2 S(qn’qn)+2Bq (tn)qn _Bq (tn)qn—l'

A diferencia del algoritmo detallado en la Tabla 3-1, la Ec. (3.37) utiliza q, en el
computo de ,,; lo cual requiere el calculo de q,.,, al final de cada paso de integracion.

Sobre esta base, (,,; es computado por medio de un esquema de diferencia hacia atras

de segundo orden. En la Tabla 3-2 se presenta un algoritmo del método DC especialmente
modificado para integrar sistemas de ODEs no lineales, como asi también sistemas de
DAEs-1.
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Otra forma de obtener el esquema de diferencia central consiste en emplear las
férmulas de Newmark considerando y = 1/2 y f = 0 [71]. Bajo estas asunciones, las

férmulas para los desplazamientos y velocidades tienen la siguiente forma:

h2
O =0y +hqn +?qn’
’ (3.39)
qn+1 :qn +§(qn +qn+1)’

donde el paso de integracion h es considerado constante durante todo el proceso de

integracion.

Tabla 3-2: Algoritmo de Diferencia Central (ODEs no lineales y DAEs de indice 1)

A _Esquema de arranque:

1. Computar q, apartir de q,, g, Y la ecuacion de movimiento.
2. Seleccionar h<h, .

3. Computar q_,.

g Paracada paso de tiempo:

1. Calcular M,, y B, (t,)-
2. Factorizar M,: M, =L,U, .
3. Calcular el lado derecho R y S.

A S

n

o | R
4. Resolver para las coordenadas en th+1 =t +h, M, {q” 1} :{ .

5. Computar las velocidades en tn+1 por medio de,

1
qn+1 = %(Bqnﬂ _4qn +qn—1) .

6. Sies necesario, computar las aceleraciones en t,,

1

= W(qml - an +qn—1) .

h

Si bien, las ecuaciones presentadas en (3.39) son explicitas en los desplazamientos
e implicitas en las velocidades, para sistemas lineales, se puede obtener un esquema de
integracion explicito. Sin embargo, para ODEs y DAEs-1 que contengan términos no
lineales en funcion de las velocidades (por ejemplo fuerzas que disipan energia) se

requiere de un proceso iterativo en cada paso de tiempo para determinar adecuadamente

(.., Este proceso puede comenzar considerando las velocidades computadas en el paso

previo y mejorando la aproximacion de las mismas por medio de la evaluacion de las

aceleraciones. Este procedimiento converge rapidamente si el amortiguamiento es
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pequefio. Una manera de evitar este esquema iterativo consiste en evaluar la velocidad a
la mitad del paso de integracion, t..,, =t,+h/2 como variable intermedia [71]. En la
Tabla 3-3 se presenta un algoritmo de Diferencia Central, que utiliza las velocidades

computadasen t ..

Tabla 3-3: Algoritmo de Diferencia Central [72].

A _Esquema de arranque:

1. Computar g, y A, apartirde q,, 0, Y la ecuacién de movimiento.

2. Seleccionar h<h,.

g Paracada paso de tiempo:

hZ
1. Computar qn+1 :qn +qnh+qn E .

2. Computar las velocidades en t..,,, =t +h/2, por medio de,

h
qn+JJ2 :qn +Qn E .
3. Caleular M,,;, y B, (t,,)-

Mn+l q (tn+l) &
M., =L .U
; (tn+1) oncxrk n+1 n-+1

5. Calcular el lado derecho R(Q.;,0.12) Y S(Gnuts Oniyziton ) -

n+l

4. Factorizar I\A/IM:[B

~ R
6. Resolver para las aceleracionesy A entyg=tn+h, M, {2"*1}={S}_

n+l
7. Computar las velocidades en tn+1 por medio de,
h

= + —
qn+l qn+1/2 qn+12-

3.3.4 Métodos de estabilizacién

La técnica de reduccion de indice expuesta al comienzo de la Seccion 3.3, produce
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que se pueden resolver por medio de un
esquema de integracion estandar para ODEs (como los descriptos en las subsecciones
3.3.1, 3.3.2 y 3.3.3). Sin embargo el sistema de ecuaciones (3.3) puede presentar
inestabilidades como consecuencia de las técnicas de aproximacion y acumulacién de
errores de redondeo, que se producen durante el proceso de integracion numérica y se
manifiestan en la violacion de las ecuaciones de restriccion. Ademas, la desviacion
numérica crece linealmente a medida que transcurre el tiempo. Este hecho sumado a los

errores de truncamiento propios de los métodos numéricos empleados puede ocasionar
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un acumulamiento cuadratico ([58] [59]). Se debe aclarar que las desviaciones numéricas
son independientes del método numérico elegido para integrar la ecuacion de movimiento

(3.3) y se origina en la ligera inestabilidad propia del sistema.

La técnica de estabilizacion Baumgarte, por su simplicidad, es una de las mas
utilizadas ([60] [61]), pero esta técnica no es del todo eficiente en la practica, ademas no
existe un procedimiento general para la determinacién de los pardmetros involucrados en
su utilizacion [51]. El procedimiento de proyectar la solucién sobre la variedad de
restriccion (o parte de ella) es otra técnica de estabilizacion, y se puede realizar de dos
formas: i) proyecciéon de invariantes, que consiste en redefinir la ODE mediante la
introduccién de nuevos multiplicadores de Lagrange vy ii) discretizar numéricamente la
ODE vy al final de cada paso de integraciéon proyectar la solucion aproximada sobre la

variedad de restriccion seleccionada [51].

A continuacion se describe la implementacion de las dos técnicas mencionadas
anteriormente para eliminar la desviaciones numéricas que surgen durante la integracion

del sistema de ecuaciones diferenciales de indice 1 que gobiernan el sistema multicuerpo.

3.3.4.1 Técnica de Baumgarte

Esta técnica consiste en reemplazar la ecuacién de restriccion a nivel de la

aceleracion, @ =0, por una version estabilizada cuya forma es similar a un controlador

proporcional derivativo (PD) [62], esto es

b+ 20®+ FD=0, (3.40)
donde a y £ son constantes positivas.

Reemplazando la ecuacion (3.40) en la ecuacion (3.3), se obtiene la version

estabilizada para el sistema ODEs,

M B } {Q}_ QrTQ (3.41)

= 9 :
{Bq Opn, | L2 —%(qu)q—Zanq—ﬁzq)(q,t)

La ecuacion (3.41) es resuelta por medio de alguno de los esquemas numéricos
presentados anteriormente. Sin embargo, esta técnica posee limitaciones cuando se aplica
a sistemas relativamente complejos. Una alternativa para mejorar la estabilizacién de las

ecuaciones de restriccion consiste en incrementar los valores de a y £, sin embargo esta

38



estrategia esta limitada por un valor critico, del cual dependen las constantes o y /5 a partir

del cual la solucion numérica se desestabiliza en forma repentina.

A pesar de que no existe un procedimiento sistematico para seleccionar los valores
de a y S, en la literatura existen varios trabajos en los cuales se trata este asunto ([65] [73]
[74]). En general, la eleccién de las ganancias o y £ depende del paso del tiempo At usado
en la integracion numérica. Segun datos experimentales, valores entre 2 y 20 producen
muy buenos resultados para la mayoria de las aplicaciones de ingenieria, siendo a = f la

eleccion optima para el caso de amortiguamiento critico.

3.3.4.2 Técnica de proyeccion de coordenadas

Esta técnica consiste en discretizar numéricamente (3.3), computar la solucién en
th+1 mediante alguno de los integradores descriptos en la subsecciones 3.3.1-3 y al final
de cada paso de integracion, proyectar la solucion obtenida sobre la variedad de
restriccion seleccionada. Para la proyeccion se utilizan tres definiciones diferentes para
la variedad de restriccion: i) a nivel de posicion, ii) a nivel de la velocidad vy iii) la
combinacion de las variedades a nivel de la posicion y velocidad (ésta posee un costo

computacional mayor).
Reescribiendo el sistema de ODEs de segundo orden (3.3) como un sistema de
ODEs de primer orden utilizando z:{qT,qT}T es posible definir la variedad de

restricciéon como

®(q)
h(z) = =0, 3.42
{B&} -
donde h(z) es un conjunto invariante para (3.3). La derivada de h con respecto al vector
z, produce
( ) B, Onn,
H(z)=h,(z)=1 o , (3.43)
_(qu) Bq

oq

donde H(z) tiene rango fila completo. Si se elige como conjunto invariante sélo la

variedad a nivel de la velocidad, entonces

h(z)=B,a, (3.44)

la ecuacidn (3.43) se reduce a
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H(@2) =B, (3.45)

La solucién computada en cada paso del tiempo es proyectada sobre la variedad h

definida anteriormente mediante el siguiente esquema,

Za= Zn+1 _7F(Zn+1;tn+1)h(zn+l)’ (346)

donde F = H(HD)™ con D(z) suave, tal que HD es no singular para cada z,y z,,, es la

soluciéon computada en t = ty+1 por medio del método de integracion utilizado. La eleccién

méas comin de D es D = HT, una variante menos costosa es

B 0
D:|:0 a "c”“ﬂ}, (3.47)

v, B
El esquema (3.46) conserva un error global O (AtP) para z"*! y las restricciones
(3.42) son satisfechas con un error proporcional a O (At P*1) [59]. Ademas, el esquema
(3.46) tiene la estabilidad requerida si HF es definido positivo. Para la mayoria de los
sistemas mecénicos, la variedad de restriccion resulta asintéticamente estable para 0 < y

< 2, donde la eleccion  y =1 esta cerca de ser Optima.

La matriz F se determina de las siguientes formas

( ) 1 Incxnc Oncxnc
F=8!(BB!)"| [ o 4 , (3.48)
R ERACE]CHCET R
aq
-1 Incxnc Oncxnc
F=B;(B,M"B]) , (349)
Oncxnc Incxnc
F=B} (BB} hor. Onm (3.50)
; o Oncxnc I“cxnc ’ .

siendo mas efectivo el proceso de estabilizacién cuando mas pequefio sea |F—HF. El

conjunto de ecuaciones (3.48), (3.49) y (3.50) dan lugar a diferentes esquemas de post-
estabilizacion ([75] [76]):
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« S-full: obtenido por medio del esquema de estabilizacion (3.46) y la ecuacion
(3.48), proyectando sobre la variedad de restriccion definida a nivel de la
posicion y a nivel de la velocidad,;

» S-both: obtenido por medio del esquema de estabilizacion (3.46) y la ecuacion
(3.50), proyectando sobre la variedad de restriccion definida a nivel de la

posicion y a nivel de la velocidad;

+ S-both-m: obtenido por medio del esquema de estabilizacién (3.46) y la ecuacion
(3.49), proyectando sobre la variedad de restriccion definida a nivel de la

posicién y a nivel de la velocidad;

+ S-pos: obtenido por medio del esquema de estabilizacion (3.46) y la ecuacion
(3.50), proyectando sobre la variedad de restriccion definida solo a nivel de la
posicion; y

» S-vel: obtenido por medio del esquema de estabilizacién (3.46) y la ecuacion

(3.50), proyectando sobre la variedad de restriccion definida s6lo a nivel de la
velocidad.

Se debe mencionar ademas, que el esquema S-full es poco usado ya que el término

8(qu)/8q es muy dificil de computar y es, también, muy costoso computacionalmente.

El mismo grado de precision puede obtenerse utilizando el esquema S-both mediante una
aplicacion doble del mismo, denotado comtnmente en la literatura como S-both?. Un
algoritmo para aplicar S-both? se puede encontrar en [75]. Mas detalles acerca de la
estabilidad del esquema (3.46) y de los criterios de seleccion de la matriz F se pueden
encontrar en los trabajos de Ascher ([59] [66] [75]).

3.4 Integracion directa de las DAEs de indice 3

Una alternativa a la técnica de reduccion de indice expuesta en la Subseccion 3.3
para integrar numéricamente las ecuaciones de movimiento que resultan de sistemas
dinamicos con restricciones consiste en tratar directamente las DAEs de indice 3. Los
algoritmos utilizados para integrar estos sistemas deben, necesariamente, ser capaces de
lidiar adecuadamente con las restricciones presentes en el sistema. En este sentido,
Cardona y Geradin [48] han realizado una extensa revision de los esquemas numéricos

utilizados en el ambito de la dindmica estructural con el objetivo de seleccionar
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(introduciendo eventualmente las modificaciones necesarias) los algoritmos adecuados

para integrar sistemas de DAEs-3.

Las ecuaciones de movimiento que surgen del modelado de sistemas estructurales
son generalmente rigidas; es decir, las frecuencias de vibracidn estan distribuidas sobre
un amplio rango de frecuencias. Este fendmeno es producto de las propiedades fisicas del
sistema, o bien, del procedimiento numérico utilizado para discretizar espacialmente el
sistema de PDEs (Partial Differential Equations). Por éste motivo, los algoritmos
numéricos que se utilizan en CSD (Computational Structural Dynamics) son
frecuentemente incondicionalmente estables; es decir, son estables independientemente
del paso de tiempo adoptado para la integracién. Entre los esquemas de integracion mas
populares utilizados en dinamica estructural, las formulas de Newmark [77] son
probablemente las més difundidas. EIl esquema propuesto por Newmark ha servido como
base para el desarrollo de un gran ndmero de algoritmos numéricos que incorporan
propiedades que mejoran sustancialmente el desempefio del mismo. Por ejemplo, la
propiedad deseada de estabilidad incondicional puede perderse para ciertos problemas no
lineales. Este problema se puede evitar por medio de la introduccion de cierta disipacion
numérica a altas frecuencias, permitiendo al mismo tiempo, obtener resultados mas
cercanos al comportamiento real de materiales y estructuras ([78] [79] [80]). Otros
esquemas que abordan el problema de estabilidad en el régimen no lineal son los llamados

energy conserving algorithms (algoritmos de conservacion de energia) ([81] [82]).

Los integradores mas utilizados en dinamica multicuerpo flexible basados en el
método clasico de Newmark que incorporan disipacion a altas frecuencias manteniendo
una precision de segundo orden son: i) el método de Newmark con amortiguamiento [48];
ii) el método HHT [78]; v iii) el método a-generalizado de Chung y Hulbert [83].

3.4.1 Linealizacion de las ecuaciones de movimiento

La implementacion de integradores tales como Newmark, HHT, o a-generalizado,
requieren la utilizacion de una version linealizada de las ecuaciones de movimiento
presentadas en (2.23) [48]. Para ello se expresa la solucién corregida en t = t, de manera

incremental como
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d, =G, +Aq,

A, =0, +Ad,

(3.51)
q,=0,+Aq, y
A, =L, +AM,

donde (") sobre la variable indica cantidad aproximada, y Aqg, AQ, AQ, y Ak son los

incrementos en el vector de coordenadas, velocidades, aceleraciones, y multiplicadores

de Lagrange, respectivamente.

A partir de la Ec. (3.51) es posible realizar una expansion de primer orden de la Ec.

(2.23) alrededor de (qn 8,6, 0, ) . Previo a éste procedimiento, se reescribe la Ec. (2.23)
evaluada en t = t, como
(qn’qn’ Gn n’ n) M(qn)qn +B; (qn);"n _Qx _QEC _Qﬁ =Y,
®(q,t,)=0,

donde r es el vector residuo.

(3.52)

Luego de manipulaciones algebraicas (ver Anexo B) se obtiene la version

linealizada de las ecuaciones de movimiento y el vector de restricciones. Esto es

M,Aq+C; Aq+K; Aq+(B] ), Ak=—r,+O(1),

(B,), Aq=—a, +O(r?), (459
donde
C: (@,.G;t,) = (—i [Q'+Q" ]j , (3.54)
aq t=t,
es la matriz de amortiguamiento tangente, y
A A a T \'"4 nc C
3 it =| S[Mie 2 [BlE]- S0+ +Q}Lﬂ 55

es la matriz de rigidez tangente del sistema.

Finalmente, la Ec. (3.53) se puede reescribir en t = t, en forma reducida como

I\/In 0 Aq n CTH 0 Aq n KTn (Bg )n Aq _ -, 356
0 OJ|lAL) | 0 oflAL (Bq) o |lAan] |-, | (3:56)
lo cual produce las ecuaciones de movimiento linealizadas para un sistema multicuerpo

con restricciones holonémicas.
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3.4.2 Método de Newmark

En 1959 Newmark presentd una familia de métodos de integracion para la solucion
de problemas de dindmica estructural, basados en una aproximacion del campo de
desplazamientos y velocidades, asumiendo que la aceleracion varia linealmente [77]. Las
férmulas de Newmark se obtienen por medio de una expansién en series de Taylor para

qy g ent=tn. Estoes

h2 h3
qn+1 :qn +hqn +§qn +§qn +o
, ' (3.57)

h2
qn+1 :qn +hqn +§ qn o

donde h = At = tp+1 — tn.

Considerando la expresion integral para el residuo en las expansiones presentadas
en (3.57), se obtiene

qn+1 :qn +hqn +J.:n+IQ(T)[tn+l_T]d71 y
oo (3.58)
qn+1 :qn +J‘tn Q(T)dT

Adicionalmente, considere la expansion en Taylor para ¢, y Q,,, alrededor de

relt,t.],

t— 2
qn=Q(f)+Q‘3)(tn—f)+q(“)(”2!7) ot Y
(3.59)

t _ 2
qn+1 ZQ(T)+Q(3) (tn+1 —T)+q(4) %4—...,

A continuacion, la primera ecuacion de (3.59) multiplicada por (1 —v) es combinada

con la segunda ecuacién de (3.59) multiplicada por v, esto es

(1-7)0, +7 s =(1-7)a(r)+(1-7)d” (t,—7)+

3.60
ora(e)+ 7, )0l o

Este procedimiento permite obtener q(r) enterminosde Q, y Q4.
A(7)=(1-7)0n +7 0, +6° (r=hy—t,)+O("g). (361)
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Realizando el mismo procedimiento descripto anteriormente, pero utilizando

(1-28)0, y 2/3Q,., se obtiene

a(7)=(1-28)0, +280,, +d° (r=2hBt,)+O(*q" ). (362)

Las ecuaciones (3.61) y (3.62) en conjunto con el teorema del valor medio se
utilizan para computar la version integral del residuo introducido en la Ec. (3.58),

tn+l

a(z)dr=h(1-y)q,+ma,, +R,,

t

) 1 (3.63)
tnmlq(r)[tml _T]dT :(E _ﬂj h2 qn +ﬂh2qn+1 + R;],

donde,
R, =q(3)(f)hz(%—y)+0(h3q(4)), y
| (3.64)
R;:q(3)(f)h3(6—ﬂj+0(h4q(4)), con t <7<t ..

Finalmente, sustituyendo la Ec. (3.63) en la Ec. (3.58) se obtienen las formulas de

Newmark,

Onia =0, +qnh+(% _ﬂj hzqn +ﬂh2qn+1 + R:w

qn+l :qn +(1_7/) hqn +7hqn+1+Rn'
Si bien los parametros (8, y) son elegidos por el usuario, es bien conocido que la

(3.65)

eleccion mas apropiada para tales parametros es y = 1/2 'y g = 1/4, lo cual produce el
método conocido con el nombre aceleracion constante promedio (average constant
acceleration). Esta eleccién para gy y produce un esquema incondicionalmente estable
con maxima precision sobre todo el rango de frecuencias para un sistema lineal. Esta

propiedad se puede visualizar evaluando las expresiones para los residuos R, y R! en la

Ec. (3.64).
Tabla 3-4: Esquemas numéricos basados en el algoritmo de Newmark
Esquema Tipo y p Precision
Diferencia Central (Puramente explicito) Explicito 0 0 1
Diferencia central Explicito 1/2 0 2
Fox-Goodwin Implicito 1/2 1/12 2
Aceleracion lineal Implicito 1/2 1/6 2
Aceleracion constante promedio (Reg. Implicito 12 14 2

trapezoidal)
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En la Tabla 3-4 se presenta un resumen de los principales métodos de integracion

basados en Newmark para diferentes valores de los pardmetros Sy y.

Generalmente se asume que las propiedades de estabilidad y precision en el método
de Newmark (y = 1/2, = 1/4) se mantienen cuando las formulas son aplicadas a sistemas
no lineales; hecho que debe ser considerado solo como una conjetura. La gran diversidad
y rango de no linealidades ha conducido al uso de estrategias numéricas para examinar
las propiedades de una gran variedad de esquemas numéricos. En particular, el método
de Newmark tiene problemas de estabilidad cuando es utilizado para integrar sistemas de
DAEs. Especificamente, exhibe una débil inestabilidad debido a la presencia de
restricciones (ecuaciones algebraicas), las cuales introducen frecuencias extremadamente
elevadas (tedricamente infinitas) en el sistema dinamico. Tales frecuencias no pueden ser
disipadas por el algoritmo de Newmark, volviéndose por lo tanto, incondicionalmente
inestable [55]. Este problema puede ser evitado introduciendo cierto grado de
amortiguamiento numérico en las férmulas de Newmark. Cardona y Geradin [48]
expusieron que la mejor manera de incorporar tal amortiguamiento es expresar los

parametros 8y y en término de una tercera constante a como

2
7/:%4—05, ﬂ:%()/—i—%j, Yy a>0. (366)

A continuacién se detalla la aplicacion de las formulas de Newmark a las

ecuaciones de movimiento linealizadas presentadas en la Ec. (3.56). Para ello se expresa
la Ec. (3.56) en t = ta+1 y se asume @°,, =0, con lo cual las féormulas de Newmark se

reducen al siguiente conjunto predictor para la iteracion 0 en tn+1,

1
qg+1 :qn +hqn +(§_ﬂj hzqni

qgﬂ :qn +(1_7/) hqn’ y (367)
qgﬂzoi
y (3.65) se reestructura como
=, + B8N0,
qn+1 qn+1 ﬂ qn+1 y (368)

0
qn+1 = qn+1 +7/hqn+1'
La Ec. (3.68) en conjunto con q2+1:0 permite escribir los incrementos en las

velocidades y aceleraciones en términos de los incrementos en las posiciones (ver Anexo
B), es decir,
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1

Aq =77 Aq,
P h’ (3.69)
Aq - ’?/h Aq!
lo cual a su vez permite reescribir (3.56) como
1
T2 Mn+ 0 CT Aq
o e
AL Ak
0 0 (3.70)
+ Tha (B )n+1 {AQ}:{ rn+1}
( q)n+l 0 Ak _(I)Ml
o en forma contraida,
AQ -
NkS — n+1 ’ .
" {M} {_(I)ml (3.7
donde
NkS [ KTM (Bg )n+1] y
n+l '
(Bq )n+1 O (372)
= 1
KTn+1 = KTn+1 +,B_h T ﬂh CTn+1

El supra indice Nk en la Ec. (3.71) indica que la matriz de iteracion S corresponde
al método de Newmark clasico. Finalmente, se deben actualizar los valores de

On1 Yogr Y G, cOrrespondientes a la iteracion k acorde a
k+1 k
qn+1 qn+1 +Aq’

it =g, +L-Aq,

ph
k+1 1
qn+1 Qn+1+ﬂh Aq1 y

M =08+ AN

n+l = “*n+l

(3.73)

En la Tabla 3-5 se presenta un algoritmo para el esquema de Newmark el cual

permite su facil implementacion en un cédigo de computadora [48].
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Tabla 3-5: Algoritmo de Newmark

A Paracada paso de tiempo:

1. Incrementar el tiempo acorde t = t, + h.

2. Q, Y A, sonconocidas.

3. Computar 00y, 0 Y Q7. acorde a (3.67) y asumir A,y =0.

4, Evaluar ™S ylosresiduos r¥,y @ .

5. Calcular Aq y A\ acorde a (3.71).

6. Actualizar el valor de O,.;, Op.1s Gnq Y Aqy acorde a (3.73).

7. Computar el error y chequear por convergencia,

rr'f:ll"w <g, ||<I)k+1 Lo <&, “{Aq, A},}T “w <&

n+l

7.1. Si la condici6n de convergencia se cumple, se retorna al punto 1.
7.2. Si la condicién de convergencia no se cumple, se retorna al punto 4.

3.4.3 Método de Hilber-Hughes-Taylor (HHT)

La eficiencia y sencilla implementacion del método de Newmark lo hacen uno de
los integradores mas utilizados en el ambito de la dindmica estructural. Sin embargo,
cuando el método requiere la introduccion de amortiguamiento numérico para preservar
su estabilidad, el método pierde la propiedad de precision de segundo orden.
Adicionalmente, la energia disipada por el método puede ser excesiva [48]. Sobre esta
base, Hilber et al. [78] propuso una elegante manera de introducir amortiguamiento
numérico en las formulas de Newmark sin degradar la precision del método. Tal estrategia
consiste en mantener las formulas de Newmark (3.65) mientras las ecuaciones de
movimiento son modificadas por medio de la introduccién de un factor af y (1 — af) con
el objetivo de promediar las fuerzas internas (elasticas, de dispacion, de restriccion, etc)
y las fuerzas externas entre tn y th+1. En dinamica multicuerpo, la ecuacion de movimiento
(2.23) es modificada de la siguiente manera ([84] [85]):

Mn+1qn+1 +(1—05f )(B;)\,—QV _an _QC )n+1 =

~a; (BjA-Q'-Q" —Qc)n, (3.74)
q)(anrl;thrl) = 0

Donde las cantidades ( )n son conocidas provenientes del paso de tiempo anterior.
La ecuacion de movimiento modificada (3.74) puede ser utilizada sin problemas en el

caso de sistemas no lineales. El esquema de integracion obtenido por las formulas de
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Newmark en conjunto con la ecuacion (3.74) se conoce con el nombre de HHT o método
a [69].

Al igual que el método de Newmark, la ecuacion de movimiento (3.74) necesita ser
linealizada previo a su implementacion numeérica. Siguiendo el procedimiento descripto

en el Anexo B, la version linealizada de la Ec. (3.74) ent = tn+1 €S

1
M,, O 0 K Br —
1_af 1 {Aq}+|:CTn+1 :|{Aq}+|: Thia n+1:|{Aq}:{ rn-¢—1 }’ (375)
AL 0 O0|lAh) |B 0 |lAA] (@,
O 0 n+1l
donde
A A 0 v nc
Cfn+1 (qn+1’ qn+1;tn+1) =- 86] |:Q +Q :|1 y
n+l
A A 1 a A r
KTn+1 (qn+l’ S IR )"n+11tn+l) = m A |:Mn+l (qn+1)qn+1] + (376)
f n+l
0 . N 0
t— BT (qn+ ’tn+ ))“n+ T AA QV +an +QC )
ac|n+1 |:( ! )n+1 ' ' 1:| aqn+1 |: :I

son la matriz de amortiguamiento tangente y la matriz de rigidez tangente asociadas al
método HHT, respectivamente. El lector debe recordar que (~ )n+1 Sobre la variable indica

cantidad aproximada en t = ty+1.

Finalmente, la combinacion de la Ec. (3.75) con las formulas de Newmark, Ec

(3.65), permite reescribir la Ec. (3.75) como

M, y

L - S o e

B—a, )R’ {ig}+ O Aq}+
0

AA
0 0 - 0 (3.77)
+ Tha (B-qr n+l {AQ} :{ _rn+1 }
( q )n+1 0 Ak _q)n+1
o en forma contraida,
AQ -
HHT _ n+l
S { N} = { —<I>n+1}’ (3.78)

donde
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Rr,  (B3)
HHT G Thit 9 /nu

" (Bq )n+1 0 |
9 1

K: =K T—T
Tos Tha ﬂ 1 C(f h2 +l ﬂh CTn+1 y (3 79)
1 NP |
rn+1 = Mn+1qn+1 (BT;" Q Q Q )n+1

feg-ee]

El supraindice HHT en la Ec. (3.78) indica que la matriz de iteracion S corresponde
al método HHT. Geradin y Rixen [71]mostraron que la precision de segundo orden del
método HHT se mantiene si se utiliza solo el pardmetro ar como variable libre, y el resto
de los parametros asociados al método se definen acorde a

1 2 1
y:§+af, y p= (l+af) para 0<¢; <§. (3.80)

Por ultimo, la implementacién numérica del método HHT es similar al esquema

expuesto en la Tabla 3-5 para el algoritmo de Newmark. El unico cambio que debe

HHTS

realizarse es sustituir la matriz de iteracion ™S, por 1 Y utilizar la version del

residuo expuesta en la Ec. (3.79).

3.4.4 Método a-generalizado

Posterior al desarrollo del método HHT, Chung y Hulbert [83] modificaron el
esquema HHT por medio de la introduccion de un parametro adicional om y (1 — am) con
el objetivo de promediar, también, las fuerzas de inercia en la ecuacion de movimiento.

Sobre esta base, la ecuacion de movimiento (2.23) se reescribe como

(1—C¥m ) Mn+1qn+l +(1_af )(BEX_QV +an +QC )n+1 -
oM, +a, (B -Q +Q+Q7) | (381)
(I)(qn+l;tn+l) = 0

Donde las cantidades ( )n son conocidas y provenientes del paso de tiempo anterior.
Al igual que en Newmark y HHT, la ecuacion de movimiento (3.81) necesita ser
linealizada previo a su implementacion numérica. Siguiendo el procedimiento descripto
en la subseccidn 3.4.3, cuyos detalles se encuentran expuestos en el Anexo B, la versién

linealizada de la Ec. (3.81) ent = th+1 €S
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(1— a,

)\ -
(Car) M O|[20) [Cs, O)fec] K, Br.] a0
Ao oflai] B, o0 |lan

—Tha
D, )’ (3.82)

0 0
donde
CTn+1 <Qn+1’ an+11tn+1) 6qn+1 [QV +Qm] y
M (Qn+1’ Qn+11 n+lr n+1) 8—:% 6qan+1 |: N+l (qn+l)qn+1:| (3.83)

a a \/ nc C
+aqm1 [( )n+l (@0 n+l);\‘n+1i| GQ—M[Q +Q" +Q :"

son la matriz de amortiguamiento tangente y la matriz de rigidez tangente asociadas al

método a-generalizado, respectivamente. El lector debe recordar que (~ )n+1 Sobre la

variable indica cantidad aproximada en t = tn+1.

Finalmente, la combinacion de la Ec. (3.82) con las formulas de Newmark, Ec

(3.65), permite reescribir la Ec. (3.82) como

(1-an) W
WMM 0 {ig} N %CTM 0 {i‘;} +
0 0

0 0 L (3.84)
_'__KTn+1 B-r|1-+l {AQ} _ { —Tha }
_Bn+l 0 AvE _(I)“+1 ’
0 en forma contraida,
a—GS Aq — _rn+1
n+l A;\. _q)n+1 ’ (385)
donde
a—-G [ KT”+1 (BE )n+1]
Sn+1 = '
(Bq )n+1 0
l-« )
K. =K, + ( m +-L
Tha Tha 1_af ﬂhz n+1 ﬂh C:T,H1 y
(1—a ) (3.86)
fa = Mol (BR-Q' -Q" - Q)+
e

Ay & Ty OV _O"C _OF
+{mmnqn+m[sqx Q-Q-q@| }
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El supra indice a—G en la Ec. (3.85) indica que la matriz de iteracion S corresponde

al método a-generalizado.

Con respecto a la precision del método, se puede demostrar que el mismo es de
segundo orden si se cumple la siguiente relacion [71]:
1
7:§+af — . (3.87)
Por otro lado, un andlisis del espectro de frecuencias propias de la matriz de
amplificacion asociada al método a-generalizado para @h —» o0, asumiendo y acorde a la
Ec. (3.87) para lograr precision de segundo orden, produce los siguientes valores para los

autovalores:

a
v Y 12,3:

1-¢; a; —a,+1

]1:_

(3.88)

los cuales son estrictamente menores que 1 debido a la condicion de estabilidad

1/2>a; 2, >0 [71]. Tales condiciones se pueden resumir en términos de los

parametros involucrados en el método de la siguiente manera:
1 1 2
7/:§+af -, Y ﬁ’:zf(1+05f —am) : (3.89)
Si los parametros son elegidos acorde a las condiciones expresadas en (3.89) el
algoritmo resultante posee las propiedades de: precision de segundo orden,
incondicionalmente estable, amortiguamiento numérico de intensidad controlada por

medio de los parametros as y om, Y radio espectral para @wh — o,

o o —a, —1}

(3.90)

=MmaX )
P {1—05f a; —a, +1

La Ec. (3.90) permite seleccionar los pardmetros as y am en funcion del radio
espectral, es dicir,

_2p,-1
P+l

P
+1’

o0

y a;= para 0<p, <1 (3.91)

m

con el objetivo de prescribir un radio espectral, permitiendo de esta manera controlar la

cantidad de disipacion numeérica introducida en el rango de altas frecuencias.

Al igual que HHT, la implementacion numerica del método a-generalizado es

similar al esquema expuesto en la Tabla 3-5 para el algoritmo de Newmark. El Gnico

52



cambio que debe realizarse es sustituir la matriz de iteracion ™S, por “°S,, vy utilizar

la version del residuo expuesta en la Ec. (3.86).

Como conclusion, se puede mencionar que tanto el esquema HHT como el esquema
a-generalizado constituyen la mejor opcion cuando se requieren algoritmos implicitos
incondicionalmente estables que permitan introducir disipacion numérica en el rango de
altas frecuencias mientras que, al mismo tiempo, preservan el atributo de maxima
precision en el rango de bajas frecuencias. Estos métodos, con especial preferencia por el
a-generalizado, son ampliamente utilizados en la solucion numérica de sistemas
dinamicos no lineales y sistemas con grados de libertad restringidos (sistemas

multicuerpo) [56].

3.5 Condiciones iniciales

Otro aspecto importante para controlar o eliminar por completo las violaciones de
las restricciones es comenzar el proceso de integracion con un conjunto de condiciones
iniciales en las coordenadas y las velocidades que satisfagan las ecuaciones de restriccion

correspondientes.

Existen basicamente dos maneras de determinar un conjunto adecuado de
condiciones iniciales compatibles con las ecuaciones de vinculos: i) método aproximado
basado en particion de coordenadas; y ii) método exacto basado en el analisis de la cadena
cinematica. El primero de ellos, es un procedimiento estdndar en el estudio de sistemas
multicuerpo para obtener un conjunto de condiciones iniciales aceptables con el cual
comenzar el proceso de integracion [49].Tipicamente, este método consiste en tratar las
ecuaciones de restriccion a nivel de la posicion (o velocidad) como un sistema de
ecuaciones cinematicas, y asignar valores conocidos a cierto conjunto de coordenadas (0
velocidades), y resolver para el resto de las coordenadas (o velocidades). Sin embargo,
esta metodologia puede llevar a resultados que estan lejos de la configuracién real del
sistema. Esto sucede frecuentemente en problemas tridimensionales, particularmente
cuando se deben determinar las coordenadas angulares utilizadas para parametrizar las
rotaciones. El segundo método, como su nombre lo indica, consiste en formular la cadena
cinematica y extraer los valores de las coordenadas y velocidades, utilizando las

ecuaciones de restriccion correspondientes [86].

En este trabajo se utiliza el segundo procedimiento, el cual requiere proveer: i)

dimensiones geométricas de los cuerpos que componen el sistema multicuerpo; ii)
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posicion y orientacion inicial del fuselaje; iii) ubicacion del ala central conectada al
fuselaje; iv) rotacion inicial de las alas, con respecto al eje de articulacion de las mismas;
v) localizaciéon de los trenes de aterrizaje respecto al ala que lo contiene; y vi) localizacion

de los motores, respecto al ala donde se encuentra.

3.5.1 Generalidades de posicién y orientacion

Como se introdujo en este Capitulo, la parametrizacién utilizada para describir la
orientacion de cada cuerpo i que compone el sistema multicuerpo estd basada en los
denominados pardmetros de Euler, los cuales permiten evitar singularidades, tales como

el Gimbal locking presente cuando se utilizan los &ngulos de Euler.

Utilizando la nomenclatura establecida en el Capitulo 2 para especificar las
coordenadas que describen la configuracion de un miembro componente del sistema
multicuerpo, el cuaternion unitario asociado a un cuerpo i se puede expresar como ([45]
[47] [49])

Gi (t) :(qi4lqi5’qi6’qi7)T , (3.92)
donde @; para j = 4,5,6,7 son los parametros de Euler, los cuales se pueden escribir en

términos del giro ¢ alrededor del eje rotacion fi como
—cacd _(3.a)sin® _(3 .6 \sin2 _(3 A \sin 2
Gy 0057, qis—(ti-nl)sm? qiﬁ_(ti-nz)smE y qw_(ti-ns)sm? (3.93)

donde fi N j paraj =1,2,3 son los cosenos directores del vector unitario t. con respecto

al marco de referencia inercial N [45]. Usando notacion contraida, la Ec. (3.93) se
reescribe como

Gis :cosﬂ, qi5=06!13inﬂ, qis=06€25inﬂ Y Gy :C‘%Sinﬁ' (3.94)

2 2 2 2
donde c6, =cosd; paraj=1,2,3.

La estrategia utilizada para determinar la ubicacion de un cuerpo arbitrario i y los
parametros de Euler asociados a su configuracion inicial, consiste en analizar la cadena
cinematica que involucra dicho cuerpo con el objetivo de: i) construir el vector posicion
de su centro de masa; y ii) determinar su orientacion utilizando rotaciones materiales
(4ngulos de Euler), espaciales, cosenos directores, etc. La parametrizacion a utilizar para
determinar la configuracion inicial en orientacion depende de la topologia del problema,
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cantidad de cuerpos involucrados, etc. Una vez obtenida dicha orientacion se extraen los
pardmetros de Euler correspondientes por medio de un mapa de la forma

h(TNBi ):SO(3)—>H1, donde T :{q cH. |a| =1} y h depende de la parametrizacion
utilizada para construir la matriz de rotacion T [86]. En este trabajo se utiliza una

secuencia de rotacion 1-2-3 fija al espacio y se asume que el sistema de referencia fijo a

cada cuerpo se encuentra inicialmente, paralelo al sistema inercial como se muestra en la

Figura 3-1.
b)
A
693| b;
em
7
c) d) 1%
A T
Af Ib3 bzA \»ﬁ . b3 6T
cm /1 Ve 2
4 Lay . _.,Z /

¥

Fig. 3-1. Orientacién pre definida. (a) Sistema inercial; (b) fuselaje; (c) alas; (d) trenes de aterrizaje; y
(e) motores.
El cuaternion unitario expresado en la Ec. (3.92) puede ser manipulada
algebraicamente para obtener la siguiente matriz de rotacién en término de los parametros
de Euler [47],

~ . _
0 +0% ) Gisic —GisGiz  Gistiz +Uialis
1
A =2 0clic +087 O3 +05—= GOz —Chiulls |- (3.95)

2
2 2 1
Gisdiz —GiaGie  Gisliz tUalis  Gis T is >

Donde A; €S0O(3):B"—N. Como se puede observar, los elementos de Aj son

cuadraticos, evitando de esta manera singularidades del tipo trigonométricas, presentes

en las parametrizaciones basadas en angulos de Euler.
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Como se menciond anteriormente, la orientacion inicial de cada cuerpo i se
determina mediante una secuencia de rotacion 1-2-3 fija al espacio, cuya representacion
matricial est4 dada por

&; &, &
TNB' = a21 a22 a23 ! (396)
8 8y Gy

donde T, :B'—>N.

Utilizando el procedimiento reportado por Diebel [87], el cual consiste basicamente
en comparar las expresiones (3.95) y (3.96), es posible encontrar las expresiones para los
pardmetros de Euler, esto es

trAl +l a'|32 a123 a'|13 al31 a|21 3112
- g g | 397
q4 4 q5 4q|4 qG 4q|4 y q7 4q|4 ( )

Por ultimo, el vector posicion del centro de masa del i-ésimo cuerpo se determina

por medio de la relacidn cinematica (A.1), detallada en el Anexo A.

3.5.2 Dimensionamiento

La representacion de cada cuerpo del sistema multicuerpo se realiza mediante
figuras geométricas simples con el fin de simplificar el tratamiento matematico. El
fuselaje es representado por un cubo, cuya longitud de lado es definida por L (ver Figura

3-1b). Las alas son representadas por placas planas, donde las magnitudes caracteristicas

estan definidas por las cantidades Lax Y Lay medida a lo largo de vectores unitarios Bf y
6;‘, respectivamente (ver Figura 3-1c). Similar a las alas, los trenes de aterrizaje se
representan por placas planas caracterizadas por L1« (a lo largo de BI) y Lt (a lo largo
de 62) (ver Figura 3-1d). Por altimo, los motores se representan por medio de cilindros

con didametro dwm y longitud Lm-x (2 lo largo de 6}" ) (ver Figura 3-1e).

3.5.3 Configuracion inicial

La posicién de cada cuerpo que compone el sistema multicuerpo se determina a
partir de la posicion y orientacion del fuselaje. Eso se debe a que las alas, motores y trenes

de aterrizaje estan directa o indirectamente vinculados al fuselaje.
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A continuacion se detallan los pasos para establecer la posicion y orientacion de

cada cuerpo en coordenadas globales:

i)

i)

La orientacion del fuselaje se determina mediante el procedimiento expuesto
en la subseccion 3.5.1. El lector debe notar que el vector posicion del centro

de masa del fuselaje esta dado por

RE" =xA, +yh, +zN,. (3.98)
La orientacion del ala central, vinculada rigidamente a la parte superior del
fuselaje (ver Figura 3-2), posee la misma orientacion de éste, el vector

posicién del centro de masa del ala central es

Ric =R +A:(IF — 1), (3.99)
donde A.:BF —N es la matriz de rotacion del marco de referencia fijo al
fuselaje al marco de referencia inercial, Y es el vector posicion del punto de
conexion P contenido en el fuselaje expresado en el marco de referencia fijo
al fuselaje, BF, y Iy es el vector posicion del punto de conexion P’ contenido

en el ala central en términos del marco de referencia fijo al ala central, BAC

(ver Figura 3-2).

Fig. 3-2. Coordenadas del centro de masa del ala central.

La posicion y orientacion del resto de las alas se establece realizando un
analisis por cada par de alas, es decir, como se conoce la posicion y orientacion
del ala acoplada al fuselaje (paso anterior), se comienza analizando el par de
alas que contiene al ala vinculada al fuselaje, luego se prosigue con los pares
adyacentes, esto hace que se conozca siempre, en cada par de alas analizado,
la posicion con la orientacion de una de las alas, ésta informacion, junto con

las caracteristicas geométricas de ambas alas, permite deducir la posicién del
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centro de masa del ala contigua. También se debe tener en cuenta que el punto
de conexion entre alas se establece en el punto medio de la arista que esta
simultaneamente en contacto con las alas. En la figura 3.3 se tiene una cadena
cinematica de alas cuyo par de alas en estudio es el ala k (posicion del centro
de masa y orientacion conocida) y k + 1 (posiciéon del centro de masa y

orientacion desconocida).

Fig. 3-3. Andlisis en un par de alas.

La orientacion del ala k + 1 se establece mediante la ecuacion:

P - P
= C0S : s =SIN—/——,
QAM) 2 qA(k 1)5 2 ( 3.100)
Oasne =0,y Qa7 =0.
El vector posicion del centro de masa del ala es
R(;TM) =R +AAkrkP _AFAA(k+1) rAP£k+l)1 (3.101)

donde A, :B* —N es la matriz de rotacién del marco de referencia fijo al
alak, rk es el vector posicion del punto de conexién P contenido en el ala k
y expresado en términos de B, A, ., :B***Y — N es la matriz de rotacion

del marco de referenciafijo al ala k +1 deducida de (3.100) y r;’('kﬂ) es el vector

posicidn del punto de conexion P’ contenido en el ala k + 1, en términos de
BAK*L) (ver Figura 3-3).

Una vez obtenido el vector posicion del centro de masa para cada ala se
determina la posicion del centro de masa del tren de aterrizaje nimero s que

compone la aeronave mediante la siguiente ecuacion:

Ry =R +Ax (rkP - rTPs')’ (3.102)
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donde A, :B* —N es la matriz de rotacion del marco de referencia fijo al
alak, rk es el vector posicion del punto de conexion P contenido en el ala k

expresado en términos del marco B, 1> es el vector posicién del punto de

conexion P’ contenido en el tren de aterrizaje en el marco de referencia fijo al
tren, B™ (ver Figura 3-4).

—

BAk

g
I BTs

Fig. 3-4. Coordenadas del centro de masa del tren de aterrizaje.
Para la ubicacion del centro del motor nimero m , se utiliza la formula
P P’
Rim =R + A (N —Tym)s (3.103)
donde A, :B* —N es la matriz de rotacion del marco de referencia fijo al
alak, rk es el vector posicion del punto de conexion P contenido en el ala k

expresado en el marco de referencia fijo al ala en cuestion, BX, 1, es el vector

posicion del punto de conexiéon P’ contenido en el motor, expresado en el
sistema de referencia BM™ (ver Figura 3-5).

Fig. 3-5. Coordenadas del centro de masa del motor.
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En este trabajo se estudia la aeronave desde su condicion inicial de reposo respecto
al sistema inercial por lo que las velocidades iniciales del centro de masa en cada cuerpo
es cero. Teniendo en cuenta lo dicho y con la topologia de la aeronave determinada,
finalmente para establecer la condicion inicial, al nivel de aceleraciones, se aplica la

ecuacion (3.6).

3.5.4 Implementacion computacional

El modelo dindmico descripto en el Capitulo 2 junto con los esquemas de
integracion y el procedimiento para determinar las condiciones iniciales compatibles con
las ecuaciones de vinculo introducidas en este Capitulo, fueron implementados en un
codigo computacional desarrollado integramente en el software matematico MATLAB®,
el cual es un lenguaje computacional muy popular en el &mbito de la computacién
cientifica; utilizado por ingenieros, cientificos y estudiantes; MATLAB® permite la
manipulacion de matrices, la representacion de datos, implementacion de algoritmos, la
creacion de interfaces de usuario y la comunicacién de datos con otros usuarios, ademas
dispone de herramientas adicionales, como una libreria con un gran nimero de modelos

para resolver ecuaciones diferenciales (ODEs) [88].

La plataforma de simulacién numérica desarrollada en este trabajo, permite elegir
diferentes esquemas de integracion. Esta seleccion constituye un punto de bifurcacion
importante en el codigo, ya que se deben lanzar rutinas de estabilizacion y diferenciacion
de las ecuaciones de restriccion, si el integrador seleccionado utiliza el procedimiento de
reduccion de indice, o linealizacién de las ecuaciones de movimiento si el esquema
numeérico integra directamente las DAEs-3. En la Figura 3-6 se presenta el diagrama de

flujo del codigo implementado.

En el diagrama de flujo de la Figura 3-6 se pueden observar dos lazos de iteracion
(Loop Integrador 1 y Loop Integrador 2) que dependen del esquema de integracion
adoptado (reduccion de indice o integracion directa). Por otro lado, la Figura 3-7 muestra
los diagramas de flujo asociados al procedimiento de reduccion de indice y la integracion
directa de las DAEs-3.
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Definicion Geometria

X-HALE-UAV

]

Condiciones iniciales

Computo de las

'

Eleccién integrador

Ode45 Matlab®

Runge-Kutta
Hamming
Diferencia Central

Newmark
Newmark con amortiguamiento
HHT
Alpha Generalizado

Reduccién
de Indice

v

Integracion
Directa

Resultado ent =t + At

Resultado ent =1t + At

A4

\ 4

Almacenamiento de
resultados

Almacenamiento de
resultados

Finalizacién del
Programa

Fig. 3-6. Esquema del codigo computacional.
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Reduccion de Indice
Integrador 1

4>(While error > tol)
]

M’ M’QV,QI’]C’QC’ Bq,
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T
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y

M,M,QV,QnC,QC,Bq,(I)(q),
KT’Cr’r(qlq’q’;")

Resolucidn

‘M | B!
B |0
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Método de Estabilizacion
Baumgarte
Proyeccion de coordenadas S-full
Proyeccion de coordenadas S-Both
Proyeccion de coordenadas S-Both-m
Proyeccion de coordenadas S-Pos
Proyeccion de coordenadas S-Vel
Proyeccion de coordenadas S-Both?

A 4

Resolucion

o5l

A 4

Computo del Error

A 4

Computo del Error

Fig. 3-7. Diagrama de flujo asociado a los Loops de integracion.
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Capitulo 4

Resultados Numeéricos

4.1 Introduccion

En este capitulo se verifica el codigo computacional que implementa la formulacién
matematica expuesta en el capitulo 2, y los esquemas de integracion numérica detallados
en el capitulo 3. Debido a que no existen mediciones experimentales relacionadas a la
dindmica de X-HALE-UAVs, el desarrollo general de Verificacion y Validacion (V&V)
se reduce, en este trabajo, al proceso de verificacion; el cual se llevo a cabo en dos etapas.
La primera de ellas consiste en la reproduccion de resultados clasicos bien documentados
en la literatura, siguiendo los lineamientos generales de ([89] [90]); mientras que la
segunda etapa consiste en la comparacion de resultados numéricos contra aquellos
provistos por cdédigos computacionales ampliamente utilizados en el ambito de la
mecanica computacional, tales como SIMPACT [44]. A continuacion, se presenta una
serie de estudios relacionados al comportamiento dindmico de un modelo conceptual de
X-HALE-UAV, incluyendo el efecto de rafagas sobre la aeronave y de rotura en las
conexiones alares. Por Gltimo, con el fin de explorar las limitaciones y demostrar las
capacidades del cédigo computacional, se exponen resultados concernientes a un modelo

de X-HALE-UAV compuesto por 32 cuerpos.

4.2 Verificacion.

En esta Subseccion se presenta una serie de estudios que tienen como objetivo
verificar tanto la formulacion desarrollada en el Capitulo 3 como su implementacion

numerica en el Capitulo 4.

4.2.1 Caso I: Oscilador armoénico

Este caso de estudio consiste en considerar solamente el fuselaje montado sobre
cuatro resortes verticales (con el resto de los resortes y amortiguadores deshabilitados)
como se muestra en la Figura 4-1. Los valores utilizados para los parametros del sistema
son: k=1 N/my lo = 10 m para cada uno de los cuatro resortes, m = 1 Kg para la masa

del fuselaje, y constante de aceleracion gravitatoria g = 9.81 m/seg?. Esta configuracion
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es equivalente a un sistema masa resorte cuya amplitud maxima de oscilacion (zm) y

periodo (z), determinados en [54] por las formulas

" |4k [ (4.1)
m

Fig. 4-1. Configuracion equivalente a sistema masa resorte convencional.

La integracion numérica del sistema detallado anteriormente se llevé a cabo por
medio de: i) del integrador ode45 disponible en MATLAB®; ii) Hamming de cuarto
orden; y iii) el algoritmo Newmark sin amortiguamiento numérico (es decir a« = 0). Para

los ultimos dos integradores se utilizé un paso de tiempo At = 0.001 seg.

1 -
a) b) * ORI
E 0 E 0 §-2.45 2 VO Y A Y
< = g §
1 -1 5 L
_ 10 0 _ 10 0 3141 10
Tiempo [seg.] Tiempo [seg.] Tiempo [seg.]

Fig. 4-2. Respuesta sistema fuselaje montado en 4 resortes verticales. ode45, (hegro) Hamming (azul) y
Newmark sin amortiguamiento (rojo). Desplazamiento a) x(t); b) y(t); c) z(t).

El valor del periodo de oscilacion y el valor de la amplitud maxima alrededor del
punto de equilibrio estatico, obtenidos con la herramienta desarrollada es 7 = 3.141seg y
Zm = 2.4525 m, para los tres integradores utilizados. Ademas se destaca que la respuesta
obtenida por cada uno de los esquemas es identica (ver Figura 4-2).

El error relativo porcentual cuando se comparan los valores obtenidos por
simulacion, con aquellos correspondientes a la solucion analitica es de 0.018% y 0.02%,

para el periodo y la amplitud maxima, respectivamente.

64



4.2.2 Caso Il: Rotacién del fuselaje

El caso de estudio en esta seccion consiste solamente del fuselaje (cubo) montado
sobre doce resortes lineales y los amortiguadores desactivados. Cada uno de los resortes
esta caracterizado por una constante de rigidez k = 1.0 N/m y longitud natural lo = 10 m.
La masa del fuselaje es m = 1.0 Kg y la constante de aceleracion gravitacional es g = 9.81
m/seg?. El conjunto de condiciones iniciales consiste en ubicar el centro de masa del cubo

en la posicion (0,0,0) con unarotacion inicial de 10° alrededor del eje A, , como se muestra

en la Figura 4-3, mientras que las velocidades, tanto lineales como angulares, son todas

nulas.

Fig. 4-3. Configuracién inicial del caso de estudio II.

Los esquemas de integracion investigados son: i) Hamming de cuarto orden; ii)
diferencia central; iii) Runge-Kutta de cuarto orden; iv) Algoritmo de Newmark sin
amortiguamiento (a = 0); v) Algoritmo de Newmark con amortiguamiento (« = 0.02); vi)
HHT (ar = 0.02); y vii) Alpha generalizado (ar = 0.5 y am = 0.4988). Los primeros tres
integradores utilizan la técnica de reduccion de indice con una estabilizacion numérica S-

Both?. El paso de tiempo utilizado es At = 0.001 seg. para todos los integradores.

Las Figuras 4-4 y 4-5 muestran la posicion del centro de masa del cubo como
funcién del tiempo. En la primera figura se presenta la respuesta obtenida por los
integradores que utilizan la reduccion de indice, mientras que en la segunda figura se
muestra la respuesta obtenida por la integracion directa del sistema DAEs de indice 3.

Como se puede observar en las Figuras 4-4b y 4-5b, el desplazamiento del centro de masa

del cubo en la direccionf,obtenida por los esquemas de integracion adoptados es nulo.
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Esto se debe a que el movimiento ocurre en el plano formado por los vectores unitarios

n y
a) b) ! 0))
g 8 g
014 4_ s o - 25 oiian 25
Tiempo [seg.] Tiempo [seg.] Tiempo [seg.]

Fig. 4-4. Posicion del centro de masa para los integradores: Diferencia Central (azul); Hamming (rojo);
Runge-Kutta (negro). a) Desplazamiento en x; b) Desplazamiento en y; c) Desplazamiento en z.

2
(=)}
~—~
[EEN
()
~—

X(t) [metros]
y(t) [metros]
z(t) [metros]

-1 - !

-2 H -
014 4 Tiempo [seg.] 25 0 Tiempo [seg.] 25 014 4Tiempo [seg.] 25

Fig. 4-5. Posicion del centro de masa para los integradores: Newmark sin amortiguacion (azul); Newmark
con amortiguacidn (rojo); HHT (negro); Alpha generalizado (verde); Arguello (celeste) y SIMPACT
(magenta). a) Desplazamiento en x; b) Desplazamiento en y; ¢) Desplazamiento en z.

Se observa que, a partir de t = 1.4 seqg., la respuesta del sistema en la direccién x y
z difiere de la respuesta obtenida por Arguello [7] y en t = 4 seg. de la obtenida por el
programa SIMPACT ([44] [91]) (ver Figura 4-5 a y c). Este hecho se atribuye
inicialmente a la gran longitud natural de los resortes y su baja rigidez, lo cual se traduce
directamente en un sistema altamente flexible. Como consecuencia, cualquier
perturbacion sobre el sistema (por ejemplo de origen numérico) afecta la precision de los
integradores, los cuales a su vez son de naturaleza diferente (explicitos, implicitos, 2
orden y 4 orden). También cabe destacar que en la integracion por el algoritmo de
Newmark sin amortiguamiento en un tiempo t = 6.5 seg., la solucion explota, lo cual se

manifiesta por falta de convergencia del integrador numérico.
A continuacion, se propone evaluar integradores analizados anteriormente

considerando la longitud inicial de los resortes lo' = lo / 4 y rigidez k = 4N/m, mientras

que el resto de los demas parametros del sistema no cambian. Esta modificacion se
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traduce directamente en un sistema mas rigido, cuya respuesta con todos los integradores

es idéntica a la obtenida con el programa de elementos finitos SIMPACT, como se puede

observar en la Figura 4-6.

0.2 s 1 0.2
a) b) C) 0vcdababeidedetabit
g g g
g E° E
=4 = 5

-0.2 -1 -1.2

25

0 Tiempo [seg.] 25 0 Tiempo [seg.] 25 0 Tiempo [seg.]

Fig. 4-6. Posicion del centro de masa para los integradores evaluados y SIMPACT. a) Desplazamiento en
X; b) Desplazamiento en y; c) Desplazamiento en z.

Por Gltimo, el caso de estudio analizado anteriormente es modificado considerando
los doce amortiguadores que vinculan el fuselaje con el tanel de viento. Las constantes
de amortiguamiento de cada amortiguador tienen el mismo valor, todas igual a 0.1 Ns/m.
Para este caso los integradores utilizados (Hamming, Diferencia Central, Runge-Kutta,
Newmark, HHT y Alpha Generalizado) producen la misma respuesta que el programa

SIMPACT (ver Figura 4-7), lo que permite validar el médulo que computa las fuerzas

asociadas a los amortiguadores.

0.25 1 o ——— .
a) b) c)
8 8 T
E g0 gos
0 S =
x > N1
01 -1 12
25 0 25

0 Tiempo [seg.] 25 0 Tiempo [seg.] Tiempo [seg.]

Fig. 4-7. Posicion del centro de masa para los integradores evaluados y SIMPACT. Configuracion con
amortiguadores activos. a) Desplazamiento en x; b) Desplazamiento en y; ¢) Desplazamiento en z.

4.2.3 Caso Il1: Rafaga (Desplazamiento de apoyo)

Con el objetivo de verificar el modelo de rafaga implementado se considera el

fuselaje conectado a cuatro resortes y cuatro amortiguadores en la direccion vertical

(rafaga ascendente) (ver Figura 4-8).
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Fig. 4-8. Fuselaje conectado a cuatro resortes en la direccion z.

La excitacion de base utilizada tiene una forma sinusoidal dada por la siguiente

expresion:

u, (t)=Usinat, (4.2)

z

donde u,(t) es el desplazamiento que experimenta el anclaje de los resortes y
amortiguadores, U es la amplitud maxima de la excitacion, y  es la frecuencia circular

de la excitacion.

La configuracion analizada es equivalente a un sistema masa-resorte-amortiguador
(MRA) sometido a un desplazamiento de base, cuya ecuacion de movimiento y solucién
analitica esta dada en [54] por

m, +od, +kg, =mafi, (1), w3
q, (t) = Zsin(at + ¢), '

donde @, es el desplazamiento relativo en metros, d,es la velocidad relativa, §,la

aceleracion relativa, c es el coeficiente de amortiguamiento, k la constante de rigidez del
resorte, m la masa del sistema, Z es un valor caracteristico de movimiento base [54] y ¢

es el angulo de fase.

Los esquemas de integracion evaluados para obtener la respuesta del sistema
mostrado en la Figura 4-8 sujeto a desplazamiento de base son: i) Hamming de cuarto
orden; ii) Runge-Kutta de cuarto orden, con una estabilizacion numérica S-Both?; y iii)
HHT (ar = 0.02).

Los valores utilizados para los parametros del sistema son: rigidez de cada resorte
k = 0.25 N/m, longitud no deformada lp = 10 m, y masa del fuselaje m = 1 Kg. En la

Tabla 4-1 se especifican las condiciones iniciales y el resto de los parametros del sistema,
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para dos configuraciones diferentes, la configuracion 1) no amortiguada y 2)
amortiguada, en la primera, no posee un desplazamiento inicial como en la segunda y la
velocidad relativa inicial difieren, pero ambas poseen la misma frecuencia y amplitud de
excitacion. Los valores asociados a la velocidad y posicion inicial se obtienen de la

solucion analitica del sistema MRA con movimiento de base. EI campo gravitacional

terrestre no es tenido en cuenta en este analisis.

g, [ml g [m/s] c[Ns/m] U[m]  [rad/seg]
5

Configuracion 1 0 -5.2083 0 1
Configuracion 2 -0.208 -4.992 1 1 5

Tabla 4-1. Parametros de la condicion inicial.

En la Figura 4-9 y 4-10 se presenta la respuesta del sistema dinamico para la
configuracién 1y para la configuracion 2, respectivamente. Las respuestas obtenidas por

medio de los integradores investigados no mostraron diferencias significativas.

1
= 2 2
-1 -1 -1.1

0 Tiempo [seg.] 3 0 Tiempo [seg.] 25 0 Tier}fgg [seq.]

Fig. 4-9. Respuesta numérica y analitica configuracion 1. Desplazamiento absoluto y relativo en a) x(t);
b) y(t); ¢) z(t) azul es el relativo; verde es el absoluto.
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Fig. 4-10. Respuesta numérica y analitica configuracion 2. Desplazamiento absoluto y relativo en a) x(t);
b) y(1); c) z(t) azul es el relativo, verde el el absoluto.

En la Tabla 4-2 se compara el valor del periodo y amplitud de oscilacion

provenientes de las simulaciones numeéricas (para las dos configuraciones detalladas en

69



la Tabla 4-1) contra la solucién analitica (4.3). También se puede notar que el error
relativo porcentual exhibido por la solucion numérica, comparada con la analitica, es muy
pequefio; hecho que permite validar la correcta implementacion del modelo de rafaga

basado en un movimiento de apoyo.

Tnum [Seg] Tana [Seg] Error % Qnum [M] Qana [M] Error %
Configuracion 1 1.26 1.256 0.315 1.041 1.0417 0.067
Configuracion 2 1.26 1.256 0.315 1.019 1.0198 0.078

Tabla 4-2. Periodo y Amplitud de oscilacion (Numérico y Analitico).
4.2.4 Caso IV: Péndulo fisico

En esta seccion se efectla un analisis sencillo que pretende validar la porcién del
modelo multicuerpo que considera el acoplamiento flexible entre las diferentes alas que
componen la aeronave. Para ello se considera una version simplificada del sistema
dindmico compuesto solamente por tres cuerpos: i) el fuselaje; ii) el tramo de ala central
vinculada rigidamente al fuselaje; y iii) un tramo de ala vinculada al tramo central por
medio de un resorte de torsion (ver Figura. 4-11a).

El fuselaje (cubo) esta vinculado rigidamente a tierra por medio de seis ecuaciones
algebraicas de restriccion: tres de posicion y tres de orientacion.

Cada uno de los tres cuerpos posee una masa de 1 kg, el resorte de torsion posee
una constante de rigidez, ki = 100 Nm/rad, y la accion del campo gravitacional terrestre
no es tenido en cuenta (g = 0). Las alas (representadas por placas) son cuadradas cuyos
lados tienen una longitud L = 1.0 m. Las condiciones iniciales para el problema consisten
de un a&ngulo relativo en el tramo alar central y el ala externa de 10° y velocidad angular

nula.

Z
Fig. 4-11. a) Version simplificada del sistema dinamico. b) Péndulo fisico.
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Los esquemas de integracion utilizados para resolver el sistema de ecuaciones
gobernantes son: i) el integrador obE45 disponible en MATLAB®; ii) predictor-corrector
de cuarto orden desarrollado por Hamming; iii) Diferencia Central; y iv) Alpha
generalizado (af = 0.5y am = 0.4988). El paso de tiempo utilizado es At = 0.001 para todos
los integradores, excepto el esquema oDE45 que utiliza paso de integracion adaptivo.
Como se puede observar en la Figura 4-12, la solucién numérica obtenida por todos los
esquemas numeéricos es idéntica. El valor del periodo de oscilacion se extrajo de la grafica

de la respuesta y es igual a 0.363 seg.

10

2
O
~

6 [Grados]
o

z(t) [metros]

210 ! 0.9

0 0.363 1 0 0.363 1
Tiempo [seg.] Tiempo [seg.]

Fig. 4-12. Respuesta version simplificada de la aeronave. a) Oscilacion del ala. b) Desplazamiento del

entro de masa del ala en z(t).

El periodo de oscilacién obtenido para el sistema esquematizado en la Figura 4-11a
es comparado contra la solucién analitica de un sistema mecénico simple que consiste de
una barra rigida en voladizo vinculada a un soporte por medio de un resorte de torsion
(ver Figura 4-11b); denominado Barra-Resorte-Torsion (BRT). Se puede demostrar que

el periodo de oscilacion del BRT estd dado en [54] por

r=—2_ _03627 seq.

\/@ (4.4)
m

El error relativo porcentual obtenido entre las respuestas concernientes al sistema
multicuerpo simplificado y el modelo BRT es de 0.066% para el periodo de oscilacion.

Los integradores basados en la técnica de reduccion de indice (ver Capitulo 3)
sufren desviaciones numeéricas la cuales son controladas mediante el método de
estabilizacion de Baumgarte (o« = 10 y # =10) o el método de proyeccion de coordenadas.
Para el ode45 disponible en MATLAB®se utilizo Baumgarte debido a que ode45 es un

esquema de integracion interno cuyo algoritmo no es accesible y para los métodos
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restantes, Hamming y diferencia central se utilizo proyeccion de coordenadas, porque esta
probado su mejor desempefio cuando las restricciones son complejas [76]. En las Figuras
4-13 y 4-14 se muestran las desviaciones numéricas que ocurren en las ecuaciones de
restriccion a nivel de la posicion de conexion (¢x, ¢y, ¢z) y de orientacion (g1, ¢2); cOmo

asi también las desviaciones en las restricciones a nivel de la velocidad para la vinculacién

entre el ala central y el ala externa (ver Capitulo 3).

oded5 Hamming Diferencia Central
- -82 -73
a)G x10-50 a) %10 a)G‘X’lo
S
0
-1 I
0 Tiempo [seg.] 5 0 Tiempo [seg.] 5 0 Tiempo [seg.] 5
%1013 x10-10 x10-16
4 117 151
b) b) b)
0
< S8
0
8 '10 . -15
0 Tiempo [seg.] 5 Tiempo [seg.] 0 Tiempo [seg.] 5
><10'11 ><10-11 ><10-16
37 12 25
c) c)
S S
0
-4 -2

Tiempo [seg.] 5 0 Tiempo [seg.] 5 0 Tiempo [seg.]
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)g e) e)
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-7 -8 -10
0 5 0 5 0 5
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Fig. 4-13. Desviaciones numericas a nivel de la posicion en las ecuaciones de restriccion ala-ala. En
coordenadas a) x; b) y; ) z. En la orientacién, d) ¢1; €) ¢2.
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-12 -8 -16
)3x10 C) 5 ><7]_0 C) 8><]_0
OS.:‘ 0 'S':‘
0
-0.6 -0.6
0 Tiempo [seg.] 5 0 Tiempo [seg.] 5 0 Tiempo [seg.] 5
%1048 x10-81 %1069
By d)ar d)q
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0
-6 -2
0 Tiempo [seg.] 5 0 Tiempo [seg.] 5 0 Tiempo [seg.] 5
.38 X 10—82 10_70
e) 410 €) 6 i ®s,
of
~ N 0 &
-10 '20 L1
0 S Tiempo [seg.] 0 Tiempo [seg.] 5

Tiempo [seg.]
Fig. 4-14. Desviaciones numéricas a nivel de la velocidad en las ecuaciones de restriccion ala-ala. En
coordenadas a) X ; b) § ;c) Z . En la orientacion, d) ¢, ; €) @, .

De los gréaficos mostrados anteriormente, se concluye que las desviaciones
numéricas a nivel de la posicion y la velocidad son bien controladas; lo mismo ocurre

para el resto de las restricciones, es decir, fuselaje-tierra y ala central-fuselaje.

4.2.5 Caso V: Modo simétrico y antisimétrico

En esta subseccion se reproduce el estudio realizado originalmente por [7] sobre un
sistema dinamico simple compuesto por 4 cuerpos: el fuselaje y tres alas. El ala central

estd conectada rigidamente al fuselaje. Se consideran dos configuraciones diferentes para
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el sistema multicuerpo: i) una configuracion de ala simétrica (ver Figura 4-15a); y ii) una
configuracién de ala antisimétrica (ver Figura 4-15b).

Es importante destacar que el fuselaje esta conectado rigidamente al terreno, con lo
cual todos los resortes lineales y amortiguadores estan deshabilitados. Ademas, el campo
gravitacional terrestre no es tenido en cuenta (g = 0). La masa de todos los cuerpos
intervinientes es igual a la unidad, m = 1 Kg, las placas que simulan las alas tienen una
forma geomeétrica cuadrada de lado 1 m, y el valor de las constantes de rigidez para los
resortes torsionales que vinculan las alas externas al tramo de ala central es ki = 100 N/rad.
El conjunto de condiciones iniciales para el problema consiste de una amplitud de 10°

para el angulo relativo entre las alas externas con el tramo central, y velocidad angular

nula.
Alaizquierda  Aladerecha

% W
Fig. 4-15. Configuracion a) simétrica y b) antisimétrica.

El periodo de oscilacion obtenida por la herramienta numérica, tanto para la
configuracion simétrica y antisimétrica, es de = = 0.363 seg. En la Figura 4-16 y Figura
4-17 se presenta la respuesta del sistema para las dos configuraciones utilizando los
integradores: i) ode45 disponible en MATLAB?®; ii) predictor-corrector de cuarto orden
desarrollado por Hamming; iii) Diferencia Central; iv) Runge-Kutta de 4 orden y v)
Alpha generalizado (asr = 0.5 y am = 0.4988). El paso de tiempo utilizado es At = 0.001

para todos los integradores, excepto para el ode45 que utiliza un paso de tiempo adaptivo.

b 1.1

N—r

z(t) [metros]
z(t) [metros]

o
©

o
©

0 0.363
Tiempo [seg.]

T%r%%% [seg.]
Fig. 4-16. Respuesta configuracion simétrica. a) Ala derecha; b) Ala izquierda.
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Fig. 4-17. Respuesta configuracidn antimétrica. a) Ala derecha; b) Ala izquierda.

0

El error relativo porcentual es del 0.066% cuando se lo compara con el periodo de
oscilacion calculado en formula analitica (4.4) (z = 0.3627 seQ).

Los esquemas de integracion que utilizan reduccién de indice son estabilizados con
el método de Baumgarte (« = 10 y # = 10) para ode45 Yy el método de las proyecciones
para Hamming, Diferencia Central y Runge-Kutta de 4 orden, cuya fundamentacion de
uso se encuentra en la subseccion 4.2.4.

A continuacion en las tablas 4-3 a 4-6 se encuentran las méximas desviaciones
absolutas para las restricciones a nivel de la posicion en la conexion (px, ¢y, @) Y
orientacion (g1, ¢2) entre el ala central y el tramo alar externo derecho. Observandose: i)
las desviaciones numéricas a nivel de la posicion y la velocidad son bien controladas, al
igual para el resto de las restricciones; ii) las desviaciones, en general, son levemente
mayores a nivel de la velocidad que al nivel de la posicion, esto es evidente comparando
las Tablas 4-3 y 4- 4.

Simétrica oded5 Hamming DC Runge-Kutta
Ox 1.85x107°° 4.85x107°¢ 7.71x10% 1.24x10%
c
?g Qy 2.47x10 8.43x107 0.0028 1.35x10®
©
s = ¥z 2.07x10"? 1.48x107 5.38x10° 1.84x101°
e}
g 01 9.77x10>! 7.58x107°¢ 5.91x10* 2.66x10™%
w
¥2 1.46x10%° 9.37x10® 1.47x103° 3.98x10%°
Ox 8.12x10! 9.19x10>° 7.12x10°%® 5.09x107
=
:g @y 6.89x1013 5.97x10°%° 1.1x10%® 2.22x10°%6
@©
o = 7 .67x10° .52x10° .2x10° .22x10
5 = ) 2.67x1013 2.52x10 2.2x10°° 2.22x101®
Q2
g 01 1.69x107°° 1.19x107°8 1.42x10°° 2.23x10°7
w
¥2 6.87x10%° 2.44x10°%° 1.24x10°® 8.44x10>7

Tabla 4-3. Desviaciones maximas absolutas a nivel de la posicion, ala derecha y central: simétrica.
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Simétrica ode45 Hamming DC Runge-Kutta
s P, 2.59x10°%° 9.69x10°% 6.87x102 5.03x10™8
8 ?y 1.51x10™1 2.74x107 0.0011 5.46x10°°
:.‘_% @, 6.66x1012 3.89x10°8 9.7x10° 1.38x101°
2 13 2.32x10°° 1.51x10°%6 1.44x10 1.08x10%
& P, 1.0x10°3° 1.92x10°%8 1.08x1038 2.54x103°
P, 3.59x104° 5.41x10°7 5.76x10°62 4.39x1048
:§ ?y 7.12x1012 3.49x10°12 1.73x10'16 1.40x1013
S % ?, 5.12x10°12 1.98x101 6.66x10°16 4.30x10°1
2 ? 7.50x10%° 8.43x10°% 1.30x10°! 8.78x10™
- ?, 1.01x10°38 5.87x10°6° 7.60x10°63 8.48x10™°

Tabla 4-4. Desviaciones maximas absolutas a nivel de la velocidad, ala derecha-central: simétrica.

Simétrica ode45 Hamming DC Runge-Kutta
¥x 2.08x10%° 4.33x10°* 5.41x10° 1.24x10%
=
:g Qy 2.93x101! 8.43x107 0.0028 1.35x10®
©
;IE, E ¥z 1.91x10*? 1.48x107 5.38x10° 1.84x101°
Qo
‘E 01 7.23x10° 6.62x10>% 1.13x10%° 2.66x10%
w
¥2 1.53x10%° 1.70x10>° 1.08x1037 3.98x104°
¥x 3.38x10™° 5.40x10°’ 1.89x10%° 1.13x1072
=
:g Py 7.30x10°13 2.52x10%0 1.11x10?® 2.22x10716
©
§ E (7] 3.06x1013 4.45x1011 2.22x10%® 2.22x10716
]
g 01 7.08x10°%° 9.47x10°" 2.84x10°5 5.60x1073
w
02 3.09x10°3° 3.99x10°7 3.56x107%° 1.75x107°

Tabla 4-5. Desviaciones maximas absolutas a nivel de la posicion, ala derecha y central: antisimétrica.

Simétrica ode45 Hamming DC Runge-Kutta
5 (2% 2.41x10% 8.65x107>° 2.31x104° 5.64x10%
§ Py 1.91x1011 2.74x107 0.0011 5.46x10°°
:.T% @, 4.23x1012 3.08x10® 9.7x10°° 1.38x1071°
2 72 2.19x10%° 1.32x10%4 4.61x10%! 1.19x104¢
5 D> 1.05x1038 3.56x10°° 3.64x10%7 2.86x10738
(2} 1.54x108 6.20x10>8 1.70x10°5! 1.09x10°°
?§ 29 7.18x102 3.49x102 1.73x101¢ 1.40x1013
§ % P, 5.17x10*2 1.98x10! 6.66x1016 4.30x10!
2 (2} 3.24x10%8 8.65x107>° 3.87x10°%* 2.45x10°°
- D> 4.85x10%8 2.74x107 1.32x10°%2 4.17x10°®2

Tabla 4-6. Desviaciones maximas absolutas a nivel de la velocidad, ala derecha y central: antisimétrica.
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Si bien las desviaciones son bien controladas, el esquema de integracion de
Hamming exhibe valores de desviacion mas altos; hecho que sucede al comienzo del
proceso de integracion. Este fendmeno se debe al esquema de arranque que se utiliza en
el método, caracterizado por integradores de orden bajo (ver Capitulo 3). En las Figuras
4-18 a 4-21 se presentan las desviaciones numéricas que se dan en el método de Hamming
con estabilizacion, a nivel de la posicién y velocidad, en las configuraciones antes
estudiadas, pero no se graficaron los valores correspondientes a los tres primeros pasos
de integracion, los cuales estan asociados al esquema de arranque que utiliza el método
de Hamming, observandose que las maximas desviaciones luego de los primeros tres
pasos de integracion son menores que las obtenidas en las tablas expuestas anteriormente
(ver Tabla 4-3 a 4-6).

%1072 x10-16 x10-16
257 1.5 257
a) b) c)
SUY S 0 S0
-2.5 -1.5 -2.5

4x10 Tiempo [seg.] 5  4x107 Tiempo [seg.] 5  4x10 Tiempo [seg.] 5

Fig. 4-18. Desviaciones numéricas a nivel de la posicion: configuracién simétrica. En coordenadas a) x;

b)y;c)z.
%1072 1016 10-16
a) g , b)z*, c)5X
0
o< < 0 SN 0
-12 -2 -5

4x10° Tiempo [seg.] 5  4x107% Tiempo [seg.] 5 4x10° Tiempo [seg.] 5

Fig. 4-19. Desviaciones numéricas a nivel de la velocidad: configuracién simétrica. En coordenadas a) X,
b)y ,c) L.
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Fig. 4-20. Desviaciones numéricas a nivel de la posicion: configuracion antisimétrica. En coordenadas a)
X; b)y; c) z.

x1071 x10-16 x10-16
b) ) 5

a)4 2

-5 -2 -5
4x107 Tiempo [seg.] 5  4x10°3 Tiempo [seg.] 5  4x10° Tiempo [seg ] 5

Fig. 4-21. Desviaciones numéricas a nivel de la velocidad: configuracién antisimétrica. En coordenadas
a)X;b)y;c)z.

4.2.6 Caso VI: Sistema de tres barras

En este caso se estudia un modelo dinamico compuesto por el fuselaje y tres alas,
donde el ala central se encuentra vinculada al fuselaje en forma rigida. Dicho fuselaje esta
conectado a 12 resortes, 4 verticales (en la direccion z), 8 horizontales (4 en la direccién
X'y 4 en ladireccion y). En la configuracion inicial el fuselaje se encuentra en la posicién
(0, 0, 0) y cada ala forma un angulo # = 10° con respecto al ala central (ver Figura 4-22).
Los parametros del sistema son: masa de las alas ma = 1.0 kg, mg = 0.1 kg masa del
fuselaje, longitud caracteristica del cubo que simula el fuselaje Lr = 1.0 m, alas con forma
cuadrada La = 1.0 m, constante de rigidez de los resortes lineales ks = 50 N/m, longitud
natural de los resortes lineales lo = 10 m, y constantes de rigidez para los resortes de
torsion ki = 100 N/rad.
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Ala Resorte
de torsién

Resorte
Amortiguador

Fig. 4-22. Sistema dinamico simplificado (fuselaje-ala central-alas externas).

Con el objetivo de verificar la formulacion desarrollada y la implementacion
numérica del sistema esquematizado en la Figura 4-22, en esta subseccion se compara la
respuesta temporal del modelo conceptual de X-HALE-UAYV contra la respuesta de un
sistema dinamico 2-dimensional simple que consiste de tres barras conectadas entre si
elasticamente (ver Figura 4-23). La barra central esta vinculada a tierra por medio de 4
resortes, 2 verticales (en la direccion z) y 2 horizontales (en la direccion y). En lo que
sigue, se utilizara el acrénimo STB para hacer referencia al sistema de tres barras. Los
pardmetros del STB son: masa de las barras laterales mg. = 1.0 Kg, masa de la barra
central mec = 1.1 Kg (masa del fuselaje + masa del ala central), constante de rigidez de
los resortes lineales k; = 100 N/m para los verticales, ky =200 N/m para los horizontales,
una constante de rigidez para los resortes de torsion ki = 100 N/rad y una longitud para
las tres barras de Lg = 1.0 m.

Barra lateral

4

Fig. 4-23. Sistema de tres barras conectado a tierra por 4 resortes.

El sistema de ecuaciones diferenciales que gobiernan el movimiento del STB es

formulado por medio de un enfoque energético basado en las ecuaciones de Lagrange
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para sistemas sin restricciones. Para integrar el sistemas de ODEs que describen la

dinamica del STB se utiliz6 el esquema ode45 disponible en MATLAB®.

El conjunto de condiciones iniciales para el STB es igual al utilizado para el sistema
presentado en la Figura 4-22. Se debe destacar que la accion del campo gravitatorio se
encuentra activo para el estudio presentado en ésta subseccion (g = 9.81m/s?). Los
esquemas numeéricos utilizados para integrar el sistema de DAEs ( de indice 1 y/o indice
3) que gobierna la evolucion temporal del X-HALE-UAYV son, i) Hamming; ii) Diferencia
Central; y iii) Alpha generalizado (ar = 0.5 y am = 0.4988).

En la Figura 4-24 se presenta la evolucion temporal del centro de masa del fuselaje

y STB. Como se puede observar, la respuesta es idéntica independientemente del

integrador utilizado.

1 1 0.2
a) b) c)
~— |—|O****** 1 “HH-
g g 8
g Y £
% e ~

-1 -1 0.5

Tiempo[seg] ° O  Tiempo[seg] 0 O  Tiempo[seg] 10

Fig. 4-24. Desplazamiento del centro de masa del fuselaje y de la barra central del STB, a) x; b) y; c) z.

Por otro lado, como se puede apreciar en la Figura 4-25, la rotacién relativa entre
el ala central y las alas externas en el modelo X-HALE-UAYV coincide totalmente con la

rotacion relativa entre la barra central y las barras laterales en el modelo STB.

15 15
a)loffffﬁﬁﬁﬁ,,,, b) 10} p oo
g g
[ (451
go I ‘l‘\“’ \‘ (’| go‘ '~l‘[”,[“‘
g €
-20 -20
0 Tiempo[seg] 10 O Tiempo[seg] 10

Fig. 4-25. Angulo relativo entre ala central-ala (X-HALE-UAV) y entre barra central-barras laterales
(STB). a) Lado izquierdo; b) Lado derecho.
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Por ultimo, en las Figuras 4-26 y 4-27, se presentan las desviaciones numéricas a
nivel de la posicion y velocidad que surgen cuando se utiliza reduccion de indice. Se
aclara que las Figuras 4-26 y 4-27 son pertenecientes al esquema de integracion de

Hamming, combinado con el método de proyeccion de coordenadas S-both?.

x10710 %1010
1 b)6 25
a) c)
O‘
S s $
0
-1 -12. -1
O Tiempo[seg] 10 O Tiempofseg] 10 0 Tiempo[seg] 10
d) 1 €) 1
S S 0
-1 -1
O Tiempo[seg] 10 O Tiempof[seg] 10

Fig. 4-26. Desviaciones numéricas a nivel de la posicion en las ecuaciones de restriccion ala derecha-ala
central; @) x; b) y; ¢) z; y orientacion, d) ¢1; €) ¢2.

1016 x10-15
1 1.5>< T 1
a) b)
. < . 9 0
S 0‘ s
-1 -2

0  Tiempo[seg] 10 0 Tiempo [seg.] 10 0 Tiempo [seg.] 10
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Fig. 4-27. Desviaciones numéricas a nivel de la velocidad en las ecuaciones de restriccion ala derecha-ala
central; a) X, b) y,c) Z ;yorientacion, d) ¢, €) @, .

Como se puede observar en los gréaficos de 4-26 y 4-27, las desviaciones numéricas
son bien controladas durante todo el proceso de integracion, lo mismo sucede con el

integrador DC.

4.3 Dinamica de un modelo conceptual de X-HALE-UAV

En esta subseccion se estudia el comportamiento dindmico de un modelo
simplificado de X-HALE-UAV sometido a distintas solicitaciones externas. El UAV esta
compuesto por: 7 alas, 4 trenes de aterrizaje, 4 motores y un fuselaje (ver Figura 4-28); el
cual se encuentra vinculado al tanel de viento por medio de doce resortes y doce
amortiguadores. Los parametros del sistema tienen los siguientes valores: masa de las alas
ma = 1.0 kg, masa de los trenes de aterrizajes mr = 1.0 kg, mm = 0.1 kg masa de los
motores, masa del fuselaje mg = 0.1 kg, longitud caracteristica del cubo que simula el
fuselaje L = 1.0 m, alas con forma cuadrada La = 1.0 m, placas que simulan los trenes de
aterrizajes con Lt = 1.0 m y ht = 0.5 m, motores con una longitud Ly = 1.0 m y diametro
dm = 0.1 m, constante de rigidez de los resortes lineales ks = 100 N/m, longitud natural de
los resortes lo = 2.5 m, constantes de rigidez de los resortes de torsion kr = 200 N/rad, y

constantes de los amortiguadores ¢s = 0.1 Ns/m.

En primera instancia se realizd un examen energético con el objeto de cuantificar
la disipacion de energia que introducen los integradores estudiados en este trabajo, y en
funcién de esta disipacion establecer cuéles son los de mejor desempefio. Una vez
seleccionados los integradores de mejor rendimiento, se activaron los amortiguadores del
sistema, con el fin de examinar la funcionalidad de los integradores seleccionados para el
modelo X-HALE-UAV con amortiguacion. Posteriormente al modelo X-HALE-UAYV se

le realizan los siguientes estudios, i) efecto de una rafaga ascendente mediante un
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desplazamiento base, ii) rotura mediante el cambio de rigidez en el resorte de torsion
ubicado entre alas, iii) efecto combinado rafaga ascendente rotura. Por Gltimo con el
objeto de explorar las limitaciones de los algoritmos de integracion, se estudié un modelo
extremo del X-HALE-UAYV de 32 cuerpos.

4.3.1 Andlisis Energético

En esta subseccion se presenta un analisis energético que tiene como objetivo
cuantificar la pérdida de energia mecanica total del sistema dinamico durante el proceso
de integracién numérica. Para ello, se utilizé el modelo de X-HALE-UAYV descripto en
la seccion 4.3 con una configuracion simétrica. El conjunto de condiciones iniciales esta
dado por la posicion del centro de masa del fuselaje en el punto (0,0,0), y un angulo
relativo entre las alas de 5° (ver Figura 4-28). Debido al caracter del estudio expuesto en
esta subseccion, los doce amortiguadores se encuentran desactivados. El efecto del campo
gravitacional terrestre es tenido en cuenta (g = 9.81 m/s?) y no existen solicitaciones
externas sobre el sistema. Los integradores evaluados son: i) el integrador ode45
disponible en MATLAB®; ii) Hamming de cuarto orden; iii) diferencia central; iv) Runge-
Kutta de cuarto orden; v) Algoritmo de Newmark con amortiguamiento (« = 0.015); vi)
Algoritmo HHT (ar = 0.026); y viii) Alpha generalizado (af = 0.487 y am = 0.4615). El
esquema ode45 utiliza un esquema de estabilizacion basado en la técnica de Baumgarte
(e =10y p =10), mientras que para los integradores ii) a iv) se utiliza una estabilizacion
basada en proyeccion de coordenadas S-Both?. El paso de integracion utilizado para todos
los esquemas de integracion es At = 0.001, excepto para el ode45 cuyo paso es
adaptativo.

Fig. 4-28. Configuracion inicial simétrica X-HALE.

En la Figura 4-29 se presenta la evolucion de la energia mecanica total del sistema
durante un lapso de simulacién de 30 segundos. Es conocido que los esquemas de

integracion implementados en este trabajo y asociados a la estrategia de reduccion de
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indice introducen amortiguamiento numérico durante el proceso de integracion. Sin
embargo, se puede apreciar que los mas eficientes, desde un punto de vista de
conservacion de la energia, son los métodos de Hamming, Runge-Kutta y ode45,
mientras que diferencia central exhibe el mayor porcentaje de disipacion de energia; una

disminucion del orden de 0.26% en el lapso de simulacion estudiado.

a)71 i T b) 71 T C) 71
i § 70.7

) o ) ] )
38707 ; ; 8707 1 ; 3
» N \\_‘ .
=) : i =y ! : 1=

70.2 | 1 70.2 3 | 69.2 l l

0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30
Tiempo [seg.] Tiempo [seg.] Tiempo [seg.]

Fig. 4-29. Energia mecénica total sistema X-HALE a) Hamming (azul) y ode 45 (rojo); b) Diferencia
Central (azul) y Runge-Kutta (rojo); ¢) Newmark con amortiguacion (azul), HHT (rojo) y Alpha
generalizado (negro).

En lo que se refiere a los integradores que utilizan la técnica de integracion directa,
los mas eficientes, desde un punto de vista energético, son el Alpha generalizado vy el
algoritmo HHT. El integrador de Newmark con amortiguamiento (a« = 0.015) es el que

mayor disipacion de energia presenta (2%) (ver Figura 4-29c).

En las Figuras 4-30a, 4-30b y 4-30c se muestra la evolucidn temporal del centro de
masa del fuselaje del UAV, mientras que en las Figuras 4-30d, 4-30e y 4-30f se exhiben
las rotaciones relativas entre alas. Se debe destacar que todos los integradores utilizados
produjeron la misma respuesta. El efecto de disipacién de energia cuantificado en la

Figura 4-29 no se aprecia en la Figura 4-30.
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Fig. 4-30. Coordenadas del centro de masa del fuselaje: a) x(t); b) y(t); c) z(t); Coordenadas angulares
relativas en las uniones de alas: d) alas 1-2 y 7-6; e) alas 2-3 y 6-5; f) alas 3-4 y 4-5.

Tanto la coordenada x(t) como la coordenada y(t) son practicamente nulas debido a
la configuracion simétrica adoptada como condicién inicial. Como consecuencia del
acoplamiento dinamico que existe entre los grados de libertad asociados al fuselaje y los
grados de libertad de los tramos alares externos, el desplazamiento vertical del fuselaje,
z(t), exhibe un comportamiento oscilatorio que evidencia: i) una componente que surge
por la liberacion del sistema desde una posicion distinta a la posicion de equilibrio (muy
notoria sobre el transitorio de la respuesta) y ii) otra componente asociada al movimiento
oscilatorio de los tramos de alas.

Como se puede observar en la Figura 4-30d, 4-30e y 4-30f, las coordenadas
angulares que describen la orientacion relativa de un ala con respecto a la contigua sobre
la porcién derecha de la aeronave; distinguiéndose una amplitud de oscilacion que es
mayor en las alas internas (alas 3-4). Ademas, son iguales a las coordenadas angulares
que describen su par homdlogo en la porcion izquierda del UAV; hecho que se debe a la

adopcidn de una configuracion inicial simétrica.
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Fig. 4-31. Restriccion a nivel de la posicién: conexion y orientacion, alas 3-4; a) x; b) y; ¢) z; d) ¢1; €) @2
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Fig. 4-32. Restriccion a nivel de la velocidad: conexion y orientacion, alas 3-4; a) X; b) y;c) z;d) ¢ ;
e)@,.

En las figuras 4-31 y 4-32 se muestran las desviaciones numéricas que ocurren en
las ecuaciones de restriccion de conexion a nivel de la posicion y a nivel velocidad para
la vinculacion entre el ala 3 y el ala 4. Tales desviaciones corresponden al esquema de
integracion Hamming de 4% orden, en conjunto con el procedimiento de estabilizacion S-
Both?. Se concluye que las desviaciones numéricas a nivel de la posicion y la velocidad

son bien controladas; lo mismo sucede para el resto de las restricciones.

El andlisis llevado a cabo anteriormente nos permite concluir que: i) el codigo

computacional desarrollado (que implementa el modelo dindmico descripto
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anteriormente) es capaz de simular adecuadamente configuraciones caracterizadas por
grandes deflexiones de los tramos de ala sin que se produzca divergencia de la respuesta;
y ii) todos los integradores son eficientes para simular la respuesta del sistema. Sin
embargo, existe una disipacion notoria de energia para los integradores DC y Newmark
con amortiguamiento, siendo este Gltimo el que mayor energia disipa. Debido al excelente
control en las desviaciones numéricas y una disipacion de energia minima, los esquemas
de integracion Alpha generalizado (con los mismos coeficientes de amortiguacion
expuestos en esta seccion) y Hamming de 4% orden (con proyeccion de coordenadas S-
Both? como método de estabilizacion numérica), se utilizaran como integradores por
defecto (a menos que se indique lo contrario) para el resto de los estudios que se presentan

a continuacion.

4.3.2 Dindmica X-HALE-UAV: amortiguadores activos

En esta subseccion se estudia el concepto de X-HALE-UAYV detallado al comienzo
de la Seccion 4.3 para dos configuraciones diferentes, una simétrica (ver Figura 4-28) y
otra antisimétrica (ver Figura 4-33), considerando activos, todos los resortes y
amortiguadores lineales que vinculan el fuselaje al tinel de viento. Las alas tienen un

angulo relativo entre si de 5°.

Fig. 4-33. Configuracion inicial antisimétrica.

La Figura 4-34 muestra la posicion del centro de masa del fuselaje para las dos
configuraciones estudiadas, observandose que, en la configuracion simétrica, las
componentes del vector posicion, x(t) e y(t), son nulas; mientras que para la configuracion
antisimétrica la inica componente nula es x(t). Esto se debe a un torque resultante no nulo

en la direccién del vector unitariof, (eje x) como consecuencia de una configuracion no

simétrica, lo cual produce una oscilacion del centro de masa del fuselaje a lo largo de la

direccion f, (ejey) (ver Figura 4-35).
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Fig. 4-34. Evolucion temporal del centro de masa del fuselaje. a) x(t); b) y(t); c) z(t).

Al igual que en la subseccién 4.3.1, el movimiento del fuselaje en z(t),
independientemente de la configuracion analizada, exhibe dos componentes. Una de ellas
asociada a la liberacion del sistema desde una posicion diferente a la posicion de
equilibrio estatico, y la otra componente es introducida por la oscilacion de los tramos
alares externos, mas notoria en el modo simétrico. Ademas, no existen solicitaciones fuera

del plano “yz” por ende, el movimiento se da solo en “yz” (ver Figura 4-34 y 4-35).
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Fig. 4-35. Rotaciones del fuselaje en la configuracion antisimetrica; a) Alrededor de A, ; b) Alrededor de
f, ; ¢) Alrededor de A, .

En la Figura 4-36 se presentan los valores para las coordenadas angulares que
describen la orientacion de un ala relativa a la contigua (para todo el conjunto de alas),
observandose: i) una mayor frecuencia de oscilacion en el modo simétrico para la
conexion alar 1-2 'y 6-7, y ii) una disminucion en la amplitud de oscilacion (las conexiones
alares 1-2 y 6-7 evidencian un mayor decremento) a medida que transcurre el tiempo de

simulacion, la cual es mas notoria para el modo antisimétrico.
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Fig. 4-36. Coordenadas angulares relativas en las uniones de alas (configuracion simétrica y antimetrica);
a) conexion 1-2; b) conexidn 2-3; ¢) conexién 3-4; d) conexidn 4-5; e) conexion 6-5; f) conexién 7-6.
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Las desviaciones numeéricas, en las ecuaciones de restriccion, que se producen
utilizando el integrador Hamming son bien controladas para todas las restricciones a nivel
de la posicion y velocidad, tanto en el modo simétrico como el antisimétrico. En la Figura
4-37 y 4-38 se presentan las desviaciones numéricas (posicion y velocidad) en la conexién

alar 4-5 para la configuracion antisimétrica.
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Fig. 4-37. Desviaciones numéricas a nivel de la posicion (configuracién antisimétrica, conexion alar 4-5);
a) X; b) y; €) z; d) pa; €) p2.
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Fig. 4-38. Desviaciones numéricas a nivel de la velocidad (configuracién antisimétrica, conexion alar
4-5);a)X;b) y;¢) Z;d) ¢ ;e) s .

4.3.3 Efecto de rafaga ascendente

En esta subseccidn se considera el X-HALE-UAV en una configuracion simétrica
y se estudia como una rafaga ascendente afecta el comportamiento dinamico de la
aeronave.

Como se detall6 en el Capitulo Il, el modelo de réfaga es implementado en este

trabajo por medio de un desplazamiento de apoyo definido por la siguiente funcién:

0, [N
U, (£) =4 U (sin(27 ft) )", tye <t <tyq, (4.5)
0, t>t,,.

donde U=2m, f=0.5Hz, y x=100 es el exponente de la funcion.
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Fig. 4-39. Perfiles de réfaga. a) Desplazamiento u,(t); b) velocidad u, (t) ; c) aceleracion u, (t).

En la Figura 4-39 se muestra el perfil de desplazamiento, velocidad y aceleracion
obtenido con los datos utilizados. Se debe mencionar que la aeronave es excitada con dos

rafagas similares que actlian una a continuacion de la otra y separadas temporalmente por
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1.0 seg. La primera perturbacion comienza en tsart = 5 Seg y finaliza en tend = 6 Seg,

mientras que la segunda perturbacién comienza en tsart = 7 seg y finaliza en tend = 8 seg.

En la Figura 4-40 se presenta la evolucion temporal del centro de masa del fuselaje
de la aeronave. Se debe destacar que la coordenada en la direccion vertical de la Figura
4-40c es relativa al movimiento de apoyo, mientras que en la Figura 4-40d tal coordenada
corresponde al valor absoluto de desplazamiento. Como consecuencia del movimiento de
apoyo, el fuselaje es claramente excitado en la direccion vertical. Las alas, motores y
trenes de aterrizaje experimentan una excitacion similar, debido al acoplamiento que
existe, a traves de las ecuaciones de restriccion, entre el fuselaje y el resto de la estructura.
Las componentes en las direcciones x(t) y y(t) son préacticamente nulas, tanto en valor
absoluto como relativo, debido a la simetria del caso de estudio (ver Figura 4-40 ay b).
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Fig. 4-40. Desplazamiento relativo del centro de masa del fuselaje; a) X(t) ; b) y(t) ;c)z(t) ;d)
desplazamiento absoluto z(t).

En la Figura 4-41 se presentan los valores para las coordenadas angulares que
describen la orientacion de un ala relativa a la contigua (solo para el conjunto de
conexiones alares ubicadas a la derecha, 1-2, 2-3, 3-4), observandose un aumento de la

amplitud y frecuencia en las oscilaciones para las vinculaciones 1-2 y 2-3. En la conexién
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3-4 es mas notorio el aumento de amplitud que el aumento de frecuencia, cuando es
comparada con la respuesta del sistema sin perturbacion externa (denominada respuesta
de referencia, ver Figura 4-36 modo simétrico). La respuesta es idéntica para los tramos

alares localizados a la izquierda (articulaciones 4-5, 5-6 y 6-7).
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Fig. 4-41. Coordenadas angulares relativas en las articulaciones alares; a) conexion 1-2; b) conexion 2-3
y C) conexion 3-4.

4.3.4 Daino en conexiones alares

En esta subsecciobn se presentan resultados numéricos concernientes al
comportamiento dinamico del UAV, en configuracion inicial simétrica, cuando las alas
experimentan dafio estructural (ver subseccion 2.7). Se debe recordar que el dafio
estructural en las alas es introducido aqui por medio de un modelo simple de disminucién

de rigidez en la conexién entre alas.

Con el objetivo de cuantificar la influencia de la disminucion de rigidez en las
conexiones alares sobre la respuesta de la aeronave, se presentan dos casos de estudios:
i) dafo estructural en la conexion alar 1-2, y ii) dafio estructural en la conexion alar 2-3
(ver Figura 4-28). Ambos casos de estudios estan caracterizados por un decremento en la
rigidez torsional del 50% (es decir, de 200 N/rad a 100 N/rad).

El cambio de rigidez en una conexion alar produce una rotacion sobre el fuselaje

alrededor del vector unitario i, como asi también un movimiento lateral contenido en el

plano “yz” (ver Figura 4-42).

Caso de Estudio |
(Dafio Conexion alar 1-2)

Caso de Estudio Il

Respuesta de Referencia (Dafio Conexion alar 2-3)
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Fig. 4-42. Dafio alar; a) x(t); b) y(t); ) z(t); d) Rotacion del fuselaje alrededor del vector A, (negro); A,
(rojo); A (azul).

La evolucion temporal de las coordenadas angulares relativas en las articulaciones

alares se muestra en la Figura 4-43.
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Fig. 4-43. Coordenadas angulares relativas en las uniones de alas; a) conexién 1-2; b) conexién 2-3; c)
conexion 3-4; d) conexion 4-5; e) conexién 5-6; f) conexion 7-6.

Con respecto al caso de estudio I, se debe notar que la disminuciédn de rigidez ocurre
en la conexién alar que se localiza en la articulacion mas alejada del fuselaje de la
aeronave. Esta perturbaciéon se manifiesta por medio de la aparicion de una oscilacion

lineal, con pequefia amplitud, del fuselaje a lo largo de la direccion lateral f, (ver Figura
4-42b), en conjunto con una rotacién de amplitud decreciente alrededor del eje 1, (ver

Figura 4-42d). La Figura 4-43 muestra la evolucion temporal de las coordenadas
angulares relativas en las articulaciones alares. Se puede observar, para éste caso de
estudio, que las conexiones internas no experimentan grandes cambios respecto a la
respuesta de referencia, mientras que la conexion 1-2 donde se provoca el dafio muestra
una amplitud de oscilacion significativamente mas grande, pero decreciente en el tiempo
(ver Figura 4-43a). La respuesta temporal de los tramos alares localizados a la izquierda
no presenta cambios significativos, en términos de amplitud y frecuencia, cuando se la

compara con la respuesta de referencia.

En el caso Il, la disminucion de rigidez ocurre en conexiones alares que se
encuentran mas proximas al fuselaje, el efecto de oscilacion lateral y rotacion del fuselaje

alrededor del eje 1, se magnifica considerablemente (ver Figura 4-42b). Adicionalmente,
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las coordenadas angulares relativas en las alas internas, muestran cambios significativos
en comparacion con la respuesta de referencia (ver Figura 4-43), especificamente en la
amplitud de oscilacién, que aumenta notoriamente en la articulacion dafiada (conexion 2-
3). En la articulacion 1-2 no se presentan cambios significativos, en lo que respecta a la
amplitud y frecuencia, mientras que en la conexién alar 3-4, la amplitud decrece con el
tiempo, en forma mas acentuada (ver Figura 4-43c). Los efectos descriptos anteriormente
son amplificados para la conexion homologa internas 4-5 (ver Figura 4-43d), mientras
que para la conexion 5-6, el efecto tiene un impacto menor (ver Figura 4-43e).
Finalmente, la conexion externa (6-7) no presenta cambios significativos respecto a la

respuesta de referencia (ver Figura 4-43f).

De los resultados presentados en esta subseccién se puede concluir que la
herramienta computacional desarrollada presenta una gran versatilidad y robustez
permitiendo obtener adecuadamente la respuesta dindmica del sistema multicuerpo
cuando se lo somete a este tipo de perturbacién. También se debe destacar que: i) los dos
integradores utilizados produjeron los mismos resultados; y ii) las desviaciones numéricas

asociadas a la estrategia de reduccion de indice fueron bien controladas.

4.3.5 Rafaga “+” daiio estructural en conexién alar

En esta subseccion se estudia la respuesta dindmica de la aeronave con
configuracién simétrica ante el efecto combinado de rafagas (Subseccién 4.3.3) y los dos
casos de dafo estructural presentados en la Subseccién 4.3.4, es decir: i) Caso I: rafaga
“+” dafio estructural en conexién alar 1-2; y ii) Caso Il: rafaga “+” dafio estructural en

conexion alar 2-3.

La Figura 4-44 se muestra el desplazamiento relativo y absoluto del centro de masa
correspondiente al fuselaje junto con la rotacion del fuselaje. Y se destaca que, el
movimiento absoluto y relativo en los ejes x e y (ver Figura 4-44 a y b) coinciden en todo
instante, esto no sucede en direccion z donde el desplazamiento absoluto y relativo una
vez implementado el efecto de rafaga ascendente, difieren en forma significativa (ver
Figura 4-44 c y d). Esto se debe a que los casos de estudio s6lo poseen un efecto de rafaga
ascendente, es decir en direccion z. Finalmente el dafio en la conexion alar produce una
oscilacion a lo largo del eje y con una rotacion en el eje x, de mayor amplitud en el caso

de estudio Il que en el caso de estudio I, pero de menor frecuencia (ver Figura 4-44 by

e).
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Fig. 4-44. Réfaga + dafio estructural; Coordenadas relativas del centro de masa, a) X(t) ; b) y(t) ; ¢) Z(t) .
d) Coordenadas absolutas x (azul); y (rojo); z (verde). e) Rotacion del fuselaje, A, (negro); A, (r0jo); A,
(azul).

Las deflexiones alares muestran un incremento significativo en la amplitud y
frecuencia de oscilacion comparada con la respuesta de referencia. En particular, las
conexiones alares externas 1-2 y 6-7 como lo muestra la Figura 4-45 (a 'y f), mientras que
en las conexiones alares 2-3 y 5-6 el incremento es mas notorio en lo que respecta a la
amplitud de oscilacion (ver Figura 4-45 b y e). Por Gltimo, las conexiones alares 3-4 y 4-
5 manifiestan un aumento de amplitud durante el periodo de excitacion externa, luego se

estabilizan (ver Figura 4-45 c y d).
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Fig. 4-45. Réfaga “+” dafio estructural, coordenadas angulares relativas en las conexiones alares: a)
conexion 1-2; b) conexion 2-3; ¢) conexion 3-4; d) conexion 4-5; e) conexion 5-6; f) conexién 7-6.

Las oscilaciones laterales del fuselaje como las rotaciones del mismo, originadas
como consecuencia de la imposicion de dafio estructural en una sola conexion alar (hecho
que rompe con la simetria del problema) muestran una amplitud de oscilacion decreciente

con el tiempo, similar a la respuesta mostrada en la Subseccion 4.3.4 (ver Figura 4-42d).

Adicionalmente, se debe mencionar que para los dos casos de estudio analizados en
esta Subseccion, las desviaciones numericas de conexion y orientacion en la conexion
alar 4-5 (ver Figuras 4- 46 y 4-47), muestran que el esquema de integracion seleccionado

Hamming+S-both? se desempefia de manera eficiente .
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Fig. 4-46. Rafaga “+” dafio estructural, desviaciones numéricas a nivel de la posicion para la conexion 4-
5:a) x; b) y; ¢) z; d) p1; €) po.
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Fig. 4-47. Rafaga “+” dafio estructural, desviaciones numéricas a nivel de la velocidad para la conexion
4-5:3)X; b)y.c)z ;d) ¢ ;€e) @, .
El anélisis llevado a cabo anteriormente nos permite concluir que el codigo
computacional desarrollado (que implementa el modelo dindmico descripto
anteriormente) es capaz de simular adecuadamente combinaciones de dafio estructural en

las articulaciones alares con perturbaciones externas tales como rafagas de viento.

4.3.6 Dindmica de un modelo de X-HALE-UAV: 32 cuerpos

Con el objetivo de demostrar las capacidades de la formulacion desarrollada y su
implementacién computacional, en esta subseccion se presenta el estudio del
comportamiento dinamico de un modelo conceptual de X-HALE-UAV compuesto por 32
cuerpos. EI UAV esta compuesto por 1 fuselaje, 15 alas, 8 trenes de aterrizaje, 8 motores
y el fuselaje. Los parametros del sistema son: masa de las alas ma = 0.5 kg, masa de los
trenes de aterrizajes mr = 0.25 kg, masa de los motores my = 0.1 kg, mg = 0.1 kg masa
del fuselaje, constante de rigidez de los resortes lineales ks = 200 N/m, longitud natural
de los resortes lo = 2.5 m, constantes de rigidez de los resortes de torsién kr = 800 N/rad,
y constantes de los amortiguadores ¢s = 0.5 Ns/m. Los demas parametros son los mismos

del punto 4.3.
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El estudio llevado a cabo considera dos configuraciones diferentes: i) modo
simétrico (ver Figura 4-48), donde el angulo relativo entre alas es 5°; y ii) modo
antisimétrico (ver Figura 4-49) que posee el mismo angulo relativo entre alas. Los

resultados obtenidos por los dos integradores utilizados por defecto son iguales.

Fig. 4-49: Configuracién inicial antisimétrica (32 cuerpos), X-HALE-UAV.

En la Figura 4-50 se presenta la evolucion temporal del centro de masa del fuselaje
para las dos configuraciones estudiadas. En la configuracion simétrica el movimiento
ocurre solamente en la direccion z(t), mientras que la en la configuracion antisimétrica el
movimiento se produce en las direcciones y(t) y z(t).

El movimiento en z(t) (ver Figura 4-50c) posee, en ambas configuraciones, de
manera similar a los casos de estudio anteriores: i) una componente originada por la
liberacion del sistema desde una posicion diferente a la posicion de equilibrio estatico; y
i) una componente originada por el acoplamiento flexible con las alas. La primera
disminuye su intensidad a medida que transcurre el tiempo, debido al amortiguamiento
introducido por los amortiguadores lineales y es mas notoria su amplitud en el modo
simétrico (ver Figura 4-50b). Cabe destacar que la configuracion antisimétrica genera un
desplazamiento en direccion y(t) (ver Figura 4-50b), acompafado de una oscilacion

rotacional en direccion A, (ver Figura 4-50d).
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Las coordenadas angulares que describen la orientacion de un ala relativa a la
contigua (para todo el conjunto de alas), se exhiben en la Figura 4-51. De su observacion
se puede concluir que: i) la frecuencia de oscilacidn, en las alas externas, es mayor que
en las alas internas (ver Figura 4-51ay 4-51f); ii) se evidencia una amplitud de oscilacién
estacionaria para las alas internas (ver Figura 4-51b, 4-51c, 4-51d y 4-51e), en el modo
simétrico y decreciente para el modo antisimétrico. Se debe mencionar que la amplitud

de oscilacion méxima se da en el modo simétrico (ver Figura 4-51c y 4-51d).
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Fig. 4-51. Coordenadas angulares relativas X-HALE-UAV, configuracidn simétrica y antimétrica: a)
conexion 1-2 (negro), 2-3 (rojo) y 3-4 (azul); b) conexion 4-5 (negro), 5-6 (rojo) y 6-7 (azul); c) conexién
7-8; d) conexion 8-9; e) conexion 9-10 (azul), 10-11(rojo) y 11-12 (negro); f) 12-13 (azul), 13-14 (rojo) y

14-15 (negro).

En las figuras 4-52 y 4-53 se muestran las desviaciones numéricas que ocurren en
las ecuaciones de restriccion de conexion a nivel de la posicion y a nivel velocidad para
la vinculacion del ala 8 con el ala 9, y se observa que éstas son bien controladas; o mismo

sucede para el resto de las restricciones.
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Fig. 4-52. Desviaciones numéricas a nivel de la posicion para la vinculacion alar 7-8, configuracion
antisimétrica X-HALE-UAV: a) x; b) y; ¢) z; d) ¢1; €) ¢2.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajos futuros

5.1 Conclusiones

Como producto de este trabajo de tesis, se desarroll0 una herramienta
computacional que permite estudiar la dinamica de un modelo simplificado de aeronave
X-HALE-UAV. La utilizacion de la herramienta numérica posibilito realizar
simulaciones numeéricas cuyos resultados permitieron comprender, con mayor detalle, las
caracteristicas intrinsecas del comportamiento dindmico asociado a aeronaves
extremadamente flexibles tipo HALE-UAV.

Entre los principales aspectos desarrollados en esta tesis se destaca: i) el desarrollo
de un modelo dinamico multicuerpo rigido basado en un enfoque energético que utiliza
las ecuaciones de Lagrange para sistemas con restricciones; y ii) la implementacion
computacional de diferentes esquemas de integracion numéricas asociados tanto a la
técnica de reduccion de indice de DAEs (Runge-Kutta, Hamming, etc) como asi también
su integracion directa (Newmark, HHT, Alpha generalizado, etc). La formulacion
desarrollada considera todas las no linealidades provenientes de la cinematica de grandes
rotaciones y desplazamientos de los cuerpos rigidos, posibilita la inclusion de dafio
estructural en las alas como asi también perturbaciones externas tales como rafagas de
viento. Adicionalmente, el modelo es lo suficientemente versatil para introducir una
cantidad arbitraria de cuerpos, lo cual facilita modelar rapidamente diferentes

configuraciones de UAVS.

Este modelo fue implementado exitosamente en una herramienta de simulacion
elaborada completamente en MATLAB, la cual permite integrar interactiva y
simultaneamente todas las ecuaciones gobernantes en el dominio del tiempo por medio

de diferentes esquemas de integracion.

La herramienta de simulacion numérica se verifico exitosamente contra casos de
estudio simples disponibles en la literatura (para los cuales existen soluciones analiticas
cerradas) y por medio de comparacion de resultados con programas de simulacion de uso

extendido en el ambito de la mecanica computacional tal como SIMPACT. Finalmente,
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se analiz6 el efecto de perturbaciones tales como rafagas de viento, dafio estructural en
articulaciones alares, y el efecto combinado de ambos sobre la respuesta dindmica de un
concepto simplificado de X-HALE-UAV. De los resultados numéricos obtenidos se

puede concluir que:

e El codigo computacional es lo suficientemente robusto y versatil para estudiar
diferentes configuraciones de X-HALE-UAV caracterizados por deflexiones
alares grandes y sometidos a perturbaciones externas.

e Todos los esquemas de integracion investigados en este trabajo (Runge-Kutta,
Hamming, Diferencia Central, Newmark, el algoritmo de Hilber-Hughes-Taylor
y Alpha Generalizado) presentan un buen desempefio durante el proceso de
integracion, tanto desde el punto de vista de precision como asi también de
estabilidad de la solucion. Sin embargo, la excesiva pérdida de energia mecanica
total mostrada por Newmark (debido al efecto estabilizante introducido por
medio de amortiguamiento numérico) y DC los hacen inadecuados.

e El efecto de rafaga sobre el sistema dindmico produce un aumento de la amplitud
y frecuencia de oscilacion de los tramos alares.

e El efecto de dafio estructural produce oscilaciones laterales y rotaciones del

fuselaje; siendo mas notorio cuando el dafio se localiza proximo al fuselaje.

Si bien el modelo dindmico desarrollado y su implementacion computacional han
permitido obtener excelentes resultados, los integradores investigados experimentan
problemas de estabilidad numérica cuando los resortes lineales son muy flexibles y las

condiciones iniciales involucran una rotacion del fuselaje.

5.2 Trabajos futuros

Como trabajo futuro se pretende:

e Extender el modelo dinamico presentado en este trabajo por medio de la
incorporacion de un modelo flexible para los tramos alares basado en la
utilizacion de elementos de vigas geométricamente exactas y/o elementos de

cascaras formuladas en el grupo especial euclideo SE(3).

e Implementar una version hibrida del método de red de vortices no lineal (UVLM)
y el método de particulas vorticosas (VPM) para estudiar la aerodindmica no

estacionaria de esta clase de vehiculos voladores.
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e Implementar una técnica de transferencia de informacién basado en la utilizacion
de funciones de bases radiales para combinar el simulador aerodindmico UVLM-

VPM con el modelo estructural no lineal del UAV.

e Estudiar la aeroelasticidad no lineal de un concepto simplificado de X-HALE-

UAYV vy estimar margenes de seguridad para diferentes configuraciones de vuelo.

Una vez que se realicen las extensiones propuestas, se obtendra una plataforma de
simulacion unificada para estudiar el comportamiento aeroelastico de aeronaves X-
HALE-UAV, la cual permitira analizar una amplia gama de configuraciones de vuelo. El
estudio de los resultados que se obtengan a partir de la utilizacion del nuevo modelo
derivara en recomendaciones de disefio para desarrollar la proxima generacion de

aeronaves no tripuladas altamente flexibles tipo HALE.
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Anexo A

Ecuaciones de movimiento para el X-HALE-UAV

A.1 Generalidades

En este anexo se desarrollan las ecuaciones de movimiento para los cuerpos que
componen el sistema multicuerpo (fuselaje, alas, trenes de aterrizaje y motores). Cada
uno de los cuerpos que componen el sistema dinamico se considera rigido; los cuales a

su vez, pueden estar vinculados entre si rigidamente o por medio de conexiones elasticas.

La deduccion de las ecuaciones se realiza mediante un enfoque energético basado
en las ecuaciones de Lagrange con restricciones holondmicas. Para determinar la energia
cinética es necesario conocer el vector velocidad lineal de cada punto perteneciente al
cuerpo en estudio. La energia potencial debida a los resortes y al campo gravitacional es

introducida mediante el principio de los trabajos virtuales.

La metodologia utilizada para derivar las ecuaciones de movimiento es aquella
propuesta por Shabana [49] y Nikravesh [45], cuya formulacion utiliza un formalismo de
marco de referencia flotante (Floating Frame of Reference, FFR). Para este problema, el
marco de referencia fijo a cada cuerpo i del sistema multicuerpo tiene su origen en el

centro de masa del i-ésimo cuerpo.

A.2 Posiciony velocidad de un punto genérico en el j-ésimo cuerpo

El vector posicidn de un punto P perteneciente a un cuerpo rigido j y medido con
respecto al marco de referencia inercial, N, se puede expresar en término de una traslacion

y una rotacién de cuerpo rigido. Desde este punto de vista, el espacio de configuracion

del j-ésimo cuerpo rigido es R3XSO(3) [56]. Sobre esta base, el vector posicion R? se

puede escribir como

RY =R™ AL,
(A1)

donde, R'j’ es el vector posicion del punto P, R" es el vector posicion del centro de

masa del j-ésimo cuerpo, I, es el vector posicion de un punto genérico P sobre el j-esimo
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cuerpo y expresado en el marco de referencia B! fijo a dicho cuerpo, y A, eSO(B) es

una matriz de rotacion que orienta el marco de referencia B! con respecto a N.

El vector velocidad del punto P se obtiene tomando la derivada con respecto al
tiempo de la Ecuacion (A.1), esto es,

R'j’ =R"+Ar, (A.2)

donde la notacion ( ) indica derivada temporal.

En este trabajo, la matriz de rotacion A; asociada al j-ésimo cuerpo se parametrizd
en término de los conocidos parametros de Euler pj = {gj4, Ojs, Gj6, Gj7}" , con lo cual A; se

puede expresar como
A,— :GjLTj, (A.3)
donde,

s s Yz Qe
Gj(pj): =i d7 Q92 | Y
_qj7 _qj6 qj5 qj4
(A4)
_qj5 q]‘4 qj7 _qj6
Lj (pj): s Uiz Qs s
_qj7 qj6 _qj5 qj4
Utilizando las definiciones introducidas anteriormente para G;j y L;j, la derivada

temporal de la matriz de rotacion Aj se escribe como
_ T

Por otro lado y siguiendo el procedimiento establecido por Nikravesh [45], para un
vector arbitrario r tenemos que
T —
Ljr =Tp;
(A.6)

donde la matriz T se puede escribir como

T :{O -(r )T}. (A7)
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Derivando la expresion (A.6) en funcion del tiempo se obtiene
U Te_% 7
L,r+L;,r="p,; +1p; (A.8)
o . Te 3
donde al ser r arbitrario se aplica (A.6), entonces L;F=Tp;, (A.8) queda de la forma

Lir =7p, (A.9)

Finalmente, reemplazando la expresion (A.5) en (A.2) y teniendo en cuenta (A.9),
el vector velocidad de un punto genérico P tiene la siguiente forma (para mas detalle el

lector puede consultar [45])
R” =R™+2G T, p;. (A.10)
A.3 Ecuacion de movimiento para el j-ésimo cuerpo

Luego de obtener la velocidad lineal de cualquier punto perteneciente a un cuerpo
del sistema, las ecuaciones de movimiento se pueden deducir utilizando las ecuaciones
de Lagrange para sistemas con restricciones. En este trabajo se consideran restricciones
holondmicas, es decir, éstas se pueden expresar tanto en forma de restriccion de
configuracién como asi también en forma diferencial (ver Capitulo 2). Teniendo en cuenta
las consideraciones anteriores las ecuaciones de Lagrange en su forma restringida se

expresan como.:

d(oT) or _;
—| — |-—+B"A=Q™ +Q, A.ll
donde T es la energia cinética, A es el vector multiplicadores de Lagrange asociado a un
conjunto de ecuaciones de restriccion @(q;t), Bq es la matriz jacobiana de restriccion,
Q" y Q°son los vectores fuerzas generalizadas, conservativas () y no conservativas (nc),

respectivamente.

Estas ecuaciones son complementadas con las ecuaciones algebraicas asociadas a

los vinculos, las cuales se expresan como:
®(q;t)=0. (A.12)

La energia cinética T; asociada al j-ésimo cuerpo es calculada siguiendo el
procedimiento desarrollado por Shabana [49] y Nikravesh [45], e implementado por

Roccia et al. [92] para el estudio de micro vehiculos aéreos, esto es,
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T=2], A (R R v, (A13)

donde p; es la densidad de masa por unidad de longitud, de area o de volumen, RE’ es el

vector velocidad lineal de un punto arbitrario P perteneciente al j-ésimo cuerpo definido

anteriormente.

Introduciendo la expresion (A.10) en (A.13), y luego de manipulaciones

algebraicas, la energia cinética para el cuerpo j se puede reescribir como

Rcm 2G, dv chm
itk o rPT aGr)yGr| p [ (A-14)

Se puede demostrar que si el origen del marco de referencia B! esta localizado en el
centro de masa del j-ésimo cuerpo, y ademas los vectores unitarios que definen B! definen
ejes de simetria, entonces las integrales fuera de la diagonal en la expresion (A.14) son

nulas, es decir,
IVJ_ p;2GT, dV; =0. (A.15)

Asumiendo este resultado para los cuerpos utilizados en este trabajo, y luego de

manipulaciones algebraicas, la energia cinética para el j-ésimo cuerpo se reescribe como

1m0
TJ_qu|: 0 mTP d;, (A.16)

donde
(A.17)
mfp :4LTJ- TjPP Lj.

Se debe mencionar que Tipp es la matriz de inercia, la cual es simétrica y definida

positiva. La expresion (A.16) se puede reescribir en notacion contraida como
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1.+
Ti=5a;Ma;, (A.18)
donde
m¥T 0 }
M. =| ! . (A.19)
! { 0 m"
Introduciendo (A.18) en las ecuaciones de Lagrange, se obtienen las ecuaciones de

movimiento para el cuerpo j, las cuales tienen la siguiente forma

M,q; +B 4 =Q) +Q +QF, (A.20)
donde
\Y v 8 T
Qj =-Mq; +a(qj qui)' (A.21)
J

El vector QVj es un vector cuadratico en las velocidades y se origina debido al hecho
que la matriz de masa no es constante.

Finalmente, la ecuacion (A.20) es complementada por el conjunto de ecuaciones de

vinculo @, (q;t), esto es

M;q; +B; 4, =Qj +Q] +Qf, ¥
(A.22)
D, (qj;t):O.

Por Gltimo, la ecuacion de movimiento para todo el sistema se compone del
conjunto de ecuaciones de movimiento para cada cuerpo j con sus respectivas ecuaciones
restriccion. Luego de un procedimiento de ensamblaje estandar, tales ecuaciones toman

la siguiente forma,

Mg+B{A=Q" +Q* +(,

O(qit) =0 (A.23)

donde q es el vector de aceleraciones generalizadas. EI término ng representa las fuerzas

generalizadas de restriccion.
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Anexo B

Linealizacion de las ecuaciones de movimiento

B.1 Generalidades

En este anexo se presenta el procedimiento utilizado para obtener la version
linealizada de las ecuaciones de movimiento, lo cual es fundamental para la correcta

implementacion del algoritmo de Newmark y sus derivaciones.

B.2 Linealizacion de las ecuaciones de movimiento

Por conveniencia, se escribe nuevamente aqui el sistema de ecuaciones
diferenciales-algebraicas que gobiernan el comportamiento dindmico de un sistema

multicuerpo [49],

Ma+B{2=Q(q,q,t),

®(qt) =0, (B1)

donde M es la matriz de masa del sistema, Bq es la matriz jacobiana asociada a las
restricciones, q es el vector de coordenadas generalizadas, ® es el conjunto de
restricciones cinematicas, Q son las cargas generalizadas que colectan aquellas de origen
disipativo, conservativo y el termino giroscopico Q', y A es el conjunto de

multiplicadores de Lagrange.

Como se menciond en la subseccion 3.4.1, se expresa la solucién corregida en t =

tr de manera incremental como

d, =0, +Aq,
q, =0, +Aq,
(B.2)
d,=0,+Aq, y
A =h +AL,

donde (") sobre la variable indica cantidad aproximada, y Ag, AQ, AQ, y Ak son los

incrementos en el vector de coordenadas, velocidades, aceleraciones, y multiplicadores

de Lagrange, respectivamente. Luego se evalla la Ec. (B.1) en t = tn, esto es
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r(dy, 0, 0n Aty ) =M(q, )b, +B; (a,.t,)A—Q(q,.4,;t,),

B.3
®(q,:t,)=0. ®3
Realizando una expansion en Taylor alrededor del punto (qn,dn,an,in),
r(qn +Aq’ an +Aq’ an +AQ’ in +A;\"tn):r((/im(,in!(,in!in’tn)-i_Ar:O (B 4)
®(q, +Aq;t,) =®(q,;t, )+ AP =0, |
donde
Ar = Aq T agqy To pg4 I AL+O(A?),
g, o, A O\,
o0 (B.5)
AD = aqn Aq+0(A?),

y las derivadas parciales pueden ser computadas como

- T -0 k) ).

aa; an{l\/l G, + B (61,2 - Q(d, i1, )| = ;n Q(d,.,:t,),

2(; [M ] a (Gnsty [Q( Y ] (B.6)
{IVI Gy +Bg (Gt )2 qn.qn,n} B, (4,:t,).

2% e [0 @) =B )

Descartando términos de segundo orden y superiores O(A?), la Ec. (B.4) se puede

reescribir como

r(qn+Aq,c‘|n+Aq,6n+Aq,in+Ax;t )~r(qn,qn,qn,kn, n) s(;” AG+

n

or. or, or.
+—AQ +—AQ+ - AL =0, B.7
8qn aqn 8()"n ( )

@(q, +Aqt,) ~D(q,;t, )+ 6anq 0.

La ecuacion (B.7) en conjunto con las derivadas introducidas en la Ec. (B.6)

permiten reescribir (B.3) en forma linealizada como
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M(qn)AQH +CT (Qn’dn;tn)Aqn +KT (Qn’an!in;tn)Aqn +
+B-CII- (qﬂ;tﬂ)M:_r<(in’(in’an1}"n;tn),
By (0nit)) AQ =—(yst,)-
donde
0
&q,

es la matriz de amortiguamiento tangente, y

Cr (6.t ) ===~ Q(an. 6t ).

s (0 it ) = (M@)o ]+ BT @it )2 -

es la matriz de rigidez tangente.

(B.8)

(B.9)

(B.10)

La Ec. (B.8) se puede expresar en forma contraida utilizando notacién vectorial,

esto es

5 oS ok SR

Finalmente, evaluando (B.11) en t = t,+1 Se obtiene
Mn+l 0 Aq i CFM 0 Aq n KTM B-rl;+l Aq _ T
0o oflanf | o ofjlanf|B, o0 |la |-®.)

O =0na +AQ,
Uy = dn+l +Aq,
Qo = an+1 +AQ, y
Ay =M, +AM

donde

n+1
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