UNIVERSIDAD NACIONAL DE RIO CUARTO

Facultad de Ciencias Exactassi€o-Qumicas y Naturales

Departamento de Mateatica

TRABAJO FINAL DE LICENCIATURA EN MATEMATICA

Mecanica Celeste

por
LEOPOLDOBURI

Director: DR. FERNANDO MAZZONE

2012



Leopoldo Buri




Trabajo Final |

Dedicada a la memoria de mi padre,

a mi madre y a mi hermana.



Il Leopoldo Buri

Resumen

En este trabajo final de Licenciatura en Matematica el olgetestudio es: El
Problema de los tres cuerpos.

En primer lugar, se desarrollan detalladamente princlpisgcos de la mecani-
ca newtoniana y analitica, explicitando sus diferendiado esto nos permite una
primera mirada del problema de los tres cuerpos.

Luego se realiza un analisis profundo del problema de Isscderpos, exhi-
biendo su solucion. EI mismo, es necesario para la comiprep®l desarrollo de
nuestro objeto de estudio.

En tercer lugar, estudiamos especificamente algunasitagiones del pro-
blema de los tres cuerpos, en las cuales son posibles @ettasones sencillas.
Estas simplificaciones surgen del hecho de que nuestramalgetstudio no tiene
solucién analitica, en general. Un ejemplo de estas figgaiones se da cuando
la masa de uno de los tres cuerpos es mucho menor que la dedsslos (pro-
blema conocido como “Problema Restringido de los Tres @s&)ppor lo que el
sistema puede ser reducido a un problema de dos cuerposoy@atema de un
s6lo cuerpo.

Finalmente se mencionan algunos comentarios acerca deetosdos numéri-
cos aplicados, que resuelven numéricamente las ecuadiliieeenciales que ri-
gen el movimiento de los cuerpos, y en particular el de los tres cuerpos que

como dijimos no tiene solucion exacta generalmente.
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Introducci on

Presentaremos la contextualizacion de nuestro objetstddie: El Problema
de los tres cuerpos, describiendo como se origin6, camasti desarrollo a lo
largo de la historia y quiénes se ocuparon de él. Con esidiesistorico, pre-
tendemos mostrar la importancia que tuvo, que tiene y quirdezste problema
en el marco cientifico. El hecho de que no pueda resolvegdeamente, nos
da de pensar sobre su complejidad.

El problema de los tres cuerpos es uno de esos tipicos prablmatematicos
de apariencia sencilla, que encierra una tremenda cogdejy que ha atraido a
un gran numero de importantes matematicos y fisicos.

El origen de dicho problema proviene de la famosa Ley de @G@din Univer-
sal de Newton, que indica que la fuerza gravitatoria atraekistente entre dos
cuerpos, es directamente proporcional al producto de ssasna inversamen-
te proporcional al cuadrado de la distancia que los separabiEn aparece en
este problema la segunda Ley de Newton, o principio fund&hde la dinami-
ca, que nos dice que la fuerza aplicada sobre un cuerpo grashzcaceleracion
directamente proporcional a la masa del mismo. La conjundg ambas leyes,
expresadas en forma vectorial, nos puede proporcionaadtoria de un objeto
en orbita de otro, conociendo su posicion y velocidad elinatante dado. Es-
to es el origen de la genial idea de Newton, que concibitnteula leyenda, al
caerle una manzana de un arbol. Lo cierto es que la solacéste problema es
lo que presenta en su obra, 0&7, “Philosophie naturalis principia mathemati-
ca”, donde describe las tres leyes de Kepler (que mas ddelartrataran) como

consecuencia directa de aquellas otras dos leyes quer@llfor
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Asi formulado, tenemos el que se conoce como problema dibkbsuerpos,

cuya solucibn nos proporciona la posicion de cada cuempéyncion del tiempo.

Resuelto el problema para el caso de dos cuerpos, se pladelagtres cuer-
pos, que se presentaba mas complicado y que permanecimmieimpo abierto,
desde que fuera enunciado con dicho nombre por Jean D’Alemb@imera vis-
ta no parecia demasiado complicado pues, supuesto unimsgidijelen el origen
de coordenadas, se reduce a calcular la trayectoria dertsdis, es decir, dos
ecuaciones en lugar de una. Sin embargo, la resolucionudeieaes diferencia-
les no siempre es facil, 0 mejor dicho, casi nunca lo es. besxde ecuaciones
lineales tienen solucion, pero no es asi en los casos ealdis, para los cuales
no siempre es posible encontrar una linealizacion. Ellproa fue estudiado por

numerosos cientificos.

Un caso particular para el caso de tres cuerpos, fue requaitbagrange,
quien demostrd que existian cinco posiciones que padiaresueltas, obteniendo
lo que desde entonces se conoce como puntos de LagrangbkeBsteha deveni-
do en un importante resultado astronémico cuando se descublos asteroides
troyanos de Japiter. En la actualidad estos puntos, soarda snportancia para

colocar en ellos determinados satélites espaciales.

La primera solucion de caracter general se debe a Lapgjac presenta en
1776 su tratado de Mecanica Celeste, donde explica que los oanobbitales
de Saturno y Jupiter, que tanto preocuparon a Newton, soasrperturbaciones
que sblo dependian de la propia Ley de Gravitacion, yitend compensarse con
el transcurso del tiempo. También afirma que si se conotaevalocidad y la
posicion de todas las particulas del Universo en un itstae podrian predecir

su pasado Yy futuro, lo que dio origen al conocido determiaitaplaciano. Sin
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embargo, la respuesta de Laplace no era exacta, pues eruaapaes del siste-
ma Sol-Jupiter-Saturno desprecid un término materoagiie creia muy pequefio,
pero que podia crecer rapidamente y sin limite, de healstatdesestabilizar el

Sistema Solar.

Asi pues, el problema general seguia sin solucion. FRmeEReyOscar Il de
Suecia, eri884 ,organiz6 un concurso internacional de matematicasscbgaes
establecian cuatro problemas por resolver. El primerdldg @ropuesto por Karl
Weierstrass, era precisamente el problema de loserpos, correspondiente a la
generalizacion del caso de tres, y que pretendia estalkes formulas que ri-
gen las trayectorias de los objetos del Sistema Solar. Elmdtco francés Henri
Poincaré, que entonces contaba 86rafos de edad, participd en el mismo, pa-
ra lo cual comenzo estudiando detenidamente el caso deytmesentando su
memoria enl888, con el titulo de “Mémoire sur les Courbes Définies par une
Equation Differentielle”, en la que establecio que ellpema carecia de solu-
cion, siendo declarado ganador por el jurado. La conmfuprincipal de Poin-
caré en dicha memoria era que la evolucion del sistemareexteemo cabtica,
pues una pequeiisima variacion en el estado inicial digjoiera de los cuerpos,
como por ejemplo, las debidas a los errores de medicionguuigiios que sean,
podria conducir a resultados completamente diferentes dé los integrantes del
jurado, Karl Weierstrass, afirm&Si bien este trabajo no puede ser considerado
como la solucion completa del desafio presentado, esl departancia, que su
publicacibn marcara el comienzo de una nueva era en lartaigte la Mecanica

Celeste:

La razon de dicha falta de solucion estable es que estéepnalrarece de lo

que se conoce como solucion analitica, es decir, la iategre se debe resolver
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para obtener una funcion que nos represente la posiciéadieuno de los cuerpos
en funcibn del tiempo, no existe como una expresion emitérs de las funciones
usuales que todos conocemos. No obstante, el que no tengésahnalitica no
quiere decir que sea un enigma, pues lo que si es posiblete&seomaproxima-
ciones numeéricas con cualquier precisiobn que querracarslo que si podemos
calcular y predecir las trayectorias. Asi pues, el probléamdamental radica en
que cualquier variacion en los datos iniciales, por pagugie ésta sea, hace que
varie completamente los resultados con respecto a logegatiservados en la

realidad.

El problema de los tres cuerpos ha dado lugar a una variedadobemas
similares, muchos de ellos muy importantes en nuestra atidiana. Se trata de
resolver la evolucion de sistemas dinamicos muy serssélas variaciones en las
condiciones iniciales, donde pequefas variaciones perdgrandes diferencias
en el comportamiento futuro. Este tipo de sistemas se seelentinar sistemas
cabticos, y como ejemplos podemos indicar el Sistema Splarfue el primero de
los estudiados, asi como las placas tectonicas, los #igdaégimen turbulento,

los problemas de crecimiento de poblaciones o diferentelelos econbmicos.

Esta contextualizacion historica ayuda a situar la irtgoania y la necesidad
de desarrollar esta tesis en torno a los siguientes cuaspagntenidos en sendos
capitulos: Principios Basicos de la Mecanica; El Prof@ede los dos cuerpos;

especificamente El Problema de los tres cuerpos y MétodogNcos.

En efecto, en el capitulbse exhibe el analisis de los principios basicos de la
mecanica, haciendo énfasis sobre las formulacionesabggna y Hamiltoniana,

que nos permitiran tener otra mirada del problema, objetestudio.

En segunda instancia, sera necesario para nuestro estdialisis del pro-
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blema de los dos cuerpos, su solucion y propiedades sulitgacdambién en el
capitulo2 se presenta el analisis de la formulacion Lagrangianardblgma de

los dos cuerpos y se observa que las conclusiones obteiddgssmismas que
las que se obtienen de la formulacion newtoniana.

Con el problema de los dos cuerpos previamente analizadtugli@do, nos
sumergiremos en el mismo problema pero con un cuerpo méscePaimple y
facil decirlo, sin embargo agregar un cuerpo mas al proalde los dos cuerpos
arrastra unainmensa dificultad. Justamente esta nuegaiéitiino tiene solucion.
Lo Unico posible de tratar aqui es una simplificacion dailsma. Es por eso que
nos centraremos en el llamado: Problema restringido Girald los tres cuerpos.
Este problema da origen a puntos de equilibrio en el espads €specificamen-
te a cinco puntos) que son de muchisima importancia parstdfar@mia. En el
capitulo 3 de esta tesis estan detalladas estas apheacio

Finalmente, aplicaremos métodos numéricos para tratabtener aproxima-
ciones numéricas de las soluciones de las ecuacionesmifales que rigen el
movimiento de estos cuerpos. Es por eso, que en el cagitso estudiaran al-
gunos métodos numeéricos que se aplican no sblo al prabdienfos tres cuerpos,
sino también al de los cuerpos. Por ejemplo se pueden estudiar aproximaciones
del estado de los ocho planetas de nuestro sistema solardogel sol y también

el ex-planeta Pluton si se quisiese.
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Capitulo 1

Principios Basicos de la Meanica

Introducci n

La mecanica es la rama de la fisica que se encarga del@sieldnovimiento

y reposo de los cuerpos, y de su evolucion en el tiempo, bagodion de fuerzas
que interacttan entre ellos.

La mecanica clasica es una formulacion de la mecanieadgacribe el compor-
tamiento de cuerpos fisicos de tamafo macroscopicospaso y a velocidades
pequefas en comparacion a la velocidad de la luz.

Se disponen de varias formulaciones diferentes de la rieecéalasica para des-
cribir un mismo fenébmeno, las cuales llegan a la misma cwi@h, es decir, todas

arriban a lo mismo, salvo que difieren en sus metodologias.

* La mecéanica newtoniana es una formulacion especifitahecanica clasi-
ca que estudia el movimiento de particulas y solidos erspaao euclideo
en tres dimensiones. La formulacion basica de la meaamevtoniana se

hace en sistemas de referencia inerciales, es decir, lasienes del movi-

11
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miento se reducen a las Leyes de Newton, en honor a Isaac Newien
hizo importantes contribuciones a esta teoria. por ejetagrimera ley es-
tablece que todo cuerpo permanece en su estado de reposamweideento
rectilineo uniforme, a menos que otros cuerpos actlere®blLa segunda
de ellas expresa que la fuerza que actua sobre un cuerpoeetadiente
proporcional a su aceleracion (como ya se aclard en ladatrcion). Y por
altimo, la tercera ley dice que cuando un cuerpo ejerce uaezé sobre

otro, éste ejerce sobre el primero una fuerza igual y dédseopuesto.

* La mecanica analitica es una formulacion mas abstnageneral que la an-

terior y permite el uso en igualdad de condiciones de sisteneaciales o
no inerciales. La mecéanica analitica tiene, basicaenéos formulaciones:
la formulacion lagrangiana y la formulacion hamiltoraahas dos llegan
basicamente a los mismos resultados fisicos, aunquedaieh del enfo-
que puede depender del tipo de problema. Existen algurexendias entre
el sistema de ecuaciones de Hamilton y el de ecuaciones darigeg las
ecuaciones de Lagrange sarecuaciones y las de Hamilton spm ecua-
ciones. Ademas, las ecuaciones de Lagrange tienartognitas, en tanto
que las ecuaciones de Hamilton tierizn incognitas. Otra cuestion im-
portante es que las ecuaciones de Lagrange son de segumraoeordus
incognitas, es decir, se necesita conocer dos datos pagriita para fijar
las constantes arbitrarias (posicion y velocidad injgak ejemplo) y las
ecuaciones de Hamilton son de primer orden en sus inc@gesalecir, se
necesita conocer un dato por incognita para fijar las cotegaarbitrarias
(posicibn inicial, por ejemplo). La formulacion de Hatoih es méas potente

que la de Lagrange y se emplea con preferencia cuando sdéregaolver

12



1.1 Calculo de Variaciones 13

cuestiones sobre la existencia de valores constantes dsteima, periodi-
cidad de trayectorias, comportamientos estables, etc.hStaote, para la
resolucion de problemas elementales de mecanica, domdgetivo es la
obtencion del sistema de ecuaciones diferenciales, eiltoarano aporta

frecuentemente un camino mas largo que el lagrangiano.

1.1. Calculo de Variaciones

El calculo de variaciones estudia los valores criticoBideiones definidas en
espacios de dimension infinita. Este tipo de funcionesasedh funcionales. Un
espacio tipico de esta clase son los espacios de curvasgiefuthcionesy cuyo
dominio es un intervald ¢ R — R". Como ejemplo de funcional, podemos

considerar la longitud de la curva:
t1
Ie) = [ lete) a
to

Dado un funcional/ definido sobre curvas, una curyay otra h, definimos la

derivada de Gateaux deeny en la direccion dé por:

DJ(p)(h) = lim LT = ()

e—0 €

si tal limite existe.
En general, consideraremos:

t1

J(g) = / Lig. 1) dt (1.1)

to

13



14 Principios Basicos de la Meanica

dondep : I - R"y L : R" x R" x R — R, conL diferenciable y. = L(q, v, )

conv = q.

Teorema 1.1 Si L es suficientemente diferenciable y exiBtategrable de modo

que|L| < @, entonced tiene una derivada y satisface lo siguiente:

t1
oL d oL

to

Ly sus derivadas e&h evaluadas efip, ¢, t).

Dem.
t1
D)) =l
to
t .
_/, (L(weh,weh,t)—L(so,sb,t)) dt

lim
e—0 €

L(QO + €h7 90 + Ehut) - L((,O, (,O,t) d
€

t

oL . 0L
/Za_qkh’“ hk+EOdt

8L oL .
= | =h+ =hdt
8q + aq

OL oL
_/_hdt_/_<aq)hdt+8—qh

Notar que el paso al limite bajo el signo integral, se logegliante el teorema de

t=to

la convergencia mayorada. Ademas, notemos que dichateorale para funcio-

nes de variable continua. O

14



1.1 Calculo de Variaciones 15

Estamos interesados en encontrar puntos criticos de d&ohal / dada en (1.1),
y en particular minimos, sobre el conjunto de curvas comr@nos valores ex-

tremos.

Definicion 1.2 DefinimosC>(I,R™) como el espacio de todas las funciones in-
finitamente diferenciables con dominio en un intervala R abierto y cuyo

codominio eR". Es decir:
C*(I,R") ={p €C™ tal que ¢: 1 — R"}.

Definicion 1.3 Seana y b € R, y to, t; € R. Definimos el conjunt®,, , como
el conjunto de todas las funciongsen C'* tales quep(ty) = a 'y ¢(t1) = b. En

simbolos:

Doy ={p € C% 1 ¢(to) = ay p(t1) = b}.

Definicion 1.4 SeaJ definida sobre’ (7, R™). Un punto citico de.J es una curva

ptalqueDJ(p)(h) =0 Yh.Aqu h es la direccdn.

Proposicion 1.5 Siy es un nmimo deJ, entonces es un puntoitico.
Dem.Por un lado sabemos que:
J(p) < J() Vi € C=(I,R™).

En particular, pard € C*°(I,R"), ocurre queJ(¢) < J(¢ + €h) Ve.
Seae > 0 (e < 0), entonces ocurre que:

O sea que:
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Asiocurre queD J(¢)(h) = 0, entonces es un punto critico, tal como queriamis.

t1
Lema 1.6 Seaf : [to,t;] — R, continua y satisface qu¢ f(¢)h(t) dt = 0 Vh

continua(h € C™) tal queh(ty) = h(t;) = 0 entoncesf t:O 0.
Dem.Supongamos qué¢ # 0 en (ty,t;). Entonces existé" tal que f(t*) # 0.
Supongamos qug(t*) > 0.
Por la continuidad de la funciofi, 3 ¢ > 0y 3 § > 0 tal que f(t) > € con
te(tr—6,t"+9).
Es posible construir una funcine C>((t,t1)) () C([to, t1]) tal que
h(t)=1en (t*—3,t"+3)
h(t) =0 en (t*—0,t" +0)°
y0<h<l1.
Reemplazando esta funcion en la igualdad tenemos que:

t*+5 t*+5 43

0 :/f(t)h(t) dt :t*/(S FOR() dt > e / h(t) dt > € / Ldt =5 >0

t*—9 t*—

N[

y esto es un absurdo, ya que concluimos@ue0. U

t1

Teorema 1.7 SeaJ = /L(cp, $, 1) dt entoncesy es un punto dtico deJ siy

t
sblo si se cumple lo sié)uiente:
d (ory _or
dt\9q) 0Oq

16



1.1 Calculo de Variaciones 17

Esta es conocida como la Ecuéanide Euler-Lagrange.

Dem.Seah € C* : h(ty) = h(t;) = 0. Sea ademags € D, ;. Se deduce que:
@+ eh € Dyy, Ve> 0.

Ademas tenemos que:

t1

O:Dﬂ@W:/E%—%C%ﬂhﬁ+%h

0

t1

to

Entonces como el Gltimo sumando es cero pi(és) = h(t,) = 0, resulta que:

t1

oL d (0L
TS () hadt =
/5 - (5) =

d (L) _or
dt \9q ) 0Oq

por el lema (1.6). O

de lo que deducimos que

Ejemplo 1.8 En el caso de la longitud de una curva, resulta que:
t1
Ie) = [ 1ol at
to
cona = p(to) y b= p(t1) ¥ L(q,4,t) = |4|.

d (0L
O—O‘a(%)

17

Tenemos un minimo si
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oL . i i i .
entonces((T = ¢ conc constante y asi = ﬁ = c|p| = ¢. Entoncesp tiene la
q ¥

misma direccibn y sentido que

Ahora bien, integrande entre[t,, t] obtenemos lo siguiente:

o) = plto) + / 1(8) dt = p(to) + es(t)

dondes(t) es la longitud de la curva entf&), t| y ésto describe una linea recta.

Asi p es una recta como cabria esperar.

1.2. Sistemas Me&nicos

d(ony _or
dt\9q) 0Oq
t1

se llama la Ecuacion de Euler-Lagrange del funciohal) = /L(cp,c,b,t) dt.

La ecuacion

to
Hemos probado que un punto critico desatisface las ecuaciones de Euler-
Lagrange. Las ecuaciones de Euler-Lagrange:secuaciones de segundo orden,

por ende aparecedm constantes de integracion, que se determinan con las-condi

cionesp(ty) = ay p(t;) = b.

Las leyes de Newton constituyen una herramienta muy impierfzorque pueden
explicar una amplia variedad de sistemas reales. Sin embaxgten sistemas
acelerados o en rotacion, donde las leyes de Newton aplicaths fuerzas ejer-

cidas por las particulas no se cumplen.

18



1.2 Sistemas Meg&nicos 19

Los sistemas de referencia inerciales son aquellos en ®@seoumplen las leyes
de Newton usando soblo las fuerzas que se ejercen entearculas del siste-
ma.

Los sistemas de referencia no inerciales pueden tratgnsiesdo dos posibilida-

des:

1) Introduciendo fuerzas que tienen que ver con la rotagiaoeleracion del

origen del sistema de referencia.

2) Generalizando las leyes de Newton a una forma mas ampégpgeda
ser aplicable a cualquier sistema de referencia. Esta daquosiblidad es
precisamente el camino que siguieron formulaciones masrgkes de la
mecanica clasica como la mecanica lagrangiana y la meachamiltonia-

na.

)

Un sistema de referencia desplazado respecto a uno inegcedo y que s

mueva a velocidad lineal y constante, sigue siendo inercial

Un sistema de referencia en rotacion, o moviéndose cderaceén respecto|a

un sistema inercial, da lugar a un sistema de referenciaanoiah. Es decir, que

en él no se cumplen las leyes de Newton.

Vamos a suponer un sistema mecanico gobernado por lasi@wesae New-

ton, es decir suponemos un sistema inercial.

Seanmg, .....,m, las masas de cuerpos materiales con posicionss...... T
en el espacio euclidel®. Ademas vamos a suponer que sobre los cuerpos actlian

fuerzasF;, coni = 1,....,n y llamamosF = (Fi,...... , F,). Asi resulta que

19
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F:R3x ... xR — R® x ... x R3. Ademas supondremos quresolo de-
pende de las posiciones de los cuerpos y no del tiempo, essdeandremos que
F es autbnoma.

Acorde a la segunda ley de Newton tenemos que:

d .
a(mzﬁ(t)) = I (1.2)

coni = 1, ....,n. Estas ecuaciones no dependen del Sistema Inercial.

Ademas supondremos que el camipas conservativo, es decir que existe una
funcion potencial (solo depende de las posiciofés)R? x ....... x R? — R tal
que:

F, =

U (U U U
873- N an-l ’ 87“1‘2 ’ 87“1‘3 .

Asi la ecuacion (1.2) se convierte en

d ou

7 (mairs(t)) = o

Por otra parte, definimos
n
T=%" i
=1
como la energia cinética § como la potencial. Ademas, definimos.acomo
diferencia entre la energia cinética y potencial, esrdéci 7' — U.
L se llamara el Lagrangiano. Notar que esta definicibnlestada sobre campos

conservativos.

Las ecuaciones de movimiento se pueden escribir como enescde Euler-

d (9L 0L

20
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respecto al Lagrangiani, luego son puntos criticos de la integral de accion
t1

[

to

como ya lo establecimos en el teorema (1.7).

Ademas definimos la energia total del sistema cdme 7' + U.

El siguiente teorema nos muestra que la energia total eeo@ua por las so-

luciones de la ecuacion (1.2).

Teorema 1.9 En un sistema conservativb,se conserva a lo largo de soluciones,

es decir,l’ es una integral primera del sistema.

Dem.Para ver ésto, debemos derivay obtenero.

dE d [~=m;,.
E = % (Z 7 Ti‘2 + U(Tl, ....,Tn)>

1=
- Fio. = OU |
= Zm,|7‘,|—7‘, + —-—.T;
i=1 i = O
n
=1

Y asi hemos concluido con la demostracion del teorema. O

Teorema 1.10Las soluciones de las Ecuaciones de Movimiento son punits cr

cos del funcional
t1

J(r(t)) = / L(r,7) dt

to

21



22 Principios Basicos de la Meanica

conL=T—-Uyr = (ry,..,r,) € R

Dem.Tengamos en cuenta que un punto critico de un funcigred una curva
¢ con DJ(¢) = 0, es decir, una curva que satisface las ecuaciones de Euler-
Lagrange.
Por otro lado
m,
L=T-U=Y —H>=U(r),....rn).
DGl = Ul m)

Asi tenemos que:

d (0L _i( 4.4)__8U_8L
dt\or;) dt VT "or, T oy
lo que implica que las soluciones de las ecuaciones de m@néonson puntos

criticos por el Teorema (1.7). O

Una de las cuestiones mas importantes relacionadas cendasiones de Euler-
Lagrange es que se escriben igual relativas a cualquiengagde variables. Como
es de mucha importancia lo descrito anteriormente, deerass dicho resultado,

resumido en el siguiente teorema.

Teorema 1.11Seal(z,v,t) : R x R* x R — R, entonces las ecuaciones de
Euler-Lagrange se escriben de la misma manera en cualqisesrsa de varia-

bles.

Dem. Para demostrar este resultado hagamos el cambio de varsfleente:
x = f(y) con f difeomorfismoty f: R* - R"y g = f~ 1.

Como f es una funcion de varias variables, entonces pondrames f.(y) e

Laplicacion biyectiva y diferenciable y con inversa difesiable

22



1.2 Sistemas Meanicos 23
Yr = gr(2).
Las relaciones que quedan son:
0 ox
e Z fk Z »
(1.3)
o 0gk 0yk
Wk - = Yk = Z 8:1: '
— J
Ademas:
Dg(f(y))-Df(y) =

Tenemos qué.(z,v,t) = L(f(y), Df(y)y,t) =: L(y,w,1)

Por un lado tenemos:

Z oL 8yk OL Owy,
Oy 0x; (9wk ox;

(‘3L 8yk aL a Yk
Z Yy (9% Z ox; c%cj

(9xZ

Por otro lado, se tiene que:

(%Z (9yk ov; (9wk (%Z 8wk ox;’
Jwy, Oy Yk

debido a que— por la expresion dey, en (1.3), y
ov; 895,» ov;

= 0, pues tanto

y comov son variables independientes Hgpor lo tanto lo son entre ellas.

Ademas, si calculamos:
d (Oyx\ _ Ogr, *gi
dt <8wl) B <0xl) Z 0xj8wivj’

23




24 Principios Basicos de la Meanica

obtenemos que:

d (OL\ < d O 0 gi
dt <8vi) N zk: dt (8wk) ox; Z owy, Z 0@81’2-%’

oL
Restando las expresmngs

R _aL_Z AN ALY
~dt \ O, or; - dt \ Owy, Ay | Ox;

oL
y — 5 , tenemos lo siguiente:
;!

O vectorialmente podemos escribir lo anterior de la sigeiemanera:

NHOR L

y comoDg es no singular, se sigue inmediatamente lo que queriamos:

i (o ot
dt \ow) Oy

Corolario 1.12 Si en un sistema maoico usamos coordenadas generalizadas

q1, -----, ¢, (pPOSiciones de: puntos masa), entonces las ecuaciones del Sistema

i (o ot
dt \o¢) 0Oq

Notemos que las ecuaciones de Euler-Lagrange, son indegrees de si el siste-

ma es inercial o no.

24
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Ejemplo 1.13 Cosideremos un péndulo con una masandgcon una longitud.

El péndulo?, es un sistema fisico que puede oscilar bajo la accioritgtaxia u
otra caracteristica fisica (elasticidad, por ejemplqug esta configurado por una
masa suspendida de un punto o de un eje horizontal fijos, ntedia hilo o una
varilla.

Asumiremos también que su movimiento se da en un planactsp un Sistema

inercial. Asi, el campo de fuerzas £s= (0, —mg).

X4

Figura 1.1:Péndulo simple

Este campo es conservativo, pues existe;, x2) = U(x2) = mgz, tal que:

oU
COr,
oU
Org

0

Luego, la funcibn de Lagrange o Lagrangiano en coordercaatssianas respecto

2del latin pendulus, pendiente

25
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al Sistema inercial es:
L=T-U= ém(xl + 25°) — mgxs.
Pero si usamos el anguddver dibujo) para describir la posicion tenemos que:

r1 = lsenf V= T = lcos0f)

To = —lcost vy = 2y = lsendo

Entonces el Lagrangiano sera:
_ . 1 s
L(6,6) = iml 6% + mglcosb.

En el nuevo Sistema de coordenadas se satisfacen, poreshi@¢t.11), las ecua-

ciones de Euler-Lagrange:

a (omy o
dat\ g0 ) 00

ml*0 = —mglsent

0= —%sen@.

Y ésta Ultima es la conocida ecuacion del péndulo, dei#éh £e observa que su

movimiento es independiente de la masa

Definicion 1.14 En me@nica usaremos las siguientes termindhbmsy
* q; coni=1,...,n son las posiciones generalizadas:dpuntos masa.
* g; coni=1,...,n son las velocidades generalizadasrdpuntos masa.

* L(q,q,t) es el Lagrangiano.

26
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*

Di = son los momentos generalizados.

4qi

oL .
* 5 son las fuerzas generalizados.
q;

t1

* /L(q(t),q‘(t),t) dt es la integral de acéin.

to

Ejemplo 1.15 Particula libre en coordenadas cartesianas.

AQui L = T = %m|7‘=\2 (no actlia ninguna fuerza sobre ella). En coordenadas
cartesianas, tenemos que el Lagrangiano es:
p=1 (1} + 73 +73)
= 2m U 9 rs).
Aqui las velocidades generalizadas gar.os momentos generalizados seon;.
Ademas, la ecuacion de Lagrange sera

d

y la integral de accibn resulta

t1
1 2
Sm [ |i? dt
m [ 17

to

gue ya vimos, en el ejemplo (1.8), que sus puntos critiarsliseas rectas.

Para el péndulo, en coordenati®enemos que:

1 .
L=T-U= iml292 -+ mglcosf

27



28 Principios Basicos de la Meanica

donde es la coordenada generalizadé gs la velocidad generalizada.

. oL : . .
El momento generalizado gs= % = mi%0 y la integral de accion es

t1
1 .
/ iml292 + mglcosf dt.
to

Definicion 1.16 Un campo central/ es un campo de fuerzas conservativo tal que
la enerda potencial de una paitula $lo dependa de la distancia (escalar) a un

punto fijo llamado centro, es dedif(r) = U(|r|) donder es la posicdn.

Ejemplo 1.17 Sea una particula gobernada por la siguiente ecuaciérediial:

Mz
i(t) = ——=.
Veamos que este campo es central.
., M :
La funcionU (z) = —— es un potencial, pues:

]

M
oU Mla| 2Tk _ My,

Orp 2] |z
Entonces el gradiente désera:
M
VU = —.
|z[?

Ejemplo 1.18 Encontremos las ecuaciones de Euler-Lagrange para dgsosuer

materiales{ = 2).

El Lagrangiano resulta:
1
L=T-U = m(@?®+ %) - U((af + 22)2).

28
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29

Aqui, U es un campo central pues es el del ejemplo anterior.

Lo escribimos en coordenadas polares:

1 = rcost

Ty = rsend,

en dond€z,, x9) = x.
Entonces

T, = rcosf — rlsent
Ty = 7-senf) + rfcost

Que lo podemos reescribir como:
111 _ . cost 4 rh —senf
T senb cost
Asi la expresion para el Lagrangiano queda:
1 1 .
L= §m(r12 + 25%) — U(|z|) = 5m(7’"2 +7260%) — U(r).
Derivando al con respecto & 7, 0 y 6, resulta:

8_L
or

oL _
or

oL _
a0

oL

2/ _ 2 17/ v
mr mr<6 =mrd* —U'(r) 50

Ahora, como vale que:
(oL _or
dt\og) 00

d (OL\ 0L
at\or) or’
obtenemos las siguientes conclusiones:

29
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1) De la primera igualdad, deducimos que:
mr6 = h,

conh constante. De esta ecuacion se deduce la segunda Ley d&,Kp@
establece que el radio vector trazado desde un cuerpo hadta,ebarre

areas iguales en intervalos de tiempo iguales.

2) Por otro lado, si observamos la segunda igualdad, tengues

mit = mré* — U'(r)

i=rf*— —U/(T)
ot

N : . 0L
Definicion 1.19 Una variableg; que no aparece eh, es decir— = 0, se llama

dq;

ciclica.

Teorema 1.20 EI momento generalizado con respecto a una variaitéoa se
conserva, es decir, es otra integral primera, adasnte la ya establecida en el
Teorema (1.9). Recordemos que una integral primera depeéadies variables de
la ecuacon diferencial y sus derivadas, y resulta constante cuardntsoduce

en ella la dependecia respecto al tiempo.

L L
Dem.Sabemos qu% = 0y debemos ver qu% = cte.
q; qi

Como se satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange, sslogie:

4 (LY _oL _,
dt \9¢;)  0q;

con lo queda demostrado el teorema. O

30



1.3 Transformada de Legendre 31

1.3. Transformada de Legendre

En mecanica clasica se usa una transformada de Legendrdgyévar la for-
mulacién hamiltoniana partiendo de la formulacion lagjiana, y viceversa.
Eso es posible, puesto que el lagrangiano es un funciomcégplie las coorde-
nadas posicionaleg, de las velocidades generalizadasy del tiempo. Por su
parte el hamiltoniano, es funcion explicita de las copnadias posicionaleg, los
momentoy; y el tiempo. El punto importante es que los momentos pueden se

obtenidos como derivadas del lagrangiano, es decir

oL

con lo cual estamos en la condiciones para construir el kamaho a partir del

lagrangiano.

Definicion 1.21 Seaf : A C R" — R definimos la transformada de Legendre

como:
f*(p) = sup[p.x — f(z)],
€A
dondep.x denota el producto escalar o producto interno entre vectoleR".

of

Si f es convexa y diferenciable, el supremo (si lo hay) ocurrg;en o (z(p)),

dondep = V f(z(p)). La igualdad anterior se obtiene derivando la expéeside
la transformada con respectoaae igualando a cero.
Para unafunddn f : I C R — R, la transformada de Legendre se expresa como:
7 (p) = suplzp — f(z)]
e

En este caso, si el supremo existe, ocurreper f'(x(p)), de donde podemos

escribir quex(p) = (f')~'(p) si existiera la inversa d¢’.

31



32 Principios Basicos de la Meanica

Ejemplo 1.22 Seaf : R — R tal quef(z) = |z|, entonces su transformada de

Legendref*(p) = sup|xp — f(z)], resulta:
Tz€R

* Sip > 1 entonces*(p) = oc.
* Si p < —1 entonces™*(p) = oc.
* Si —1 < p < 1entonces*(p) = 0.

: 1
Ejemplo 1.23 Seaf(x) = §mx2.
Comof’(x) = mx = p es biyectiva entoncesp) = L
m

Asi, resulta que:
I | P\ _ P M<p)2_p P’ p
f(p)—ppm f(m)_m 2 \m/  m  2m  2m’

0%

Ejemplo 1.24 Seaf(z) = T cona > 1 yx > 0.
«
Comof'(z) = 2%~ = p es biyectiva, entoncesp) = pa-T.

Asi, obtenemos lo siguiente:

" 1 1 a po-t (a — 1)pa(i1 1 8
= a—1 — a—1) = a—1 — — = —
f*(p) = pp flpe=T)=p - - 5

o . 1 1
70 equivalentemente 4 — = 1.
«Q

B

Teorema 1.25La transformada de Legendre ge A C R™ — R es convexa.

conp =

Dem.Debemos ver que:

[r(tpr+ (1 —t)p2) < tf*(p1) + (1 =) f*(p2),

paratoda, yp, € Ayt eR.
Sabemos qué*(tp1 + (1 — t)p2) = sup [tp1.x + (1 — t)p2.z — f(z)]

32



1.3 Transformada de Legendre 33

Ahora bien, si reescribimos & x) comotf(z) + (1 — t) f(x), obtenemos que lo

anterior es igual a:

sup[t(pr.x — f(x)) + (1 = t)(p2-x — f(2))] < tf"(p1) + (1 = ) f"(p2),

xT

ya que el supremo de una suma es menor o igual a la suma de tesagp [

Teorema 1.26Si f : A C R" — R es convexa coyi diferenciable y el gradiente
Vf :R" — R"invertible (determinante de la matriz jacobiana distineakro),

entonces* = f.

Dem.Sabemos qué*(p) = sup[p.z — f(x)]y p = Vf(z(p))

T

Como f*(p) = p.x(p) — f(x(p)), podemos escribir:

f(a(p)) = pa(p) — f(p) < Sgp[p-x(p) — )] = 7 (=()).
Asi resulta que’ < f**.

Por otro lado, tenemos que:

f(p) =sup[p.z — f(2)] > px — f(x)

xT

o0 de manera equivalente

pa < flz)+ f*(p)°?

Entonces

flx) = pax— f*(p) Vp

3Esta desigualdad es conocida como la desigualdad de Young

33
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Ahora bien, si tomamos supremo sopr@btenemos:
f(z) = sup[p.x — f*(p)] = ().
p

Asi concluimos qug = f**. O

1.4. Ecuaciones de Hamilton

Consideremos las ecuaciones de Euler-Lagrange:

,_ 0L
p_aq7

donde
0L

Asumiremos de ahora en mas que el Lagrangiaigog, t), L : R"xR"xR — R

L . .
es convexo eg v (¢, t) con g— biyectiva.
q

Teorema 1.27 Las ecuaciones de Lagrange son equivalentes al sisten?a de

ecuaciones de primer orden:

. oH
_on
q_ap7

donde la fundn H(q,p,t) es la Transformada de Legendre d¢g, ¢,¢) como
funcion deg.

A H se lo conoce con el nombre de Hamiltoniano.

34
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Dem.Tenemos que:

q

El supremo se alcanza éfy, p,t) con

oL .
p= a—q(q,q(q,p, t),t).

Entonces:

H(qap7 t) = pq(Q7p7 t) - L(Q7q(Q7p7 t)7t)

= (Zpkq'k(q,p, t)) — L(q,4(q,p, 1), ).

DerivandoH respecto de;, obtenemos:

oH N 0gy  OL aCjk]
a. a_ ) 7t + a5 T a9 a9
o, ; { o, Gx(q,p,t) + Di op; 9. 9p,

.0 . LOL
Como la denvadaaﬁ es uno sij = k, y cero en otro caso, y ademaa—s,f = Dk,
_ Pj _ ] dk
lo cual es cierto porque se satisfacen las ecuaciones delEageange, ocurre

que

oH

8pj J

Asi hemos demostrado que:
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Ahora calculemos:
J0q; (1.4)

Hemos demostrado que las ecuaciones de Euler-Lagrangeamfas ecuaciones

de Hamilton.

Para el reciproco, supongamos que se verifican las eceacds Hamilton, y
veamos que éstas implican las de Euler-Lagrange, en dbhidergltoniano es la

transformada de Legendre del Lagrangiano.

oy oL
dt\9¢) 0Oq’

Debemos ver que:

en donde

= (g0
p_aq ana :

En primer lugar observemos que

d (oL _ .
at\ag)

, . 0L
Ahora calculemos el termln%.
q

Despejandd. de la expresion del Hamiltoniano, obtenemos:

. oL . oL

36



1.4 Ecuaciones de Hamilton 37

Ahora bien, derivemos la expresion anterior respecto a

OL 0L . OH OH &L

¢ 090" 9q ~ Op 0q0q’

y sabiendo que se verifican las ecuaciones de Hamilton, ei@nque:

oL .
8(] - p?
con lo que queda culminada la demostracion del teorema. O

El siguiente teorema nos muestra, que si la energia caitine una forma cuadrati-

ca, entonces el Hamiltoniano resulta ser suma de dichaiareng la potencial.

Teorema 1.28 Supongamos qué = 7' — U(q) y aden&s suponemos quE es
una funcon cuadética deg, es decir,
T(Q? Q7 t) = Z &ij(qa t)QZQJ
i,j=1
Entonces ocurre quel =T + U.
Dem.
Tenemos por hipotesis qué = ¢*A(q,t)¢ (dondeA es la matriz dex x n con

coeficientes:;;), entonces:

oL ,
conp = 8_q'(q’ q,t). Ademas:

L=q"A(q.t)g—Ulq).

37
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DerivandoL respecto dg, obtenemos:

oL

— = A(q,t)g + Al(q,t)g =
2 (. t)i+ A%(q, t)g=1p

Reemplazando eA nos queda:
H =pq—L(q,4,1)
=p'qd—L(g.4,t)
= {'[A(gq,t) + A(q. V)]d — (¢"A(gq, 1) — U(q))
=q'A(q,t)g+U
='Alg,)g +U

=T+U.

Ejemplo 1.29 Consideremos ecuaciones de movimiento como la siguiente:

ou

=%

cong € R.

Entonces el Hamiltoniano sera:
1.,
H = §|q| +U(q),

ya que la energia cinética es de la forma mencionada earehta@ anterior.

Por lo que resulta que:

OH ,
p——a—q——U(Q)
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conp = g.

Si aplicamos lo anterior al resorte = —kx obtenemos:
2

U(z) = k;%
1 k
H(z,p) = Slpl* + 527
De lo que obtenemos:
OH
0 = — = k
b ox .
. OH
T = o =D

Observemos que los sistemas unidimensionales sin fricsiémpre son conser-

vativos.

Corolario 1.30 Si(p(t), q(t)) es soluddbn del Hamiltoniano Y7 es independiente

det, entonces se conserva.

Dem.DerivemosH respecto de y veamos que es cero.

dH OH ., OH . K 0H

a ol Tl o

__OH (OH\ OH (0H\ OH _
 Op \ g dq \ Op o

Definicion 1.31 Si una coordenadg; no aparece en el Hamiltoniano se llama

. OH
ciclicay = 0.

)
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Observacbn 1.32 ¢; es ciclica pard? siy s6lo sig; es ciclica pard., pues re-

cordemos que:

H(p,q,t) = sup[pq — L(q, 4,1)].
q

Corolario 1.33 Sig; es Gclica entonce® es una integral primera. En este caso
la variacion de las restantes coordenadas es la misma que el sistema-de

coordenadagp, ....... ¢» Y €l Hamiltoniano

H(pla "7pi717pi+17 -y Pn,y 41, '-,Qi—1>Qi+1> ~>Qn>t) = H(pla -y Cy ooy Py 41, ~>Qn>t)

Dem.Supogamos qué = 1y escribamo® = (p1,7) ¥ ¢ = (¢1,9), en donde
P= (P2 Pn) YT = (G2, -, In)-
Las ecuaciones de Hamilton son:

OH . OH . OH . OH

2= =0 2 p5=_= ===
a1 "o T T

P =
Estas ecuaciones muestran guye- cte = cy aparece en las ecuaciones como un

parametro.

Una vez que resolvamos las — 2 ecuaciones:

"=
=5

se encuentrg, por medio de la ecuacion:
. oH
q1 = 3—}917
gue se resuelve por integracion. O

40



1.4 Ecuaciones de Hamilton 41

Ejemplo 1.34 En este ejemplo encontraremos las ecuaciones de Hamiltaepa

problema de los dos cuerpos en coordenadas esféricas.

Seanr, y r; las coordenadas cartesianashde los cuerpos y seang, m;
las masas de ellos.
Sabemos que se satisface lo siguiente, por las leyes de Névealetallara mas

sobre esto en el capitul):

T — 7o
r =G
0 1|7‘0 —7‘1|3
To—T1
] = Gmo‘r1 P

Aqui G es una constante gravitacional.

En coordenadas “heliocéntricast,= r; — ry. De lo que deducimos que:

. . . T —7T r
=71y —7"Tyg= —G(mo -+ ml)ﬁ = —G(mo + m1>w
Como ocurre que:
dU(r) T\ r
dr = —G(m0+m1) (—|7'| m) —G(m0+m1)w,
podemos concluir que el campo
—G(mo+m

es conservativo.
El Lagrangiano est. = T' — U dondeT’ es la energia cinéticaly la potencial.
B ZL:12—|—I:22—|—I:32 G(m0+m1)

L =
2 T

41
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donder = (.1'1, T, .1'3).
El Hamiltoniano es entonces:
7".124—7“'224‘7".32 G(m0+m1)

o= -
2 Id

Ahora escribamos lo anterior a coordenadas esférica$p poie tenemos:
x = psencost = xq
y = psenbflseny) = w9

2z = pcosy = x3

Derivando obtenemos las siguientes relaciones:
Z1 = psentbcost + picosicost — phsenbsent
Ts = psenibsent + pihcosihsent + plcoshsent)
T3 = pcosy — pw'senw

O lo que se puede escribir en forma matricial de la siguierteara:

Zh senpcost cospcost —sensent
To | = | senpsenf | p+ | cosisend P+ senpcost pf
Z3 coSs1 —seny 0

Estos tres vectores son ortogonales entre si. Entonces:

B p2+p21/.)2+p26.’236n2¢
= 5 .

T(7)
Esta es la energia cinética en coordenadas esféridés)y= U (p) es la energia
potencial. Asi el Lagrangiano resulta:

N 2 + p2)® + p20%sen? G(mg +m
Lip,b,0,.0,) = EHE S AT Gl )
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1.4 Ecuaciones de Hamilton 43

Encontremos ahora el Hamiltoniatt( P,, %, Py, p, 0, v), donde:

oL
P:—:.

oL .
P,=—"— =)
(Y pY
Py = g—g = p?senb.

Llegamos a la siguiente expresion para el hamiltonianibzando el teorema
(1.28):

1 P2 P2 G(m —'—m1>

Hay una variable ciclica que @spues no aparece en el Hamiltoniano. Por lo tanto

ocurre que:
oL
— = Py = cte,
00
es decir es una integral primera. Entonggs:n2y0 = cte.

Las ecuaciones de Hamilton son:

p - OH 3 p PPy G(mo+m)
P dp v sen2q p?
0H P}
Py, = —% = —gsen_?’@DCOﬂD
: OH
=% =°
0H 2P,
=—=—"=P
P=op,~ 2 ~ 7
OH
= — =P,p 2
(8 o, 1P
o _pn
0P, sen?1)
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44 Principios Basicos de la Meénica

Estas Gltimas seis son las ecuaciones de Hamilton parakelepna de los dos

cuerpos.

Ejemplo 1.35 Obtener las ecuaciones de Hamilton para una particula da ma
m que se mueve a lo largo del ejesometida a una fuerza Kz (K constante

positiva).

O ®]
R P i S T
Oscilador simple

Se construye el Lagrangiano: La coordenada generalizada les energia

cinética (en coordenadas cartesianas) es,

1
T = —mv? = —mi?.
2 2

Por otro lado, la Gnica fuerza que actla sobre la padigué oscila es Kx y Si

se define el potencial cero en el origen,

1
U=-Kz2*
5 T
entonces,
1 5, 1 9
L=T-U=-mz"— =-Kz“.
2 2

Se buscan los momentos generalizados: La coordenada liadaaess y el

momento generalizado es,
oL _
r — =~ — MX.
b oz
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1.5 Teorema de Liouville 45

Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es omtsery el tiempo
no aparece en forma explicita, el HamiltoniaHces justamente la energia total

del sistema,

2
1
Pz + — K22

H=T+U-=
+ 2m 2

Por Gltimo, se encuentran las ecuaciones de movimientoadailitdn: Las ecua-

ciones de movimiento son:

OH
p ox *
. OH p,
= ===,
Op, m

Al sustituir la segunda de las ecuaciones anteriores;paga la primera, resulta,
d, . . . K -
Kz = —£(mx) o0 equivalentementé,+wiz = 0 conwj = —, que es la familiar
m
ecuacion de movimiento para el resorte (oscilador arowosimple).

1.5. Teorema de Liouville

El teorema de Liouville es un resultado de la mecéanica haniédna sobre
la evolucion en el tiempo de un sistema mecanico. El misstabéece que el
volumen de una determinada regibnse mantendra invariante a pesar de que se
estirara y se encogera a medida que el tiempo transcurra.

Por simplicidad asumiremos qu(?gfl:i = 0.

Definicion 1.36 El 2n-dimensional espacio con coordenadas ..., pn, qi, ----, Gn

se llama espacio de fases.

Observacbn 1.37 Asumiremos que las solucion@gt), ¢(¢)) estan definidas.
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46 Principios Basicos de la Meanica

Vamos a considerar el flujo de las ecuaciones de HamitoiPor esa razobn de-
bemos desarrollar este concepto.
El concepto de flujo es una nueva manera de mirar las solcim&& ecuacion

diferencial

i=f(z) f[:QCR"—R". (1.5)

El flujo es una ecuaciof; : 2 — 2, es decir una transformacion (movimiento)
del espacio de fasé®™. Supongamos que la ecuacion (1.5) corresponde a la tra-
yectoria seguida por una particula que obedece ciertddmaf Entonce®,(x)

es la posicion después desegundos que ocupa la particula, que inicialmente
esta enc. Notemos que al suponer que el Hamiltoniano no dependeeattept,

es irrelevante el valor exacto del tiempo inicial (es lo nmosrer como evolucio-

na la particula de a ®,(z) hoy o mafiana). La definicion formal del flujo es la

siguiente.

Definicion 1.38 El flujo ® de la ecuadn (1.5) es la funé@n®,(z) = ¢(t), donde

¢ es soluddn de (1.5) y verifica que(0) = «.
Teorema 1.39 El flujo &, preserva vdlmenes, es decir ocurre que:
vol(D) = vol®;(D).

Este es conocido como el Teorema de Liouville.

Antes de demostrar este teorema notemos quie s el flujo detx = f(z),

entonces ocurre que:

Oy (z) = x +tf(x) + O(t?),
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1.5 Teorema de Liouville 47

en efecto, desarrolland®d, en serie de Taylor respectotgy para unz fijo, se
obtiene:

o (z) + %Cbt(x) ) t+O0(?) =a+ f(x)t + O(t?).

Lema 1.40 Si A = a,; €s una matriz, entonces:
det(I + At) =1 +trAt+ O(t?).

Dem.Sabemos que, por definicion

n

det(A) = Z sgn(o) HAi,am

ocePy =1
donde la suma se calcula sobre todas las permutaciafelonjunto{1, 2, ..., n}.
La posicion del elementiodespués de la permutaciérse denota come;. El con-
junto de todas las permutacionesies Para cada, sgn(o) es la signatura de,

esto est1 si la permutacion es par-y1 si es impar.

Ahora calculemos:

oceP, =1

= Z sgn(o)(I + At)15y.cc..( + At) o,
O'GPn

=Y sgn(0)[(Ioy- Loy Ino) + tA1 0, Do gy Lo+
O'GPn

tAs.3 110y sy T, o]

=1+trAt+O(#).
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48 Principios Basicos de la Meanica

Lema 1.41 Sea

V(t) = vol[®,(D)] = / dz = / det[DDy]| da,

®,(D)

:/divfdx.

D
Dem.Laigualdadd,(z) = z+ f(2)t+O(¢?) dice qued,(z) = z+ f (z)t+t> M (z)

entonces ocurre que:
av

dt |

y derivando respecto dey haciendo tender— 0, obtenemos:

0P (z) of ()
or I+ ox

t+O(t?).

Asi:

det {&Dt H dx

det {I + —t + O(tQ)} ‘ da

o
/

:/|1 Y divft + O(#)| da

:/1+divft+0(t2) dz
D
Entonces ocurre que:

av .1 , 2
ﬁtoigr})h(/[l—i-dwfh—i-O(t )}1dw)
D
:/divfdx
D
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1.5 Teorema de Liouville 49

Corolario 1.42 Sidiv f = 0 en®,, entonces se preservan los inalenes.

Dem.Sidivf = 0 entonces:

av
- — 07
dt |,
lo que implica que se preservan los volumenes por el lerdd ) 1. O

Ahora si, estamos en condiciones de demostrar el Teoremawaélle.

Para las ecuaciones de Hamilton

. OH
P
)
o

y la funcion f definida como:

o (om on
N dq’ op )’

. 0 oOH o (0H
Wl =B (‘a—q) M (a—p) =0

Entonces se preservan los volumenes por el corolario)1.42

obtenemos que:

Una aplicacion importante del Teorema de Liouville es guaue sistema Ha-
miltoniano no existen equilibrios ni ciclos limite.

Si suponemos la existencia de un punto de equilibrip consideramos una bola

4Un ciclo limite es una trayectoria cerrada y aislada. Esrdp® las trayectorias vecinas no

son cerradas, son espirales que salen o convergen alioiite. |

49



50 Principios Basicos de la Meanica

con centro en €l de radig el volumen de ese entorno deberia ser constante en

todo momento, segln el Teorema de Liouville, es decir:
| Bz, r)| = [®:(B(x,7))],

lo que no es cierto pues las trayectorias convergermar ser un punto de equi-
librio, y entonces ocurre ques(z,r)| = th’m |®(B(z,r))| = 0. Esto explica
—00

porgué no pueden existir puntos de equilibrio o ciclostém

Ante esta descripcion del conjunto de principios basamta mecanica, nos pa-
rece valido mencionar que son Utiles para el desarrollogisiguientes capitulos
e importantes como primer acercamiento al problema de Issderpos, lo que
se puede observar en el ejemplo (1.18).

También es importante destacar que existen diferentesifaciones de la mecani-
ca, la cual tiene un elevado contenido de modelos matemsagin embargo, no es
la elegancia ni el rigor formal de estos modelos un critedecaado para valorar
una teoria de la mecanica, pues cada teoria (y sus poa@pbyacentes) es tan
buena como la interpretacion que realiza de las obsemnvesiexperimentales de
la realidad fisica. Si las predicciones teoricas se sporden adecuadamente con
las observaciones experimentales, la teoria sera adiedndependientemente de
su elegancia matematica. Por el contrario, si los resodtad se corresponden con
las observaciones, llegaremos a la conclusion de que sisgra teoria distinta

para el fenbmeno en cuestion.
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Capitulo 2

El Problema de los dos cuerpos

Introducci on

En este capitulo haremos, en primer lugar, una introdacsobre el movi-
miento den cuerpos y también estudiaremos el centro de masa de esmaide
particulas. EIl momento lineal, el momento angular, lagiaey su conservacion,

seran tratados también en esta primera parte.

En segundo lugar, investigaremos el movimiento de dos osegpe estan
sujetos s6lo a atraccion mutua. Asumiremos que los ceespio simétricamente
esféricos y que se mantienen las leyes de Newton, es dewidesaremos un
sistema inercial, asi los cuerpos pueden ser considecadus puntos masas. Los
métodos usados son generales y mucho del lenguaje utilszaé el de un planeta

viajando alrededor del sol.
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52 El Problema de los dos cuerpos

2.1. Ecuaciones de Movimiento para cuerpos

La ley de movimiento de: puntos masas de coordenadasc R3 en un

sistema inercial es:

d(mlxz) 2 ol T; — .fIZ'j
W) e, 5 it
ey

donde: = 0,1,.....ny £k = 0,01720209895 \/(AU)3M*1d*2. ! Esta ley de
movimiento se deduce de la Ley de gravitacion universamgacionada en la
introduccion.

Asumiendo que las masas no cambian con el tiempo, podentilsiesc

n—1 T T
T; = —kQ E mjij

=0 j#i i —

Podemos escribir el sistema anterior de manera reordeadatio origen. Sea
mo una masa que domina al resto. Escribamos el sistema remdi@io con ori-
gen en esa masa.

Llamaremos:; = z; — o coni = 1,.....,n — 1. Asi r; son llamadas las coorde-

nadas heliocéntricas del sistema. En estas coordenamasds:

=1 — ig = —k? E mj——— + k? E mj———L
3 3
e |y — : B
J=0j#i J=1
n—1 n—1
_ k? T Tj k2 r]
- Z m; _ |3 ij 3
. . r; 'rj J
J=0j# Jj=1

n—1
_ g2 T 2 LA Ty
= —k (m0+m,) ’l"‘|3 —k Z mj ( + )

2 TP

lEsta constante es la relacionada al Sistema Solar,dues la masa del sol. Adem&sson
dias yAU es una unidad astrondmica, que es aproximadamente eljsenagor de la orbita del

planeta Tierra alrededor del sol, es deti9597870km.
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2.1 Ecuaciones de Movimiento para cuerpos 53

coni=1,....,n—1.
Este sistema es di» — 6 ecuaciones. Ademas, es no inercial, pigs~ 0 (el

sistema esta acelerado).

, . T; . , . ..
El termino—?(mg +m;) —= es conocido como término principal, pues aparece

7]

n—1
Lo T, — T T
la masa del cuerpo mayor y el términd:? Z m; ( - j3 + Jg) se
o v RN Lok Sl el
conoce como el termino de las perturbaciones.

Si agregamos un nuevo cuerpo de masas m; con:i = 1,.....n — 1 (de tal
manera que la podamos despreciar y recordandorgues el cuerpo de mayor

masay), su posicion satisface:

n—1
T T—7T, T
”:—]{32 __kQ ) J J )
F= Kimo s K my <|r—rj|3 * w) @D

j=1

Las ecuaciones

n—1
ff:—MwM+m»£%—k2§:7W<7”_” +’7) (2.2)

Py ri —r* P
estan desacopladas de esta Ultima ecuacion (2.1).

El miembro de la derecha de las ecuaciones (2.2) se puedigirrsomo un gra-

diente de la siguiente manera:

i = V(U + R)) (2.3)
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54 El Problema de los dos cuerpos

coni=1,...... ,n — 1, donde se tiene que:
k? +m;
U, = (mo + m;)
|74
L 1 T
R, = k? ; L
Z -mj ("I“Z-—TJ‘ |TJ|3)
J=1j#

o 0 0
Vi N (87‘2‘1 ’ 87‘2‘2 ’ aru)

U; es la funcion fuerza y; es la funcion de perturbacion.

La expresion dada en (2.3), nos esta diciendo que el sasésntonservativo. Y
como ya se trabajb en el capitulomas especificamente en el teorema (1.9) , esto
dice que la energia total se conserva. A su vez, de esto de perir, por el lema
(1.28), que el Hamiltoniano es igual a la energia total, ygdaorolario (1.30),

concluimos que el Hamiltoniano se conserva.

2.1.1. Movimiento del centro de masa

Definicion 2.1 El centro de masa de un sistemardparticulas se define como el

punto cuyo vector de pos@m R viene dado por:

1 n
R = M ;mim,

en dondeV/ es la suma total de todas las masas.

Supongamos que se tiene un sistema constituide particulas que interactian
entre siy sobre el cual actlan fuerzas externas, enttmfieyza resultante sobre
la i-esima particula estara compuesta (en general) @opdrtes: una parte es la

resultante de todas las fuerzas exterfgsy, la otra parte, de todas las fuerzas
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2.1 Ecuaciones de Movimiento para cuerpos 55

internasF;™ que se originan de la interaccion de todas las otrasl particulas
con la i-ésima. La fuerz&" podra ser calculada mediante la suma vectorial de
todas las fuerzas individualég‘;”‘ (debe leerse como la fuerza aplicada sobre la
i-esima particula debida a la j-ésima),

n

j=1

Por lo tanto, la fuerza totdl; sobre la i-ésima particula vendra dada por:
E — Em —|—P;e$.

Ahora bien, a partir de la segunda ley de Newton, se puedibiegara la i-esima
particula,

. in ex
Fy = myty = F" + F",

o lo que es equivalente:
d2
exr mn
T (miri) = E+Z%,

y al sumar sobreé en ambos miembros de esta expresion, obtenemos:

() S

=1 j5=1

(en este Ultimo sumandb # j porque no hay autofuerzas), que representa la
fuerza total.
Si sustituimos la expresion del centro de masas en Bste@cuacion, arribamos

a.

d? ,
U S 9 W

=1 j5=1
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56 El Problema de los dos cuerpos

n

dondeF** = > Ff*. Pero si se supone que se cumple la tercera ley de Newton,
=1
tenemos:

n n

Y. Fi= ) (Fp+ENH=0

i,j=1i#] i,j=1i<j
por lo tanto se concluye que:
MR = F*,

que es un resultado importantisimo que establece que:

El centro de masa de un sistema de particulas se mueve céuneossuna particul
real, de masa igual a la masa total del sistema sobre el dilal lacfuerza externa
total e independientemente de la naturaleza de las fuertaasas, siempre que [se

cumpla la tercera ley de Newton.

2.1.2. Momento lineal y su conservadn

El momento lineal de la i-esima particula se define como:
i = mgry,

y al sumar sobre en ambos miembros de esta expresion, se obtiene el momento

lineal totalp del sistema

n n
p=3n=Y mi
=1 =1
o también:
d n
= — m;ri | -
r= i (5]
=1
Si reemplazamos la expresion del centro de masa, tenemos:

d .
— ~(MR)= MR
p dt( ) :
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2.1 Ecuaciones de Movimiento para cuerpos 57

que dice que:

El momento lineal de un sistema de particulas es el mismeiduera una particula
real de masa/ localizada en la posicion de centro de masa y que se muew de |

manera en que €l lo hace. Es decir, el momento lineal delhs&ste particulas es|el

mismo que el de su centro de masa.

Ademas, si derivamos respecto del tiempo, se tiene:
p=MR=F*

de la cual se puede enunciar la ley de conservacion del mtortieeal para un

sistema de particulas de la siguiente manera:

El momento lineal para un sistema de particulas libre de&ssexternas{** = 0)

se conserva (es decir, es constante en el tiempo) y es igmalménto lineal de su

centro de masa.

2.1.3. Momento angular y su conservadn

El momento angulaf,; de la i-esima particula en torno al origen del sistema

de referencia viene dado por

L; = r; X p;,

gue al sumar sobreen sus dos miembros proporciona el momento angular total

L del sistema de particulas, pudiéndose escribir:

n n

L:iLz :Z’T‘Z‘ sz‘:Z(Tz‘ Xmﬂ”l)
=1

i=1 i=1
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58 El Problema de los dos cuerpos

Definimos ahora un vector de posicignque posicione a la i-ésima particula con

respecto al centro de masa del sistema. Es decir, podenrdsregae,
r, = 7‘; + R.

Ahora si sustituimos esta Ultima expresion en ld.dkegamos a:

n

L= () + R) x mi(s] + R))

=1

:Zmi(rl’-><7'=Z’-+rl’-><R+R><7‘Z’-+R><R)
i=1

= Z(r; X mT;) + (i mwﬁ) X R+ R x % (i mwé) + zn:mi(R X R)
i=1 i=1 i=1 i=1

:Z(T;Xp;)—FRXMR

=1
dado que
Zmﬂ‘; = Zmi(ri —R) = me- — ZmZR =MR— MR =0.
i=1 i=1 i=1 i=1
O equivalentemente, podemos escribir:
L= (rixp)+Rxp,
=1

de la que se puede concluir que:

El momento angular total del sistema de particulas res@gcrigen de un sistema
de referencia escogido, es la suma del momento angularmtebce masa del sis-

tema respecto a dicho origen (segundo sumando) y el momegidea del sistema

con respecto a la posicion del centro de masa (primer sumpand
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2.1 Ecuaciones de Movimiento para cuerpos 59

Como ocurre que

dL dp dr et
E—TXE—F%XZ)—TXF‘FO—M s

dondelM“** es el momento de las fuerzas exteriores, el principio descwasion

del momento angular afirma que:

Si el momento de las fuerzas exteriores es cero (lo que nocanglie las fuerzas

exteriores sean cero), el momento angular total se consesvdecir, permanece

constante.

Me*t = r x F sera cero si la fuerza y el vector posicion tienen la misima d

reccion. Este tipo de fuerzas se llaman Fuerzas Centrales.

2.1.4. Enerday su conservadn

Lema 2.2 Sea

D = U{(ml, ..... ,Tp) € R¥|2; = 2}
i#]

Ocurre que la fun@dnU : R*" — {D} — R definida por:

1 “ m;m;
U ly) = =K — )
(x17 &€ ) 92 ZZ‘I’]—ZL’Z|

es un potencial para el sistema de loguerpos, vale decir su gradiente respecto

de las variables;;, es la fuerza sobre la pddulas.

Dem.Debemos demostrar que:
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Empecemos calculando:

n n

m;m me1mm;

VaU=gK | D0 Vet D0 Vo

|z, — a4 |x; — @y,

i=11i#k ¢ =1 j#k J
Por otro lado,

1 _ (xk—xz) (fk_fz)
Vo = (=) |z — 2] 2 =— .
T B L P Rl PR

Ahora bien, si reemplazamos esta Gltima expresion en K,d€ obtenemos lo

deseado. O

La energia cinética en este sistema denl@sierpos, como ya se establecio en el

capitulol, se define como:

1 1

mientras que la energia potencialles- —U, dondeU es el del lema anterior.
Se define ademas, la energia total cathe T+ Py se conserva. Este resultado
sobre la conservacion se demostr6 ya en el teorema (1.8ppiulo1 de este

escrito.

El teorema de la conservacion de la energia mecanicalestaque cuando un
cuerpo se mueve, debido Unicamente a la presencia de umcamgervativo, como
lo es el gravitatorio, la suma de su energia cinética yrmidépermanece constante

en el tiempo.
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2.2 Ecuaciones de Movimiento para dos cuerpos 61

2.2. [Ecuaciones de Movimiento para dos cuerpos

Consideremos el movimiento de dos masas/ m, con vectores posicion,

y 7, referidas a algtn origemde un sistema inercial.

Figura 2.1:Fuerzas actuando sobre dos masas

Sear = r, — r; que denota la posicion relativa de la masacon respecto a
la m;. Las fuerzas gravitacionales y las acelaraciones de laassas:

myime

1My
fi=a G

= —\7“\3 r = m2’ﬁ2, (2-4)

’l":ml’l’.‘.l F2:_G

dondeG = 6,6726 x 107! Nm2K¢~?2 es la constante gravitacional universal.
La constante de gravitacion universal fue medida por panvez por Henry
Cavendish en798. La medida de‘G” ha sido repetida por otros experimentado-
res con diversas mejoras y refinamientos. Todas las mededas dson dificiles
a causa de la extremada pequefez de la atraccion graatatianque“G” fue
una de las primeras constantes fisicas universales detetas, sigue siendo una
de las conocidas con menor exactitud. Esta constante detelaintensidad de
la fuerza de atraccion gravitatoria entre los cuerpos.e&d@ta por G y aparece
tanto en la Ley de gravitacion universal de Newton como éfetaia general de

la relatividad de Einstein.
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62 El Problema de los dos cuerpos

Entonces:

ml’l’.‘.l + mg’l’.‘.g = 0,

y ésta Ultima puede ser integrada directamente:
m17’;1 + m27’;2 =a

myry +more = at + b (2.5)

dondea y b son vectores constantes.

Sea
miTry + moTo

my + Mo
qgue denota el vector de posicion del centro de masas parudgsos, entonces

la ecuacion (2.5) puede ser escrita de la siguiente manera:

at+b
R=——""

my + Mo
. a
R=——"

my + Mo

Esto implica que el centro de masas es estacionari £si)) 0 que se mueve en
linea recta (a través del origen) y a velocidad consté&igti® es un caso particular
del ya tratado en (2.1.1).

Ahora consideremos el movimiento gde respecto an;. Para simplificar el pro-

blema, escribimos = r, — r; y usando la ecuaciobn (2.4), obtenemos:

%+u#?:0 (2.6)

dondey = G(m; + my). Esta es la ecuacion relativa del movimiento y debemos

encontrar las constantes del movimiento para resolveoélgma.
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2.2 Ecuaciones de Movimiento para dos cuerpos 63

Haciendo el producto vectorial entre el vectoy la ecuacion (2.6), tenemos que
r x r = 0. Entonces
rxr=h (2.7)

conh un vector constante (de modulp Este vectoh es perpendicularay ar,
pues es el resultado del producto vectorial, entonces elmiento dem, sobre
my yace en un plano perpendicular a la direccion definidap@rsto implica que
la posicion y velocidad siempre estan en el mismo plano.

La ecuacion (2.7) es llamada generalmente momento angahap ya se estable-
cid en la seccion (2.1.3)

Ya quer y 7 siempre viven en el mismo plano, es natural que ahora rgstras

el movimiento a un plano (ver figura).

Figura 2.2:El movimiento dem respecto an; define un plano orbital

Transformemos entonces el sistema a coordenadas pOtaféen el plano
orbital, referidos al origen (centrado en) y una linea referencial arbitraria co-

rrespondiente & = (. Para esto, enunciemos el siguiente teorema.

Teorema 2.3 Seanr y 6 vectores unitarios, paralelo y perpendicular al radio
vectorr respectivamente, y preservando una oriertiaadada, entonces la posi-

cion, velocidad y aceleraon pueden ser escritos sobre el plano mencionado, en
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64 El Problema de los dos cuerpos

coordenadas polares de la siguiente manera:

r=rr

i = i + 100 (2.8)
. 1d ..1.

T 2\ ~ La, 2

7= (F —rf°)r + L"dt(r 9)} 0.

Aqu, denotamog como el nddulo der, 7 como la derivada del 6dulo der y #

como la derivada segunda debuafulo der.

Dem.Como# = (cosf), send) y @ = (—senf, cost)), ocurre que:
7 = (—send, cost) = 00
P = i + r60.

Por otro lado se tiene la siguiente relacion:

PPN

=00+ 00 = 66 — i6”.

Ahora bien,
P = it + 700 + 700 + 160 — 6%
= (i — 107 + (270 + r0)0
. 1 . o
= (7 — r6*)7 + —(2r70 + r*0)0
T
. 1d ,-]-
= (¥ — r6*)7 ——(r*)| 6.
(7 —ré*)r + [rdt(r )}
Y asi queda demostrado lo que queriamos. O
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2.2 Ecuaciones de Movimiento para dos cuerpos 65

Sustituyendo la expresion a@een la ecuacion (2.7) obtenemos que:

h =1 x (7i + 108)
=7 X 7 + 7 x (rf8)
. (2.9)
=0+4+rr xrd0

= r20( x )

donde x @ es un vector unitario perpendicular al plano de la érbitac&nse-
cuencia, resulta qu| = h = r20. En el desarrollo de (2.9), usamos qug 7

son vectores paralelos y ademas utilizamosmguerr de (2.8).

Que|h| = h = %0 = cte (como ya se observo en el ejemplo (1.18)), nos da

informacion como para establecer el siguiente teorema.

Teorema 2.4 El radio vector barreareas iguales en tiempos iguales. Dicho re-

sultado es conocido como la segunda ley de Kepler del maviepganetario.

Dem.Para demostrar lo explicitado anteriormente, consideseshanovimiento

de la masan, durante el intervalo de tiemp (ver dibujo)

Figura 2.3:Aread A en el tiempajt

Parat = 0 tenemos las coordenadas polafed)) y para el tiempa + 6t las
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coordenadas polares sgn+ dr, 0 + §60). El area barrida por el radio vector en el

tiempoot es:

. 1 1
n buscaltura (r + or)sen(60) ~ 57‘25«9.

AR ——— ~ —r
2 2
Dividiendo pordt y tomamdo limite parat — 0, tenemos que

A 1 1
a _ —er—e = 5h- (2.10)

dat 2 dt

Comoh es constante, eso dice que el radio vector barre areagggeltiempos
U

iguales. Y asi concluimos con la prueba del teorema.

2.3. Posicbn Orbital y Velocidad

Comparando las componentesiden (2.8) y (2.6) tenemos que:

K (2.11)

i = L
T

Ahora vamos a encontrar como funcion ded. Para ello necesitamos hacer la
sustitucioru = — y eliminar el tiempo para usar que= 2.
T

Diferencianda- respecto del tiempo tenemos:

o du
u? df df
d*u h? d%u d*u
_ —h— __ - —h2 2
" 62 2 do? 462
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Recordando qué = —, la ecuacion (2.11) puede ser escrita como:
T

d*>uv  rh? L
2,2 _ _ 2
—h R

Entonces en esta (ltima ecuacion si dividimos-pafu?, obtenemos:

d*u L

Esta Gltima es una ecuacion diferencial lineal con sélugeneral dada por:

u(f) = Acost + Bsenf + %

Expresando &l y B en coordenadas polare$,= acosw 'y B = asenw obtene-

mos:

u(0) = acoswcost + asenwsent + I

72
= afcos(f — ®)) + £
— =
L h*a _
=2 (1 _
12 ( + . cos(# w))

2

) ha ., . )
Sillamamos: = —, la ecuacion anterior queda escrita como:
M

u(f) = %(1 + ecos(0 — @)

i 1
Ademas coma = —, tenemos:
T

r(lt) - (1 n ecof(@ - @))_1
Ty ecof(e — o)
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68 El Problema de los dos cuerpos

que es la ecuacibn general de una conica en coordenadasgobn centro en
- h? .
un foco, donde: se llama excentricidad y = — se conoce como el semilactus
M
rectus. (Esta afirmacion sera demostrada en el teoremiaisig y en un caso par-

ticular). Recordemos ademas que- G(m; + msy).

Hay cuatro posibles casos:

Tipo Excentricidad| Semilactus rectus Pericentro

Circulo e=0 p=a a

Elipse D<e<l p=a(l—¢?) a(l—e)

Parabola e=1 p=2q g="1=

Hipérbola e>1 p=ale? —1) ale — 1)

dondea es el semieje mayor de la conica. En el caso especial de déxgarp

es definido en términos dg(distancia del foco al pericentro. El pericentro es el
punto mas cercano al foco en el que se encuentra uno de Igsiie

Para el caso de la elipse, se demostrara mas adelanteeg@rsemilactus rectus
asume ese valor.

Demostraremos a continuacion el siguiente resultado.

Teorema 2.5 Una ddnica en coordenadas polares se escribe como

P
1+ ecosf’

Dem.Lo haremos para una elipse, entonpes- a(1 — ¢?). Tomamos ademas
w = 0, es decir consideraremos una elipse no rotada.

En coordenadas cartesianas sabemos que una elipse esmeda fo

2 2
z Yy
@ e !
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2.3 Posicon Orbital y Velocidad 69

cona y b semieje mayor y menor respectivamente. Ademas se cumele qu

Q:\/l—eQ.

a

Hacemos el siguiente cambio de variable:

T = ae + rcosf

y = rsend.

Entonces:

(ae + rcosb)? N r?sen?0

a? b2 =1

2 29 2 9 2 29
oy D070 Bercosh Ty~ @12

De la igualdad anterior, si trabajamos con el segundo y at@nnino y reempla-

zamossen? = 1 — cos®0 'y b* = a*(1 — e*), obtenemos:

r’cos*d  1r*(1 —cos’0) (1 —e*)ricos*d + r* — ricos*d
a? - a2(1—e?) a?(1 — e?)
12 —r?ecosf
(1 —e?)
(1 — e*cos®)r?
(1 —e?)a?

Entonces, reemplazando en (2.12), tenemos que:

1 —e*cos®d ,  2ecost

2
—-1=0
(1_62)a27‘ o r+e
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70 El Problema de los dos cuerpos

que es una ecuacibn cuadraticaren

Calculemos sus raices.

—2ecost N \/46260829 4(1 — €*cos®0)

a a? B (1 —e?)a? (2= 1)

2(1 — e%cos?0)
(1 —e?)a?

-2 0 2
ecost | 2
a a

2(1 — €%cos®0)
(1—e?)a?

De aqui salen dos soluciones, a saber:

1), = —2a(ecost — 1)  —a(l — €?)
YT2(1 —e2c0s20) 1+ ecosd

—2(ecosd —1)(1 — e*)a®>  a(l —e€?)
2a(1 — ecosf)(1 + ecosh) 1+ ecosd

2) Ty =

Observamos que; no tiene sentido, porque toma valores negativos (ya que en
una elipse la excentricidael es menor qud), entonces demostramos lo que

queriamos. O

En el contexto del problema de los dos cuerpos, el movimidatan planeta
alrededor del sol es eliptico en un espacio inercial cer(ad actuan fuerzas ex-
ternas). Este hecho es conocido como la primera Ley de Kepler

La masam, esta en uno de los focos de la elipse, mientras que el ot foc
esta vacio (observar figura siguiente).

Para calcular la longitud del segmento (paralelo al ejgoad)t con extremos en

el foco y en el grafico de la elipse (es decir, el semilactotus}, tomemos la
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2.3 Posicon Orbital y Velocidad 71

apocentro pericentro

foco vacio

a > 6 =0 direccién
de referencia

Figura 2.4:Elipse de semieje mayat, semieje menob, excentricidact y longitud del

pericentraw

abscisa del foco que es= ae y reemplacemosla en la ecuacion de la elipse para

obtener el valor de correspondiente.

(ac)® o
a? +ﬁ:1
2
2 Y
e‘i‘ﬁ—l
y'=(1-e)b’

y=+vV1—e2b=+1-e2aV1—e2
y=a(l—e*) =p.

Asi, hemos visto qug = a(1 — ¢?) para el caso de la elipse.

Aunque la 6rbita de muchos cometas pueden temerl (es decir, tienen orbitas

aproximadamente parabolicas), la mayoria de los miesntwoocidos del siste-
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72 El Problema de los dos cuerpos

ma solar tienen excentricidad mucho menor guelay notables excepciones de
tal cuestion, como el ex-planeta Pluton con= 0,25, Mercurio cone = 0,21,
Nereida (luna de Neptuno) cen= 0,75, que es la excentricidad mas grande co-
nocida de un satélite natural, el asteroide Diorestaecen0,9008 y el asteroide
2002 RN109 cone = 0,996.

En el caso de una elipsg,= a(1 — ¢?), las cantidade$a” y “¢” estan rela-
cionadas como ya dijimos de la siguiente manera:
b = a*(1 — €?)
a(l — ¢?) (2.13)
r= .
1 + ecos(f — w)
En mecanica celeste es costumbre usar el termino longitaiddo nos referimos

a un angulo medido con respecto a la linea fija del espaeroial. ElI anguld

es llamado “longitud verdadera”. Una simple inspeccitii2d&3) muestra que el
minimo y el maximo del radio de la orbita sen= a(l —e) y r, = a(1 +¢) que
ocurren cuandd = wy 6 = w + 7 respectivamente. Estos puntos son llamados
pericentro y apocentro respectivamente, aunque otros iesploieden ser usados
en sistemas particulares, como por ejemplo, perihelielicd al Sol), o perijove

(referido a Jupiter). La distancia del centro de la eligde@ esae.

El angulow es llamado “longitud del pericentro”. Aunque es constantelgro-
blema de los cuerpos, puede variar cuando se introducarbperbnes adiciona-
les. Es conveniente referenciar la coordenada angulae@ésadio del pericentro

a la linea que contiene al radiovector. Introducimos guémf = 0§ — @, que es
llamado “anomalia verdadera”. Puesto ques constante, la curva es cerraday la

posicion angular esta descrita poo 6.
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2.3 Posicon Orbital y Velocidad 73

Asi la ecuacion (2.13) puede ser escrita como:

a(l —e?)

=— = 2.14
" 1+ ecosf ( )

Luego si usamos coordenadas cartesianas centradas enaaunesn el ejex

hacia el pericentro, las componentes del vector posi@an s
r=rcosf e y=rsenf. (2.15)

En una orbita de periodb, el area que barre el radiovector es simplemente el area
de la elipse que ed = wab. De la ecuacion (2.10), observamos que esta area es

. hT . :
igual a7 y asi, dado qué? = ua(1 — €?) (semilactus rectus), tenemos que:

wab 1 1
e h—=Z L
T ~ 2t T gVvPH

T? =
pu
4m?at(1 — €?)
a(l —e?)u
4 2
_ T
ol
Entonces, podemos escribir:
4 2
72 = 8, (2.16)
ol

Esto Gltimo corresponde a la tercer ley de Kepler del mosiia planetario. Ob-
servar que el periodo de una 6rbita eliptica es indepetelde la excentricidad

y solo es funcibn déa” y “u”.

Consideremos el caso de dos objetos de masgasn’, sin interaccion, orbitando
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74 El Problema de los dos cuerpos

un objeto central de masa.. Seam y o’ los semiejes mayores de estos objetos y
sus periodos que sedhy T” respectivamente.

De la ecuacion (2.16) obtenemos que:

T2:47T2a3 y T _ “
v v

Asi, resulta que:

() =) =) &

Es decir, tenemos la siguiente relacion:

me+m <a>3 T\

me+m'  \d T)
En el caso que dos planetas de masam’ estén orbitando alrededor del sol (de
masamn.), tenemos que

m,m’ << me

(es decir, despreciamasy m’), ocurre que:

(&)= (%)

Ademas, sty T denotan los valores del semieje mayor y del periodo debligedr
del planeta Tierra, la unidad de distancia usada es la Uidadnomical A y
la unidad de tiempo es un afio (el periodo aproximado debligatde la Tierra),

asi obtenemos qUE ~ (d/)2.

Si algln objeto en el Sistema Solar (por ejemplo, astesaideometas) tiene un
pequefo satélite natuaral o artificial, entonces lasrghs®nes de la distancia, el

periodo del satélite y la tercera ley de Kepler, puedersegaara estimar la masa
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2.3 Posicon Orbital y Velocidad 75

del objeto.

Consideremos la ecuacion (2.16) aplicada al objeto-sbjgto-satélite (aplicada
a ese sistema). Sean., m y m’ las masas del sol, objeto y satélite respectivamen-
te; y de igual manera definimos las distancias de los senmgggeres y periodos.

Obtenemos lo siguiente:

m+m m a\® /T\?

puesm’ << my m << m.. Esto muestra que la masa del objeto puede ser

estimada desde las propiedades orbitales de su satéfitenjgndo conocidau..).

Ejemplo 2.6 Sistema Sol-Tierra.

El Sol es una estrella que se encuentra en el centro del Sissehar, consti-
tuyendo la mayor fuente de energia electromagnéticatdesesema planetario.
La Tierra y otros cuerpos (incluyendo a otros planetasra@sies, meteoroides,
cometas y polvo) orbitan alrededor del Sol. Por si solaegsgnta alrededor del
98,6 % de la masa del Sistema Solar. La distancia media del Sol teaTes de
aproximadament&49600000 de kilometros, 2960000 millas, y su luz recorre
esta distancia edminutos y19 segundos. La energia del Sol, en forma de luz so-
lar, sustenta a casi todas las formas de vida en la Tierraéstde la fotosintesis,

y determina el clima de la Tierra y la meteorologia.

La Tierra es el tercer planeta desde el Sol, el quinto masdgrae todos los
planetas del Sistema Solar y el mas denso de todos. Sezkesplana trayectoria

apenas eliptica alrededor del Sol. El volumen de la Tiesna&s de un millén de
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76 El Problema de los dos cuerpos

veces menor que el del Sol, mientras que la masa terrestieveses mayor que

la de su satélite natural, la LuRa.

Seanm y m. las masas de la Tierra 'y del Sol respectivamente. De acuerdiac

relacion (2.17), tenemos que:

m 384399\ ° /365 i
E:<15~107) (2_7) = (34) 107,

que es justamente la razobn entre la masa de la Tierra y ladedSml (El lector

puede corroborarlon = (5,9736) - 10** y m, = (1,9891) - 10%°). Notemos que
384399 km corresponde al semieje mayor de la lub@; 10" km corresponde
al semieje mayor de la Tierra y las cantidadés y 27 estan medidas en dias y
corresponden al periodo orbital de la tierra y luna, resgmeoente. Asi, damos

por concluido el ejemplo.

Como el angul® cubre2r radianes en una Orbita periddica, podemos definir

la velocidad “media” angular, o “media” del movimiento (o wraiento medio),

“n” como:
"= 2?” (2.18)
y, usando ademas (2.16), podemos escribir:
W= n*a®
h = (n*a*a(1 — 62))% = na’V1—e2 = \/pa(l — e2). (2.19)

Aungue el movimiento medie es constante en el problema de los dos cuerpos,

la velocidad angular instantanéas una funcion de la longitud (angulp)

2Informacion extraida de Wikipedia. Wikipedia es un praigepara escribir comunitariamente

una enciclopedia libre en todos los idiomas. Fue fundaddipuny Wales y Larry Sanger.
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2.3 Posicon Orbital y Velocidad 77

Podemos encontrar una constante de movimiento haciendodlgio escalar de
7 con la ecuacion (2.6) y usar las expresiones ger de (2.8), para obtener la

siguiente ecuacion escalar:
- T
rr+pu— =0
T

qgue puede ser integrada facilmente, y resulta:

T
7".%"—%/1—2 =0
T
7 .
MT_Q = —7r.r
1 dr .
—— = —7.7r
MTQ dt
1
,uﬁdr: —7r.7rdt
_H — _E + C
T 2

2P (2.20)

dondev? = 7.7 es el cuadrado de la velocidad‘¢” es una constante de movi-

miento.

La ecuacion (2.20) muestra que la energia orbital porathate masa es conser-

vada, como ya hemos visto en (2.1.4).

Buscando otra expresion dé& podemos arribar hacia otra expresiontiecComo

w es fijo, tenemos que:

,_ d(f + o)

0 o =
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y usando la definicion de de la ecuacion (2.8) obtenemos que:
v? = 7.0 = (it 4 r00).(7- + r68)
= % 7 + 2r707.0 + r20%60.0 (2.21)
=72 42 f2,
Diferenciando la formula (2.14) tenemos la siguienteqiéla

. a(l- e®)esenf f B rfesenf
"= (1+ecosf)2 1+ ecosf

Por otro lado, usando quéf = r26 = h = na*v/1 — €2, podemos escribir:

~ na®V1—e2(1+ecosflesenf — na

a(l —e?)(1 + ecosf) V1= e2 esenf
(2.22)
jo na’y/1—e2(1 +ecosf)  na 1+ f
r] = a(l — 62) = 1 @2 €cos | ).
Entonces, la ecuacion (2.21) puede reescribirse como:
2.2
2 _ na 2
v = 1_62(1+2ecosf+e )
n?a® (2a(l — e?)
= —(1—¢€") ).
1 —e? < r (1-e ))
Asi, podemos establecer que:
2 1
v = (— — —) . (2.23)
T a

po_n_ g (2.24)
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Esta es la energia total. La misma corresponde a la de inita @fiptica y es
funcion del semieje mayor y es independiente de la exo@did. Similarmente
podemos encontar la energia para oOrbitas parabolicgseebblicas. Estan son
o
Cparb =0 y Chiprb = %
Por wltimo, la velocidad del cuerpo en la orbita es un mmaxen el pericentro

(f = 0) y un minimo en el apocentr = 7). Los respectivos valores son:

1+e 1—e
v, = na Vg = nay/ .
P 1—ce y 1+e

La primera expresion sale de reemplazar en la relaci@8)2l valor der por

a(l — e), pues esa es la distancia al pericentro cuahdo0. (Para demostrar la

segunda relacion se debe reemplazpora(1 + ¢)).

Podemos encontar las componentesy del vector velocidad, derivando las ex-
presiones de: e y en la ecuacion (2.15) y sustituyendo las expresionesydé

por las de las relaciones en (2.22):

r =rcosf
i =rcosf —rsenff

esenfcosf — senf (1+ ecosf)

~ na na
V1—e? V1—e?
na
= ————=senf(ecosf — 1 — ecosf)
V1—e?
—na
= ﬁsenf.

De manera analoga, obtenemos que:

na

v= V1—e?
79

(e 4 cosf).
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Observemos de lo anterior, que conocidos los valoreg, dey e de un cuerpo,
podemos calcular las expresioneside i, es decir, su velocidad. Y de la ecua-
cion (2.14), se puede inferir el valor del radio orbitaldel cual, a partir de las

ecuaciones escritas en (2.15), podemos encontrar la posieiy del cuerpo.

2.4. Anomalas exéntricay media

En la seccion previa hemos visto que, dado el valor de la ahamerda-
deraf, podiamos calcular el radio orbital y velocidad de un caespponiendo
que conociamos su excentricidad y el semieje mayor debigabrAdemas, en
la practica queremos conocer usualmente la posicion dmiempo en un tiempo
dado, y nuestra solucion al problema de los dos cuerpospmiieae el tiempo
explicitamente (remitirse a la ecuacion (2.14)). Aungiuer son funciones del
tiempot, no hemos visto tal dependencia, aunque es obvia-si, ya que en este

caso tenemos una circuferencia y v son constantes.

Idealmente queremos usar un angulo que no sél@sgeeriodico, sino que sea
una funcion lineal del tiempo. Usando nuestra definicihndovimiento medio

“n” en la ecuaciobn (2.18), podemos definir la anomalia méfizomo:
M =n(t—1), (2.25)

donder es el tiempo del pasaje por el pericentro. Aungéigiene dimensiones
de un angulo, no es simple su interpretacion geométiidamas, desde nuestra
definicion deM y la ecuacion (2.14), es claro que cuamnde 7 (pasaje por el pe-
ricentro),M = f = 0;y cuanda = T+§ (pasaje por el apocentra)] = f = ;

similares relaciones se daran para los multiplos aditilela 6rbita de periodb.
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2.4 Anomalias exéntrica y media 81

AunqueM no tiene una interpretacion simple, podemos relaciortanthoun angu-

lo como el que sigue: consideremos una circunferencia de gadrcunscripta en
una elipse de semieje mayaery excentricidack y que ademas sea concéntrica
con ella. Una linea perpendicular al semieje mayor de fselies extendida de
manera que cruza a través del cuerpo sobre la elipse. Defiinla “anomalia
excéntrica”, como el angulo entre el semieje mayor deifsely el radio desde
el centro al punto de interseccion con la circunferencil, A = 0 corresponde

af =0y FE = rcorresponde g = 7. Veamos esto en un grafico.

Figura 2.5:Relacion entre la anomalia verdadgrg la anomalia excéntric®

La ecuacion de una elipse centrada en el origen, con sema&jera y semieje

menorb, en coordenadas rectangulares es la siguiente:

T 2 g 2
= Z) =1.
(a) + (b)
De la figura anterior se deduce que= acosE y asi resulta qug® = b’sen’E,

que sale de reemplazar la expresionzden la ecuacion de la elipse, y desde la
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ecuacion (2.13) tenemos qge= av/'1 — e?senk.

Comozx = acosE 'y ¥ = ae + x, entonces

ae +x = acosE

r = acosE — ae

= a(cosE — e).
Por otro lado, tenemos que
y=y
=av1—e2senk.

Por lo tanto, las proyecciones den la direccion horizontal y vertical son:

x = a(cosE — e)

(2.26)
y=avl—e?senk.

De la ecuacion (2.14), y reemplazands f = r (mirar 2.15), obtenemos que:
r

a(l—e?)
r=—g-
1+ —

”

Y usando que = a(cosE — e), tenemos:

r+ex:a—ae2

T:CL—CL€2—€I

(2.27)
=a — ae® — ea(cosE — e)
= a(1 — ecosE)
y también se deduce que:
coslkl —e
=\ 2.28
cosf 1 —ecosk ( )
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Podemos ahora encontrar una relacion ehtsef:
cosll —e  (1+e)(1—cosE)

1— —1— -
cosf 1 — ecosE 1 — ecosE (2.29)
cosE—e (1 —e)(l+cosE) '
14 cosf =1+ = )
1 — ecosFE 1 — ecosFE

Usando las expresiones dadas en (2.29) y la formula ddadgble para el co-
seno, es decir

cos(2f) = cos’f — sen’f,

podemos escribir que:

f 1+e E
2¢en? | L T " 9¢en? | =
sen <2 1 — ecosE sen 2

1— E
2c0s® i —_--° 2c08° | =
2 1 —ecosE 2

y asi resulta la siguiente relacion:

tan (i) =1/ Lte tan (E) . (2.30)
2 1—e 2

De este modo, conociendo, podemos determingiy r de manera Unica de las

ecuaciones (2.27) y (2.30), ya qley f siempre estan en el mismo semiespacio
de la elipse. Sin embargo, para localizar un cuerpo en l#abe un tiempd,

necesitamos encontrar una relacion entry £.

Usando que? = 72 + (rf)? y las ecuaciones (2.22) y (2.23), se deduce que:
2 401 2
= na’ (% - 1) _ndl=c) (2.31)
T a T

Asi, sacando denominador comun de la expresion (2.3bmptetando cuadra-

dos, llegamos a la siguiente relacion:

% = %\/&262 —(r—a)? (2.32)
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84 El Problema de los dos cuerpos

La ecuacion diferencial (2.32) puede ser integrada hdoiénsustitucion
r—a= —aecosk,

gue se deduce de la ecuacion (2.27).

dr  na dr dE
mo— = —+/a%e? — (r — a)? mas,— = (— —senk —
Co Odt . Va2er — (r —a)?,y ade as’dt (—ae) ( senk — ), (esta
expresion sale de derivaren (2.27)) resulta:
dE
aesenE &= = "0\ /2T — qPetcos?E
dt r
= LaesenE
a — aecos
dE n

At~ 1— ecosE’

Asi, hemos probado que la ecuacion (2.32) puede es&ibinso:

@_ n
dt 1 —ecosE’

La ecuacion anterior es facilmente integrada (es a Viasa®parables), de lo que

resulta que:

n(t—7)=E — esenE (2.33)

donder es la constante de integracion y usada en la condiciorodésfiaFl = 0

cuandoat = 7. Asi tenemos de (2.25) que:
M = FE — esenkE. (2.34)

Esta es la ecuacion de Kepler y su solucion es fundameattalgncontrar la po-

sicion orbital de un cuerpo en un tiempo dado.
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2.4 Anomalias exéntrica y media 85

Para un valor de tiempo podemos hacer:
i) Encontrar)M de la ecuacion (2.25).

i) Resolver la ecuacion (2.34) pafa

D
=

i) Usar las ecuaciones (2.26) o las ecuaciones (2.28)jzara encontra

ry f.

Hasta el momento hemos definido la longitud verdadrdg(anomalia verdadera
(f), la anomalia medial(), la anomalia excéntricdl) y la longitud del pericen-
tro (w). Para completar con estas definiciones, culminaremoseacde longitud

media (\) dada por:

De alli, A es una funcion lineal del tiempo y no tiene interpretagi@omeétrica,
excepto en el caso particular de una orbita circular. E®itapte notar que todas

las longitudes{,w,\) estan definidas respecto de un sistema comun.

La ecuacion de Kepler no es facil de resolver y se debe ancan métodos
numeéricos. Podemos considerar dos técnicas de itexaai@ produciendo solu-
ciones en serie y la otra soluciones numeéricas.

Algunos valores de7, para valores fijos de la excentricidagg anomalia media
M, se muestran en la siguiente tabla. Dichos valores sonladtzsicon métodos

iterativos y en donde la primera aproximacion o valor alieisF, = M.

85



86 El Problema de los dos cuerpos

e |[M E
0.1 | 5° | 5.554589
0.2 | 5°| 6.246908
0.3 | 5°| 7.134960
0.4 | 5°| 8.313903
0.5 | 5° | 9.950063
0.6 | 5° | 12.356653
0.7 | 5° | 16.167990
0.8 | 5° | 22.656579
0.9 | 5° | 33.344447
0.99| 5° | 45.361023

2.5. Laorbita en el espacio

En la seccion (2.2) hemos encontrado los vectores posyci@locidad de la
masam, con respecto a la masa,, siempre viviendo en el plano perpendicu-
lar al vector “momento angulari. Los valores d&* = (z,y) y » = (&,9) (0
alternativamente, 6, 7 y 0) de la masan, respecto a la masa, en un tiempo
dado, definen una Gnica 6rbita y definen una posicion ersia por medio de
tres constantes, e y w y por medio de la variablg. Nuestro analisis siguiente se
concentrd en el movimiento en el plano orbital. Sin embaegoel movimiento
del Sistema Solar, debemos considerar las representacontes dimensiones

de una o6rbita en el espacio (ver figura posterior).

Aungque hemos mostrado que el movimiento de los cuerpossebta un plano
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2.5 Laorbita en el espacio 87

>

orbita
zZ \
foco =

pericentro

plano de
referencia

direccion de
referencia X

Figura 2.6:Movimiento orbital con respecto al plano de referencia eesplcio tridi-

mensional

orbital fijo, consideraremos un Sistema de Coordenadas<iants en tres di-
mensiones con respecto a un punto arbitrario que tiene uorveasicion dado
porr = (z,y,z) = x&+yy+22z. El ejex estomado a lo largo del semieje mayor
de la elipse en direccion al pericentro; el gjes perpendicular al ejey vive en

el plano orbital; mientras que el ejees mutuamente perpendicular al eje v,

orientado por la regla de la mano derecha.

Deseamos ahora referir el plano orbital a un plano estadelaeferencia. La
direccion de la linea de referencia en el plano de reféeiocma el ejeX de
nuestro Sistema estandar de coordenadas. Bl @gta en el plano de referencia
en angulo recto del ej&, mientras que el ej& es perpenicular a ambos ejes,
direccionado por la regla de la mano derecha. Por ejempdmdmuconsideramos
el movimiento de los planetas alrededor del sol, es costeimder el Sol como

centro o un sistema de coordenadas heliocéntricas, domdene de referencia
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88 El Problema de los dos cuerpos

es el plano de la 6rbita de la Tierra (la ecliptica) y la&#rde referencia esta en
la direccion del equinoccio de primavera boreal (primawar el polo norte), a lo

largo de la linea de interseccion del plano del ecuadoa déekra y la ecliptica.

En general, el plano de la orbita esta inclinado con respaicplano de refe-
rencia en un angulé, llamado la inclinacion de la 6rbita. La linea de intexgén
entre el plano orbital y el plano estandar de referencitaeslda linea de nodos.
El punto donde la 6rbita cruza al plano de referencia deodiegia arriba es lla-
mado nodo ascendente, mientras que el angulo entre k& dimeeferencia y el
radio vector hacia el nodo ascendente, es llamado la lahdé@lunodo ascendente
Q2. El angulo entre este mismo radio vector y el pericentradebita es llamado

el argumento del pericentto.

La inclinacion siempre esta entoey 180°. Si I < 90°, el movimiento se dice
progrado, mientras que $i > 90°, el movimiento es retrogrado. En el limite
cuandol tiende a cero, el plano de la 6rbita coincide con el planateencia y

tenemos que

O=0+w (2.35)

dondew es la longitud del pericentro, que fue introducido en la igec2.3).
Sin embargo, la definicion de en (2.35) es usada en el caso inclinado, en donde
2 y w viven en planos diferentes. En generag¢s un angulo “doblado”, es decir,

vive el planos diferentes.

La figura siguiente muestra las relaciones entre el sistemeodrdenadas del

plano de la orbita y el sistema del plano de referencia. &® due el sistema de
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2.5 Laorbita en el espacio 89

coordenadas en un sistema puede ser expresado en térralrmtsod mediante

una serie de tres rotaciones sobre los ejes.

Ena), la tranformacion puede ser realizada a través de uradetires rotacid
nes aplicadas originalmente a ejes coindente$,)Ha primera rotacion se hace
en un angulo positiva a través del ej&. Enc), la segunda rotacion se hace a

traves de un angulo positivbsobre el ejeX . End), la rotacion final se hace|a

través del angulél sobre el ejeZ.

Figura 2.7:Relaciones entre los vectorésy, 2, X, Y, Z y los angulosv, Iy Q

Podemos representar estas transformaciones por mateaesadion de3 x 3,

denotadas poP;, P, y P; respectivamente:

cosw —senw 0
P = senw cosw 0

0 0 1
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90 El Problema de los dos cuerpos

1 0 0 cosf) —senf) O
Po=1 0 cosI —senl | P3=| senQl cosQ2 0 (2.36)
0 senl cosl 0 0 1

Consecuentemente tenemos las siguientes dos relaciones:
(XY 2V = PPP(x y 2)T
(z y Z)T = P171P271P371(X Y Z)T

dondeP; ' es la inversa dé;. Como todas las matrices de rotacion son ortogo-

nales, entonceB; ' son las transpuestas &,

Si consideramos que estamos en el plano de la orbita, tengneo

X rcosf
Y | = B3RP | rsenf
Z 0

(2.37)
cosQlcos(w + f) — senQsen(w + f)cosl

=71 | senQcos(w + f) + cosQsen(w + f)cosl
sen(w + f)senl

Observacbn 2.7 Notar que los valores dey ¢ no se han modificado al conside-
rar la elipse en este nuevo Sistema de coordenadas, ya quansf®rmaciones

rotacionales preservan angulos.

Ejemplo 2.8 Posicion del planeta Jupiter.

Japiter es el quinto planeta del Sistema Solar. Forma plertes denominados

planetas exteriores 0o gaseosos. Recibe su nombre del diesmoolUpiter (Zeus
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2.5 Laorbita en el espacio 91

en la mitologia griega). Se trata del planeta que ofrece ayonbrillo a lo largo
del aio dependiendo de su fase. Es, ademas, despuésl,dell iBayor cuerpo
celeste del Sistema Solar, con una masa casi dos veces Yy lmeldidos demas
planetas juntos (con una masks veces mayor que la de la Tierre8yweces ma-
yor que la de Saturno).

Jlpiter es un cuerpo masivo gaseoso, formado principaépen hidrogeno y he-
lio, carente de una superficie interior definida. Entre Idaltes atmosféricos se
destacan la gran mancha roja, un enorme anticiclon sitaadas latitudes tro-
picales del hemisferio sur, la estructura de nubes en bandasas, y la fuerte
dinamica de vientos zonales con velocidades de Hastan/s (504 km/h). Se
piensa que puede ser una “Estrella fallida” debido a susdgsanantidades de

hidrogeno y helic.

Los elementos orbitales en un tiempo dado, 89r: 5,20332 UA, e; = 0,0484007,

I; =1,30537°,Q; = 100,535°, w; = 14,7392° y \; = 204,234°, donde el subindi-
cej hace referencia a los valores de Jupiter. A$j,= \; — w; = 189,495°.

La solucibn numérica de la ecuacion de Kepler (2.33)jamua valor de anomalia
excéntrica de; = 189,059°, y de esta manera, desde las ecuaciones (2.26), ob-
tenemos que:

r; = —5,39027T UA y; = —0,818277 UA.

Sustituyendo los valores dg, €2, y w; en las expresiones d&, P, y P;, obtene-

3Informacion sustraida de Wikipedia.
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92 El Problema de los dos cuerpos

mos:

0,966839  —0,254401 0,0223971
P;=PhP = 0,254373 0,967097  0,00416519 |,
—0,0227198 0,00167014  0,99974

y de este modo las coordenadas de Jupiter son:
X, =-5,00336 Y, =-216249 Z; =0,121099.

Este procedimiento puede ser aplicado para encontrar $siques de otros pla-

netas, tal como se hizo en este ejemplo con Jupiter.

Observacbn 2.9 Las posiciones encontradas en el ejemplo anterior, esfar-e
sadas en el Sistema de Referent2a00. Este corresponde &t de enero de000,

12 : 00 del Tiempo terrestre y en dondesignifica dias julianos. El calendario
juliano es un método para identificar el dia actual a saletla cuenta del nUmero
de dias que han pasado desde una fecha pasada y arbitrafiaéto de dias se
llama dia juliano, abreviado com@.J. El origen,DJ = 0, es ell° de enero de
4713 A.C. (0 1° de enero de-4712, ya que no hubo af@). Los dias julianos son
muy Gtiles porque hacen que sea muy sencillo determindamaero de dias entre
dos eventos, sblo con restar los numeros de sus diasgsliddacer ese calculo
con el calendario normal (gregoriano) es muy dificil, y& dps dias se agrupan
en meses, que contienen un nimero variable de dias, @adplademas por la

presencia de los afos bisiestos.

Ahora bien, podemos encontrar un algoritmo que me permit@a los seis
elementos orbitales, ¢, I, 2, w,y f,y el tiempo del pasaje por el pericentro

en funcion de los vectores posicioN, Y, Z) y velocidad(X, Y, Z) de un objeto
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2.5 Laorbita en el espacio 93

en una orbita eliptica en un tiempaado. Dicho objeto viviendo en el plano de
referencia estandar. Asumiremos que las masas de lo®gljgentral y orbital)

sonm; Y me respectivamente. Tenemos las siguientes relaciones:
R =X*+Y?+ 7
V2o X24V24 72
RR=XX+YY +27Z
RxR=h=(YZ-2Y,ZX -XZ XY -YX)
dondeR = r denota el radiovector y¥ = r denota la longitud del radio vector.

Ademas, vamos a demostrar la siguiente relacion:

A 2
R=tyv2 - (2.38)

en dondeR es la rapidez de cambioly= |h|. El signo deR? es tomado del signo
de R.R, ya queR siempre es positivo.
Por un lado, ocurre que:

R_dR_Q(XX+YY+ZZ)  XX+YY+ZZ
Codt 2R B R '

Y por otro lado, si desarrollamos el término derecho dedalidad (2.38):

/ h2 /R2V2_h2

\/ X2X2 4 V2Y2 4 7272 4 OXZXZ +2XYXY +2YZY 7
RQ

_i\/(XX+YY+ZZ')2 XX +YY 427
a R? a R

con lo que probamos la igualdad planteada.
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94 El Problema de los dos cuerpos

Proyectandaé = (h,, h,, h.) en los tres planos, obtenemos:

hcosl = h, (2.39)

Ademas, tenemos que:

hsenlsen) = £h,
(2.40)

hsenlcos$2 = Fh,

y dondeh, tiene el mismo signo que la inclinacién.

Entonces tenemos que

h
tg Q= ——

y para poder calculd debemos saber exactamente en qué cuadrante cae. El signo
superior en ambas ecuaciones de (2.40) es tomddossiO y el signo inferior si
h. < 0. Notemos queenl/ es no nulo, debido a queno es0 ni 180 grados, en

tal caso el vectoh = (0,0, h.).

Estamos ya en condiciones de desarrollar el procedimiergalcular los ele-

mentos orbitales en funcion de la posicion y velocidadmeuerpo u objeto:

1) Calculara de la ecuacion (2.20):

po_ 1y op
_— = =7 - —
20 2 T
1 1 1 2 ’U2 -1 (241)
a = —— = = —_ —
2\ 1. m 2 R G(my +my)
po\2 r roou
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2) Calculare usando las ecuaciones (2.19) y (2.41):

h = +/pa(l —e?)

h2 ,
P (2.42)

3) Calcularl usando la ecuacion (2.39):

h
I = —= .
arccos ( h)

4) Calcularf) usando la expresion detnf) y cos) dadas en las ecuaciones
(2.40):
h

tgQ) = ——=
g h

y ademas encontrar el cuadrante en el que se encuentiaeleccion del

signo es determinada por el sigo/de

. 7 X .,
5) Calcularw + f desde las expreS|on%y 7 en la ecuacion (2.37), recal-
cando que = R.

Como ocurre que:

X = R(cosQcos(w + f) — senQsen(w + f)cosl)
Z = Rsen(w + f)senl

entonces de alli despejamos la expresion paséw + f) y sen(w + f)
respectivamente.

7
Rsenl

X
cos(w + f) = sec Q <§ + senflsen(w + f)cos[) :

sen(w + f) =
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96 El Problema de los dos cuerpos

6) Calcularf desde las expresionesge: [y cos f derivadas de las ecuaciones

(2.14) y (2.22), recalcando quie= R:
B a(l—e?)
1+ ecosf

Por otro lado

esenf,

entonces

RyV1 —¢2 B Ra(1 — €?) _ Ra(1—¢€?)
nae  nea*y/1—e2 he

En la Gltima igualdad usamos la expresiondgada por (2.19).

senf =

Una vez calculadg de este procedimiento, calculamoslel punto5.

7) Calcularr, pero primero calculair desde la ecuacion (2.27) y usar las

ecuaciones (2.19) y (2.33).

nt =nt — (£ — esenk),
E —esenk

T=1— .
VG(my +my)a3

De la ecuacion (2.27) calculo el valor desE. Luego determino el signo
del anguloF, a partir del valor de.

Observando la figura posterior, vemos que si
y < 0 entonces E > 180°

y > 0 entonces E < 180°.

Recordemos que el valor gese puede obtener a partir del dgleste es el

dato que conocemos).
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/

1
=

Figura 2.8Relacion entre? ey

2.6. Orbitas perturbadas

Hemos visto en la seccion (2.5) que en el problema de loswrpas los ele-
mentos orbitales, ¢, I, w, Q2 y 7 son constantes y que ademas estan univocamente
determinadas por los vectores posicion y velocidad dedegpos orbitantes. Sin
embargo, cuando una Orbita esta sujeta a perturbaciapaficativas, sus ele-
mentos orbitales estan dados para un tiempo determinadigog, varian con el
tiempo. A estos elementos se los conoce como osculadores.

La manera en que los elementos osculadores cambian compbties una mane-

ra (til de demostrar los efectos de las perturbacionegdalirbita de un cuerpo.
Burns (1976) mostr6 que las ecuaciones de las derivadas con respe@angab

dea, e, I, w, Qy 7 pueden ser encontradas de manera directa usando dinamica

elemental.
Siguiendo con lo anterior, consideremos una pequenadyemurbadora:
dF = R+ TO + Nz
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98 El Problema de los dos cuerpos

dondeR, Ty N son las magnitudes radial, tangencial y normal de la fuega r
pectivamente y*, 6 y 2 son los vectores unitarios estandares introducidos en la
seccion (2.2). En el resto de la seccion encontraremoesixmes para, ¢, I,

w, Q y 7 como funcién de esas component&s T, N) y mostraremos como la
fuerza (F) da lugar a cambios en elementos orbitales en particular.

Podemos derivar con respecto al tiempo la constante deiaiérg —QM—a, como

el trabajo hecho por el cuerpo que orbita, por unidad de masa yinidad de

tiempo. Asi, como sabemos qtie= i + r60 y
Trabajo = Cambio energia = Desplazamiento.F'uerza

concluimos que:
C =+dF =7R+rT.
Por otro lado, arribamos a la siguiente expresion:

N H
C =5 (2.43)

De las expresiones dey 7 (= r f) en las ecuaciones dadas en (2.22) y sabiendo

queyu = n%a®, obtenemos que:

(SIS

G = 2a72>[R68677,f + T(1 + ecosf)]. (2.44)

p(l—e

Esto implica que solo la fuerza en el plano de la 6rbita pueonbiar al semieje

mayor. (SidF = N2 = a = 0 = a = cte).

Usando las ecuaciones (2.42) y (2.24), tenemos que:

2h2C
112

e=/1+ (2.45)
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2.6 Orbitas perturbadas 99

y de esta manera obtenemos que:

'—62_1 2E+Q
= 2e h C]°

Por otro lado, come = r.7 = (r,0,0), tenemos que:

0 z
dh . . , _ .
E:rxr—i—rxr:rxdF: r 0 0 |=rT2—-—rN@

R T N
A continuacion, derivemos el modulo ég es decith = | /h3 + hZ + hZ.

dh  hh  h.(Tz—rN)
dt — h h ‘

Pero, si recordamos que:
h=rx7=rx(i+r00) =r2fz,
entonces obtenemos:
dh  r*0z.(rT2 —rNO)  130T|2|

dt h =%

Asi, hemos demostrado que:

dh -
— =T 2.4
il (2.46)

Por lo tanto, la componenterNé cambia la direccion dé, pero no afecta su
magnitud. Desde la ecuacion (2.27) y las formulas @gara&, C, a 'y h en las
ecuaciones (2.24), (2.19), (2.43), (2.44) y (2.46) tenequas

é= a(lT_é)[Rsenf + T(cosf + cosE)].

99



100 El Problema de los dos cuerpos

Esto implica que la excentricidad so6lo puede cambiar paplizacion de fuerzas

en el plano orbital.

Diferenciando la ecuacion (2.39), llegamos a la siguierfgesion:

S N Fa— (2.47)

Ahora bien, podemos expresar las componekites y Z deh usando lo siguien-

te:
By cos(w+ f) —sen(w+ f) 0 0
hy | = PP | sen(w+ f) cos(w+f) 0 —rN
h, 0 0 1 rT

donde las matriceB; y P, estan dadas en las expresiones de (2.36).

Esto nos da lugar a las siguientes relaciones:
he = r(TsenlsenQ 4+ Nsen(w + f)cosQ 4+ Ncos(w + f)cosIsenS)) (2.48)

hy, = r(=TsenlcosQ + Nsen(w + f)senQ — Ncos(w + f)cosIcos) (2.49)

h, = r(TcosI — Ncos(w + f)senf) (2.50)

Sustituyendo las ecuaciones (2.19), (2.39), (2.46) y |2B6{2.47), obtenemos:

j Vau(l —e2)Neos(w + f)

1+ ecosf

gue puede ser escrita como:

. rNcos(w + f)

j=eosw )
h
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2.6 Orbitas perturbadas 101

Como! solo depende d#’, solo la fuerza normal del plano orbital, puede cam-

biar la inclinacion.

Dividiendo la primer ecuacion por la segunda de (2.40ydaos a:

tanf) = —E
hy

que puede ser diferenciada con respecto al tiempo:
- hghy — hyh,
=T

0 equivalentemente
sethy + CosQizE

Q pr—
hsenl

(2.51)

Ahora bien, sustituyendo las ecuaciones (2.19), (2.148§2/ (2.49) en la ecua-

cion (2.51), arribamos a la siguiente expresion:

. Ja Nsen(w + f)
= ﬁ(1_62)sen[(1+ecosf)
_ rNsen(w + f)

hsenl

En esta ecuaciomNsen(w -+ f) es el momento actuando en el plano de la orbita
y hsenl es la componente del vector del momento angular que unernaahoon

la linea de los nodos en el plaioy.

Como() sblo depende d&, solo la fuerza normal del plano orbital puede cam-

biar la longitud del nodo ascendente.

Para encontrar una expresion paradebemos retornar a la ecuacion de la elip-

se (2.14) y luego usar las expresionesdeh dadas en las ecuaciones (2.45) y

101



102 El Problema de los dos cuerpos

(2.19). Asi obtenemaos:

2

h cos(f — w) (2.52)

2

2
R = pr |14 4/1+
i

donded = w + f y elegimos) desde la posicion del angulo medido a la linea de
los nodos. Si estamos interesados en el cambio de los elesmahitales debido
a aplicaciones instantaneas de una fuerza perturbadorantonces’”, h y w

cambian, pere estaria fijo.

Diferenciando la ecuacion (2.52) obtenemos:

r~t+ Cep) teos(6 — w) L h2C
epsen(d — w) e2u?

w = 2hh cot(f — w) (2.53)

Sustituyendo las ecuaciones (2.43) y (2.46) en (2.53)aliexs a la siguiente ex-
presion:

2 + ecosf

| — Qcosl
1+ ecosf o8

. 1 /a
w=—,/—
e

(1 —e?) [—Rcosf + Tsenf
7]

El Gltimo término de la ecuacion anterior surge del i@orded en la ecuacion
(2.53), usando el echo de que el cambio instantanéasrdebido al cambio en la

longitud del nodo ascendente, sista referido a la posicion nodal (Burtts6).

Solo la fuerza en el plano orbital, y no la normal, puede danih longitud de

pericentro.

La ecuacion para es encontrada desde la derivacion de la ecuacion de Kepler

(2.33). Haciendg¢ = n7, tenemos:

. Cf 3 ; (1—¢?)2(2e — cosf — ecosf) h(l—e?)2
X=eo\ 2" 2e2senf(1 4+ ecosf)
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2.7 Formulacion Hamiltoniana 103

Escribiendoy = —n7 — nr, tenemos:

X = {3(7 — t)ﬁesenf +a’p (1 —e?) (_CO(;S’f T 1+ jcosf) } i

senf(2 + ecosf) 7
e(1 + ecosf) ) } ‘

+ {3(7 — 1) (14 ecosf) +a’u (1 — €?) <

((1 =)

Nuevamente, solo la fuerza en el plano orbital, y no la ngrmeede cambiar ¢

tiempo del pasaje por el pericentro.

2.7. Formulacibn Hamiltoniana

Para la mayoria de las aplicaciones, la aproximacionorg@amna es la adecua-
da, pero hay algunos tépicos en donde se requiere una agacivin diferente,
tal como se coment6 en el capituloEsto explica el porqué demostraremos la
formulacion Hamiltoniana para el problema de los cuerpogarticular para dos

cuerpos.

En la seccion (2.2) hemos formulado las ecuaciones de newiondel proble-
ma de los dos cuerpos (dos objetos de mas®g m, moviendose bajo la fuerza
de atraccion gravitacional) en términos de la posiciémeasiangz, y) y la velo-
cidad (&, y) demy con respecto an;, y hemos llegado a la siguiente ecuacion
diferencial:

d*r L

az THE T
cuya solucién es una conica.

Antes, en nuestro analisis, habiamos tomado el plandeleneia como el plano
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104 El Problema de los dos cuerpos

orbital. No obstante, esta ecuacion vectorial es igualenaplicable al movimien-
to en tres dimensiones, cen= (z,y, z) y = (1,9, 2). En lo que sigue introdu-

ciremos las variables y p donde, usando ligeramente una notacion diferente,
T =1yt + 1y +r.k

P = Dzt +pyJ + p.k.

Aqui, r es el vector posicion relativo, y

mime

m1+m2

es el momento lineal del sistemay, como es usual,r es la velocidad.
Ahora podemos escribir las ecuaciones vectoriales de mertmen la forma:

= +vaKepler

p = _VTHKepleT

dondeV, y V., son los vectores operadores diferenciales dados por:

o o
V,=t—+j—+k
» = op, o, " Cop.
.0 .0 0
Ve =t Yo TRy
Y )
P~ e
= 2.54
HKepleT QIU* r ) ( S )

que ya fue calculado en el ejemplo (1.34) del capitulo
Aqui, como ya se ha establecido= G(m; + m,). Ademasp = |p|y r = |r|.

La nueva cantidad
mims

*_

m1+m2
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2.7 Formulacion Hamiltoniana 105

es llamada la masa reducida del sistema. La can#tiad,., se refiere al Hamil-

toniano del problema de Kepler (es decir, dos cuerpos).

Tenemos ahora reemplazadas tres ecuaciones difererdzadegundo orden aco-
pladas, por un sistema analogo de seis ecuaciones difd@esnde primer orden

acopladas, dadas por:

_»p_P _
P 2urp
e « T :
V. H T = M = —P-
rer r

. P
r=x

il
e
D= 3 r.

Si comparamos las ecuaciones (2.54) y (2.20), llegamosgueeste conclusion:

2 2
A R [ W A L) N
HKepler = U <2(M*)2 7‘) =H (2(,LL*)2 +C 2U ) =l C.

Es decir obtenemos qéyp.r = p*C.

En nuestra nueva formulacioH,.,.. €s la suma de la energia cinética y energia
potencial del sistema y es igual a la energia total, unataotesdel sistema, tal

como ya lo establecimos anteriormente.

Lo desarrollado anteriormente, son muestra de que las iecggcde Hamilton

son de primer orden en sus incognitas, es decir, se necesiteer un dato por
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106 El Problema de los dos cuerpos

incognita para fijar las constantes arbitrarias de int@gna Ademas, son mues-
tra de que la formulacion hamiltoniana se emplea con peé#a cuando se trata
de resolver cuestiones sobre la existencia de valoresasuastde un sistema (es
decir, integrales primeras), periodicidad de trayecspreammportamientos esta-
bles, etc. En el ejemplo del problema de los dos cuerpos @lagruna integral

primera es la energia total del sistema.
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Capitulo 3

El problema de los tres cuerpos

Introducci 6n

En el capitulo anterior hemos mostrado que el problema delmmento de
dos masas moviéndose bajo la atraccion gravitacionalanpiuede ser resuelto
analiticamente y la solucién es siempre una conica espelao inercial. Exten-
deremos este analisis a la interaccion de tres cuerpestamdo una particular
atencion al problema en el que el tercer cuerpo es despleaan respecto a
los otros dos. El problema de los tres cuerpos, ha atraidtefecion de grandes
matematicos, entre los que destacamos a Euler, Lagraapk&de, Jacobi, Le Ve-
rrier, Hamilton, Poincaré y Birkhoff.

Si dos de los cuerpos en el problema se mueven en orbitasacas y coplanares
sobre su centro de masas cominy la masa del tercer cuerfectelas masas de
los otros dos cuerpos, el problema del movimiento de losctregos es llamado

“movimiento restringido circular”.
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108 El problema de los tres cuerpos

En este capitulo describiremos las ecuaciones de mouiondsgi problema de
los tres cuerpos y discutiremos la posicion de los puntosqaéibrio con refe-
rencia a una constante particular del movimiento, la irtledg Jacobi, en el caso
del movimiento restringido al que haciamos referenciaréarmente. Ademas,
demostraremos las relaciones entre las curvas definidds ipbegral de Jacobiy

la curva orbital de la particula.

3.1. Ecuaciones de Movimiento

Consideremos el movimiento de una pequefa particula da despreciable,
moviéndose bajo la influencia gravitacional de dos masag m,. Asumiremos
qgue estas dos masas tienen Orbitas circulares sobre so derntnasas comin y

gue la fuerza externa del tercero no afecta la de estos dos.

Consideremos también, un conjunto de €jes, ( en un espacio inercial (el de
los tres cuerpos) referido al centro de masas del sistemdiguea 3 - 1). Con-
sideramos el ej€ a lo largo de la linea desde; am, en el tiempot = 0, el
ejen perpendicular a &l y al plano orbital de las dos masas y €| egerpendi-
cular al planctn, a lo largo del vector momento angular. Las coordenadassde la
dos masas en este sistema de referencia (no rotado) soguangesi(&;, 71, (1)

y (&2,m2, (o). Las dos masas tienen una separacion constante y ademés I

misma velocidad angular sobre su centro de masas comun.

Elegimos la unidad de masa de tal manera gue G(m; + my) = 1. Si asu-
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3.1 Ecuaciones de Movimiento 109

mimos quemn; > my y definimos

_ me
/J/: _—
m1+m2

entonces en este sistema de unidades, las dos masas son:

wp=Gmy=1—p
' ' (3.1)
po = Gmgy = [i

1 . i
dondei < 3 (esta desigualdad se demuestra con la suposigidn- ms). La
unidad es elegida para que la separacion entre las masasrsgantemente.
Ademas, se tiene que el movimiento medio com{ide las dos masas es también

1, ya que:

Figura 3.1.Vista plana de la relacion entre las coordenadas del sisteencial (¢, 7, ¢)
y las coordenadaér, y, z) (sistema rotado) de la particula en el pufoEl origenO
esta sobre el centro de masas de los dos cuerpos. Eyageel ejez coinciden con el eje

de rotacion.
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110 El problema de los tres cuerpos

Sean las coordenadas de la particula en el sistema inersidéral(¢, 7, ¢).

Las ecuaciones de movimiento de la particula son:

ézﬂlélgéﬂﬂiz&gf
1 Ty

. m—n M2 — 1

n = 3 _'_,LLQ 3 (32)
Ut Ta

SR SR
Ut Ty

donde de la figura - 1 se observa que:

=& -+(m-n+G-9¢7
r5=(& =+ (mm—n)+ (G-

Notar que estas ecuaciones son validas en el problemaajjepdos tres cuerpos,

ya que no requieren ninguna suposicion sobre las trayastde las dos masas.

Si las dos masas estan moviéndose en Orbitas circukamésnces la distancia
entre ellos es fija y se mueven sobre su centro de masas coarim\eelocidad
angular fija, que es el movimiento medioEn estas circunstancias es natural con-
siderar el movimiento de la particula en un sistema deerta rotado, en donde

las posiciones de las masas estan fijas también.

Consideremos un nuevo sistema de referencia ratadp =) que tenga el mismo
origen que el sistem@ n pero que esté rotando a razén uniformen la direccion
positiva (observar nuevamente la figura previa). Notar e uevo sistema es
no inercial, tal como se estableci6 en el capitutte este documento.

La direccion del eje: es elegida de tal manera que las dos masas siempre vivan a
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3.1 Ecuaciones de Movimiento 111

lo largo de una linea con coordenadas

(xlaybzl) = (_,u27070) (wQay2722) = (,Ula070)'
Asi, desde las ecuaciones (3.1) y la figairal, tenemos que:

2 2 2 2
ri= (x4 p) +y +2
(3.3)
ry=(zr—m)’+y°+ 27
donde(z, y, z) son las coordenadas de la particula con respecto al siskemnta
tacion o sistema sinoddico. Estas coordenadas estamomedalas a las coordenadas

en el sistema sideral por una simple rotacion:

19 cosnt —sennt 0 x
=] sennt cosnt 0 Y (3.4)
¢ 0 0 1 z

Aungue en nuestro sistema de unidaé- 1, retenemos en las ecuaciones para

notar que esos términos estan acelerados.

Del sistema dado en (3.4), deducimos que

¢ = xcosnt — ysennt
n = xsennt + ycosnt
(==z

Si diferenciamos estas ecuaciones, ontenemos:

f = xcosnt — nxsennt — nycosnt — ysennt

1 = xsennt + nxcosnt — nysennt + ycosnt
(=12
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112 El problema de los tres cuerpos

las cuales pueden escribirse en forma matricial como:

é cosnt —sennt 0 T —ny
n | =1 sennt cosnt 0 U+ nx (3.5)
¢ 0 0o 1 2

y por lo tanto, si derivamos por segunda vez, tenemos que:

¢ cosnt —sennt 0 i — 2ny — n’x
=1 sennt cosnt 0 i + 2nz — n’y
¢ 0 0 1 3

Notar que el cambio a un sistema de referencia rotado halintido términos
nz y ny, llamado la aceleracion de Corioli y también se introdujetérminos
n*z y n?y llamado la aceleracion centrifuga en las ecuaciones démento. Es
importante aclarar que estas fuerzas no son originadas)parawsa fija, sino que

se originan solo por el echo de estar en un sistema no ihegsidecir rotado.

Usando las sustituciones pagan, ¢, &, i y  y las ecuaciones (3.2) tenemos

que:

(& — 2ny — n*x)cos nt — (§ + 2ni — n’y)sen nt =

rp —x o — X M1 M2 (3.6)
1 + f2—3 cosnl + | — + —5 | ysen nt
1 3 reoooTr
(i — 2ny — n’x)sen nt + (j + 2ni — n’y)cos nt =
(3.7)

T —T To — T
(,ul 13 —l—,u223 )sennt—(u—;—ku—;)ycosnt
i T3 T

112



3.1 Ecuaciones de Movimiento 113

=- (G +4)s
oo

Si multiplicamos la ecuacion (3.6) povs nt y la ecuacion (3.7) posen nt 'y

sumamos ambos resultados; y luego multiplicamos la ecu#8i6) por—sen nt

y la (3.7) porcos nt y sumamos también; las ecuaciones de movimiento en el

sistema sinodico o rotado resultan:

.. . T+ €r —
& —2ny —n’r = — (,ul 3#2 + uo 3/“)
T T
i+ 2ni —n’y = — (M—;ﬂLM—;)y
rToooTr

1 s

Estas “aceleraciones’pueden ser escritas como el gradientna funcion escalar

U de la siguiente manera:

i ony =2
Y= o
U+ 2nt = ou (3.8)
dy
s
0z
dondeU = U(z,y, z) viene dada por:
2
U=" (2442 + 12 4 12 (3.9)
2 T1 T2

En esta ecuacion, el termino eh+ 2 es el potencial centrifugo y el término en

1 1 . o
— y — es el potencial gravitacional.
T2
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114 El problema de los tres cuerpos

Los terminos-2ny y 2ni en las dos primeras ecuaciones de (3.8) son los terminos
de Corioli, que dependen de la velocidad de la particuldgistema de referencia
rotado. Las fuerzas de Corioli forman un anguladde con la velocidad, puesto

que el producto escalar entre los vectqre8ny, 2nit,0) y (i, y, 2) es0.

Notar quel es positivo, desde su definicion. Escribinids= —U y las ecuacio-
nes de movimiento quedan de la siguiente forma:

ou*

ox
oU*
dy
oU*
0z

i —2ng = —

U+ 2nt = —

=

U no es potencial, pero si lo tomaremos como un pseudo-patenc

3.2. Laintegral de Jacobi

Multiplicando las ecuaciones (3.8) por y y z respectivamente y sumando

tenemos:
it sz= sy Wy U, AU
4 ~ Ox (9yy 0z~ dt’
Esta puede ser integrada, y obtenemos lo siguiente:

i? +9° + 2% = 2U — C

dondeC; es la constante de integracion. Ademas, carher > + 2 = v?

obtenemos la siguiente expresion:
2 _
e =2U — Cj
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3.2 La integral de Jacobi 115

o usando la ecuacion (3.9), obtenemos:

Cj:n2(x2+y2)+2<&+&) a2 2
T2

Esto demuestra que la ecuacifin — v? = C; es una constante del movimiento.
Esta es la integral de Jacobi, o constante de Jacobi (e &fitiende su subindice
j). La integral de Jacobi es sblo una integral en el probleincalar restringido
de los tres cuerpos y esto significa que el problema no pusdi/egse de forma

total para el caso general, sino salvo para simplificacideeproblema.

La expresion de&'; puede ser escrita en términos de la posicion y velocidad de
la particula en el sistema inercial. En este sentido, uséndcuacion (3.4), y el
echo de que una matriz de rotacion es ortogonal y por endmgolar, y que su

inversa es justamente la transpuesta, obtenemos:

x cosnt sennt 0 ¢
y | = | —sennt cosnt 0 n (3.10)
z 0 0 1 ¢

Para la velocidad, usamos la ecuacion (3.5), y obtenemos:

T —ny cosnt sennt 0 f
y+nx | = | —sennt cosnt O 7 (3.11)
3 0 0 1 ¢

Ademas, si utilizamos las ecuaciones dadas en (3.10)nEnka siguiente rela-

cion:
T —ny x sennt —cosnt 0 &
y+nr | =| v | tn| cosnt sennt 0 n (3.12)
z z 0 0 0 ¢
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116 El problema de los tres cuerpos

Y asi, restando (3.11) con (3.12), podemos escribir:

T cosnt sennt 0 f
y | = | —sennt cosnt 0 i
3 0 0 1 ¢
(3.13)
sennt —cosnt 0 19
—n| cosnt sennt 0 n
0 0 0 ¢
Si ponemos
cosnt sennt 0 sennt —cosnt 0
A= | —sennt cosnt 0 |y B= cosnt sennt 0
0 0 1 0 0 0

entonces desde la ecuacion (3.13), tenemos que:

&
:t2+z)2+z'2:(j; j z) j
2

= (& @ ¢)ama
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100 3 0 -1 0 3
:<§¢75) 01 0 i) —n<é‘f7¢) 1 0 0 77)
001 ¢ 0 0 0 ¢
0 10 3 100 3
—n(fng) -1 00 n +”<57IC> 0 10 (77
0 00 ¢ 000 ¢

=&+ + C+nP (€ +n) + 2n(én — nf)

dondeA” y BT son las matrices transpuestas4lg B respectivamente.

Desde la ecuacion (3.4) tenemos giet y* + 22 = €2 + n* + ¢?, ya que las
matrices de rotacion preservan longitudes. Ademas ebten que:
H1 o M2 . : : . :
Cj=2 <—+—) +2n(én —né) — & =" = ¢
A )
para la expresion de la constante de Jacobi en termines@ebdrdenadas sidera-

les.

Podemos escribir esto como:

%(52 bt () — <’7f—11 + /;_22) — hn— %(Jj (3.14)
donden = (0,0,n), h es el momento angular y el término de la izquierda es la
energia total por unidad de masa de la particula. Daddhgueno es constante,
se explica el porqué la energia no es conservada en elepnaliestringido de
los tres cuerpos. Como ya dijimos, la constante de Jacoldi@esisa integral del
movimiento circular restringido de los tres cuerpos. Nogyods usar la constante
de Jacobi para encontrar una solucion exacta del movim@bttal, sin embrago

puede usarse para determinar regiones donde la partiwplastle permanecer o
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118 El problema de los tres cuerpos

estar.
La utilidad de la constante de Jacobi puede ser apreciadierfente cuando
consideramos las posiciones asociadas a velocidades Bulaste caso tenemos

que2U = C};. O también podemos escribir:

n2(z? + y2) + 2 (ﬂ + &) —C; (3.15)

1 )

La ecuacion (3.15) define un conjunto de superficies pamesbparticulares de
C;. Asi, las superficies, conocidas como superficies de \dddatero, juegan un
importante rol en las cotas del movimiento de la particBla. simplicidad nos
restringiremos al planoy. En este caso la interseccion de las superficies de velo-

cidad cero con el planey produce un conjunto de curvas de velocidad cero.

La figura siguiente muestra ejemplos para estas curvas eselque, = 0,2;
el movimiento medio: es1. (C; = 2U — T', entonces com@' > 0 ocurre que

2U > Cj, por eso una particula no puede pasar de una region otra).

Figura 3.2:Curvas de velocidad cero para dos valores de la constantcdbi £uando
w2 = 0,2. Los valores de&”; son3,9 para el casa) y 3,7 para el cas®). Las zonas

sombreadas denotan las regiones excluidas.
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3.3 Larelacion Tisserand 119

Desde la expresion (3.14), es claro que debemos tenersenip> C; (co-
mo ya dijimos anteriormente), ya que de otra manera la \ddolei seria comple-
ja. Asi la ecuacion (3.15) define curvas frontera de reggatonde el movimiento
de la particula no es posible. De esta manera, como el pnaldie los tres cuer-
pos restringido no es integrable, la existencia de la iatetg Jacobi nos permite
encontrar regiones del plang donde la particula no puede estar.

La zona sombreada denota las regiones donde el movimiemtmpesible. Er),

si la particula con valof’; esta en orbita en la region no sombreada alrededor de
la masayu;, entonces nunca puede orbitar la magsa escapar del sistema, ya
que tendria que cruzar a la zona excluidabEmcurre lo contrario, si la particula
esta orbitando la maga puede pasar a orbitar la masa pero nunca escapar del
sistema. Este concepto es el de estabilidad de Hill. Sin eyabas til recordar
que tales declaraciones sb6lo son validos bajo las supos&inherentes al pro-
blema restringido de los tres cuerpos (es decir, las dosssasaueven en orbitas
circulares sobre su centro de masas comin y la masa del ¢ego no influye

gravitacionalmente en los otros dos).

3.3. Larelacion Tisserand

Consideremos un cometa con semieje mayor inigiakcentricidaa, e incli-
nacion/. Siguiendo una aproximacion cercana a Jupiter, los aleyserbitales
devienen en/, ¢’ e I’ respectivamente.

Podemos usar la integral de Jacobi y una simple aproximap#ra relacionar
estos dos conjuntos de elementos. La integral de Jacolai,mad’; = 2U — v?,

permanece constante a través del encuentro.
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120 El problema de los tres cuerpos

En el espacio inercial tridimensional, tiene vector p@siaado por = (¢, 7, ()
y vector velocidad = (¢, 7, ¢). En este sistema podemos usar la ecuacion (3.14)

para escribir la constante de Jacobi como:

C; =2 (ﬂ + “—) +2n(&h —né) — 2 =i = (2 (3.16)

A1 T2
donder; y r, son las distancias del cometa al sol y de Jupiter al sol cispe
mente. Elegiremos las unidades de modo que el semieje malangvimiento
medio de la orbita de Jupiter seanya que la masa de JUpiter y el cometa son

muy pequefias con respecto a la masa del sol,
G(msol + mcom) ~ G(msol + mjup) =1 G(ml + m2) = ]-7

dondem,, meom Y mjyu, SON las masas del sol, cometa y Jupiter respectivamente.
Desde la integral de energia del problema de los dos cuéspbsometa”(ver

ecuacion (2.23)), tenemos:
: L2 1
P+ ==-- (3.17)
r a
donde hemos elegide = 1 en concordancia con nuestro sistema de unidades y
donde asumimos que = r, ya que la masa del cometa y del planeta Jupiter son

despreciables comparadas con la masa del sol.

El momento angulahk por unidad de masa de la 6rbita del cometa esta dado por:
h=rxr,

como ya lo hemos trabajado en el capitilo
Si I es la inclinacion entre la 6rbita del cometa y el plano dertita de Jupiter
(ver figura posterior), entonces la componepi@el vector momento anguldr

esta dada por:

En — 775 = hcosl
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3.3 Larelacion Tisserand 121

en dondeh es perpendicular al plano de la orbita del comefg y= a(1 — €?)
en nuestro sistema de unidades (remitirse a la expresdmeata(2.19)). Asi ob-
tenemos, a partir de la integral de Jacobi en la ecuaci@s)§.observando las

expresiones (3.17) y (3.1), lo siguiente:

2 1 2 1 1
— — — —=2y/a(l —e?)cosl = o 219 (— — —) — C;. (3.18)

r T2

r a

Figura 3.3:0rbitas del cometa y del planeta JUpiter separadas ponahiaacion].

. . , .. 1
Si asumimos que el cometa no esta cerca de Jupiter, de anquer; es
T

siempre una cantidad pequefia y despreciamos el téerming tenemos que:

1
22 a(1 — e?)cosl = constante. (3.19)
a

que resulta de dividir por2 toda la expresion (3.18).
Ademas, la relacion aproximada entre los elementosadeisidel cometa antes y

después del encuentro con Jupiter esta dada por:

1 1
22 a(l —e?)cosl = 5wt a'(1—e?)cosI’.
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122 El problema de los tres cuerpos

Esta es conocida como larelacion de Tisserand (Tisse&96) § puede ser usada
para determinar si un cometa recién descubierto es urogimetiamente conoci-

do o no, que ha tenido sus elementos orbitales cambiadadodebina aproxima-

cion cercana a un planeta.

Un ejemplo de ésto lo encontramos para el caso de un conptetico dibu-

jado en la figura siguiente.

acercamiento /

//A'/ / i

*,
N, . i
~ oOrbita del
cometa

\ I} orbita de
Japiter

Figura 3.4.Cambios en la orbita de un cometa hipotético que tiene aaestiro cercano

con Jupiter. El encuentro produce grandes cambios endogeettos orbitales del cometa

Un acercamiento a Jupiter altera los elementos orbit&kesxineta con el se-
mieje mayor incrementado por mas glenidades astronobmicas. Los elementos
orbitales iniciales del cometa san= 4,81 UA (= 0,924 en nuestras unidades),
e = 0,763 e I = 7°,47; mientras que los elementos finales s6nr= 10,8 U A,
¢ =0,731el =21°4.

No obstante, la relacion de Tisserand es sblo una aprcidmale la constante
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3.3 Larelacion Tisserand 123

de Jacobi y se deriva asumiendo que Jupiter tiene unadaibdular. La cantidad
(3.19) es una constante aproximada en el movimiento, d@neecentricidad de
Jlpiter no es cero.

Las diferencias en la 6rbita del cometa antes y despué&cdetamiento a Jupiter
mostradas en la figura anterior, ilustra los efectos draogte los encuentros
planetarios. La misma técnica es usada para obtenerrasasteravitatorias pa-
ra las naves espaciales que viajan a planetas exterioragedgm Sistema Solar,
tal como lo son las naves espaciales Voydggr2. La Voyagerl fue lanzada el
5 de septiembre d&977 desde Cabo Cafaveral. Pas6 por JUupiter% y por
Saturno ernl980. La Voyager2 fue enviada e20 de agosto d@977, pasando por
Jlpiter y Saturno para llegar a Urano 136 y Neptuno enl989. La Voyager2
es la Gnica que ha visitado esos dos planetas. Ambas ll@vesigo un disco de
oro con una seleccion de una hora y media de duracion deanpsoveniente
de varias partes y culturas del mundo, saludosediomas humanos, un saludo
del entonces Secretario General de las Naciones Unidas menea de sonidos
caracteristicos del planeta. También contiéh® imagenes donde se explica en
lenguaje cientifico la localizacion del Sistema Soleas,Uaidades de medida que
se utilizan, caracteristicas de la Tierra y caractedstdel cuerpo y la sociedad
humana.

El analisis anterior esta basado en el problema restlingjrcular donde la masa
del tercer cuerpo (cometa o nave espacial) es desprecialienp hay conserva-

cion de la energia.

La relacion de Tisserand permanece casi constante, esspajue su estudio

resulta de suma utilidad, como ya hemos establecido anteside.
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124 El problema de los tres cuerpos

3.4. Puntos Lagrangianos de equilibrio

Hemos mostrado en las secciones previas que cuando las magas, se
mueven en Orbitas ciculares sobre su centro de masas ¢onsiis posiciones son
estacionarias en un sistema rotado con una velocidad angu& al movimien-
to medion de cualquiera de sus masas. Vamos a abordar el tema de l@s punt
de equilibrio teniendo en cuenta la ubicacion de puntosld@uodria estar una
particulaP, con la velocidad apropiada en el sistema inercial, y en eltangosi-
cion de dicha particula permanece estacionaria en ehséstotado. Es importante
recordar que la posicion de un punto de equilibrio de untiquéa, esta sujeta a
numerosas fuerzas y que esta moviéndose en una orbitxikep en el sistema

inercial.

Seaa, b y c las posiciones de las masas, el centro de masas, y la masa

msy CON respecto al puntB (ver figura3 - 5).

Figura 3.5Las fuerzas que experimenta una partidide prueba, debido a la atraccion
gravitatoria de las dos masas y m.. El puntoO denota la posicion del centro de masas

dem; Y ma.

Con F'; y F, denotamos las fuerzas por unidad de masa en direccion hacia
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3.4 Puntos Lagrangianos de equilibrio 125

las masasn, y m, respectivamente. Para el purffoque esta fijo en el sistema
rotado, debe haber una distancia fijdesdeO, que es el Unico punto fijo en el
sistema inercial. AdemaB esta sujeto a la aceleracion centrifuga en la direccion

—by es balanceada por la suma de los vectores:
F=F +F,

que vive en direccibn dé y pasa a través del centro de masas. (la suma de las
fuerzas va hacia el centro de masas, piessta quieto y la fuerza de Corioli es
cero, entonces la suma de las fuerzas es igual a la fuerzifogay.

La posicion de) esta dado por:

b mia + mscC
mi + Mo

(el centro de masas siempre se escribe asi en cualquéamnaiste coordenadas).

O también podemos expresarlo asi:

mi(a —b) = my(b—c). (3.20)

Realizando producto vectorial entre el veckdr+ F'» y la ecuacion (3.20), obte-
nemos:

mo(F x ¢) +my(Fy x a) =0.

Como el angulo entrd'; y c es el opuesto entre el dé, y a, podemos escribir
la ecuacion de la siguiente manera (usamos ademas lasigyropiedad del
producto vectoriallA x B| = |A||B|sen(A, B)):

mgFlc = mlFQ(z, (321)
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126 El problema de los tres cuerpos

en dondeF}, F, a 'y ¢ son los mbdulos de los vectorés, F,, a y c respectiva-

mente.

Gm Gm
a21 y Fy = 022

En el caso de las fuerzas gravitacionalEs,= y asi, de
la ecuacion (3.21), resulta que= c. De esta manera, el triangulo formado por la

particula y las dos masas es isosceles. Esto implic&’quee en la mediatriz del

segmentan;m, (observar la figura siguiente, en donde la linea punteadetae
dicha mediatriz).
Para balancear o equilibrar la aceleracion centrifugéadearticulaP con las
fuerzas por unidad de masa y dirigidas hacia el centro despdsbemos tener lo
siguiente:

n*b = Ficosf + Fycosy (3.22)

dondes es el angulo entr&’; y by v entreF', y b. El terminon?b es la velocidad

de rotacion.

Figura 3.6:Geometria del balance o equilibrio de fuerzas doRddenota la ubicacion
de la particula de prueba en una posicion de equilibridirea punteada indica la bisec-
triz perpendicular a la linea que une a las dos masas, esldwEgmr geomeétrico de las

posiciones de equilibrio en el caso de las fuerzas gravitatés.
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3.4 Puntos Lagrangianos de equilibrio 127

Resulta entonces, de la ecuacion (3.22):

G
n? = W(mlbcosﬁ + mabcosy) (3.23)

Ademas, por inspeccion de los triangulos formados@p y las dos masas,

tenemos que:

bcosf = a — gcosa
becosy = a — (d — g)cosa
donded es la distancia entre; y m; g es la distancia entre,; y O y

cosa = ; (3.24)

a

Por otro lado, por la definicion del centro de masas, tenemos

mao

g=—"—d
1ty (3.25)
my
d—g=——"—d.
my + mo
Por lo tanto, la ecuacion (3.23) es equivalente a la sigeliexpresion:
G(my1 + ms) mimes
o - —d*). 3.26
" a3b? “ (mq + my)? ( )

A partir de la ecuacion (3.24) y por el teorema del cosenmrt®s la relacion

siguiente (observar la figura anterior):
b = a® + ¢* — 2agcosa = a* + ¢* — gd.

Sustituyendo en esta Gltima ecuacion las expresionesgpdesde la ecuacion

(3.25), obtenemos:
mq1meo

V' =a* - —————d°.
“ (m1 + m2)2
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128 El problema de los tres cuerpos

De esta manera, la ecuacion (3.26) queda expresada como:

77,2 . G(m1 + m2)

&3
Ademas, el sistema de referencia esta rotado (en el sistercial) con una ve-
locidad angular, y de la ecuacion (2.16) tenemos que:
o G(mi+my)
ST e

de lo que resulta que = d (mirando las dos Ultimas ecuaciones).

En el caso de las fuerzas gravitacionales ejercidasrpoy m., el sistema tie-
ne un punto de equilibrio en el vértice del triangulo eaggito con base formada
por la linea que une las dos masas. Este resultado impliesideencia de otro
punto de equilibrio localizado en la misma linea, pero erédice que queda por
debajo. Estos son los puntos de equilibrio Lagrangidnos L5 respectivamente.
En el problema clasico hay tres puntos mas de equilitbip/, y L3 que viven a
lo largo de la linea que une las dos masasy m..

Nosotros hemos considerado fuerzas gravitacionales speembargo este anali-

sis puede hacerse para otro tipo de fuerzas.

3.5. Posiobn de puntos de equilibrio

Aunque el problema de los tres cuerpos circular restringames integrable,
podemos encontrar un nUmero especial de soluciones. Hetepser realizado
buscando puntos donde la particula tiene velocidad y s cero en el siste-
ma de rotacion. Tales puntos son llamados puntos de eguiidibl sistema. Desde

ahora en adelante asumiremos que todos los puntos esthplamce:y. Elegimos
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3.5 Posicon de puntos de equilibrio 129

la distancia entre las dos masas como uno. Entonces se siguwe-g 1, como
ya se explicitd en la seccion (3.1). Nada de lo que asumgapwia la escencia

dinamica del sistema.

Para facilitar el calculo de la posicion de los puntos deilémgio seguiremos el
ejemplo de Brouwer y Clemence961) y reescribiremo$/ en una forma dife-
rente (U es el pseudo-potencial descrito en (3.9)).

Si multiplicamos la primera ecuacion de (3.3) pary la segunda ecuacion de
(3.3) porus y luego sumamos ambas expresiones, (recordemos gué, pues

nos movemos en el plang y u;, + p2 = 1) tenemos:
par? 4 pors = x* +y? + p .

Asi, resulta que:

1 r? 1 r2 1
U=m|—+—5)+m{—+2)—smpe (3.27)
T1 2 T2 2 2

La ventaja de esto es queno depende explicitamente des y; y por lo tanto el
calculo de las derivadas parciales es mas simple. Notarqy r» son siempre

positivas, ya que son distancias.

Consideraremos ahora las ecuaciones de movimiento y laprdosras ecua-
ciones de (3.8),coii = =1 =y = 0.

Para encontrar la posicion de los puntos de equilibrioghelseesolver simultanea-
mente las siguientes ecuaciones no lineales:

oU oU 67"1 oU 8T2

e S M 2
Oor  Or; Ox + Ore Ox 0 (3.28)
oU oU 8T1 oU 8T2

e S Wi 2
dy  Or; Oy * Ory Oy 0 (3.29)
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130 El problema de los tres cuerpos

usando la expresion dé = U(ry, ;) establecida en la ecuacion (3.27).
Evaluando las derivadas parciales, podemos escribir lec@mes de la posicion

de los puntos de equilibrio como:

-1 + -1 .
 (Gen) T () T 0 @30
-1 -1
J751 <—2 + 7“1) g + o (_2 + TQ) g =0 (331)

Inspeccionando las ecuaciones (3.28) y (3.29) se obsergridtencia de una

8_U_ _—1—|—7" =0
37"1_'“1 7"2 1 -

U1
87"2_'u2 rs 2] -

que dar; = o, = 1 en nuestro sistema de unidades.

soluciobn trivial:

Usando las ecuaciones dadas en (3.3), las dos ecuacioeasrastimplican:
(x4 ) +y° =1

(z—m)?+y*=1
que tiene dos soluciones, a saber:

1 V3

=_-— =+
T=g—pz ey 5

Comor; = r, = 1, cada uno de los dos puntos definidos por las ecuaciones ante-

riores(3 — o, @) y (3 — po, —@) forman un triangulo equilatero con las masas
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3.5 Posicon de puntos de equilibrio 131

11 'Y pe. Estos son los puntos de equilibrio Lagrangianos triamgaleeferidos en

la seccion (3.4) comay y Ls.

Es claro que desde la ecuacion (3.31) 0 es solucion, por lo que también lo
es de la ecuacion (3.29). Lo cual esta indicando que lowpute equilibrio per-
manecen a lo largo del ejey satisfacen la ecuacion (3.28). Hay, de echo, tres
soluciones correspondientes a los puntos de equilibrigdrganos colineales
(los que estan a lo largo del ejg, denotados pof, L, y Ls, tal como ya lo di-
jimos. El puntol; vive entre las masas, y u», €l L, fuera de lamasa, y el L3

vive en el eje negative. Debemos encontrar una aproximacion de sus posiciones.

Para el; tenemos:

87‘1 87‘2
rm+ro=1 r=x4+pu rn=—x+u %:—%:1,

Asi, sustituyendo en la ecuacion (3.30), obtenemos:

-1 -1
H1 (7(1 ) +1—7"2) — M2 <E+7‘2) =0,

0 equivalentemente:

7’2
ta_ gy Urets) (3:32)
i (147 +75)(1 —1)?
Si definimos .
1
o= (ﬂ> , (3.33)
3

entonces para, pequefo es claro qug = « es una solucion. Si calculamos

Taylor de ordent en (3.32), tenemos que:

1 1 53
a=ry+ §T§ + 57‘% + 8—17”3 +0(r3) (3.34)
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132 El problema de los tres cuerpos

Consideremos ahora la siguiente funcion:

(1—7"24‘%)
(I4+ry+73)(1—19)3

f(r2) =

Usaremos el método de inversion de Lagrange (el cual noatwa aqui) para
invertir esta serie y expresay como una funcion de. Comparando la ecuacion

(3.34) con la ecuacion del método de inversion, se obtiesiguiente:

n=aty S

i j—1
o Jb da (3.35)
1 1 23
re = — §a2 - §a3 8—1a4 + O(a®)
Nos falta encontrat., y Ls.
Para el puntd.,, tenemos:
1 I 8T1 8T2
rH — 7o = T =X 9o =T — - — A -
1 2 1 H2 2 H1 I I
Haciendo las sustituciones pataen la ecuacion (3.30) obtenemos:
) (S 0
- r ) =
M1 (1 n r2)2 2 M2 r% 2 )
0 equivalentemente:
7“2
B2 _ g 147+ 3)
11 P14 re)2(1 —73)
Usando la definicion de en la ecuacion (3.33) llegamos a:
1 1 1
=7y — =15+ —15 + —15 + O(rd)
3 3 81 (3.36)
4 1 2 1 3 31 4 4 O( 5) .
rm=a+ o — —a” — —« a”).
? 35 9 8l
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3.5 Posicon de puntos de equilibrio 133

Para el puntd.;, tenemos las siguientes relaciones:

87‘1 87‘2
=1 — - ==
ro — 7T T T— 2 T2 T+ O O
Haciendo las sustituciones pataen la ecuacion (3.30), obtenemos:
e I Ly 0
— +r — | =
H1 7‘% 1 2 (r +1)2 1 )
0 equivalentemente:
He (1—rH(1+ry)?
pr o ri(r?+3r+3)°
Si ponemos; = 1 + 5 (que implica que, = 2 + ) tenemos:
i 12 144 , 1567 4 1
e __ 2= lialis 2 O
m B+ o 38 ToEY
(3.37)

7 7 > 13223 3 4
G T (F2) T (R 13228 T ()
12 H1 12 M1 20736 M1 M1
La posicion de todos los puntos Lagrangianos y las curvagldeidad cero para
tres valores criticos de la constante de Jacobi para 0,2, se muestran en la

figura3- 7. En la figura3 - 8 la superficie definida por las curvas de velocidad cero

se muestra para el mismo valor de

Remitiendonos a las dos figuras mencionadas, el plntiene el valor de la
constante de Jacobi mas grande & 3,805 parayp, = 0,2) y se encuentra en
un punto critico de la curva interior. Hay otra rama de lama@i<urva en donde
se encuentra el puntb, (que tieneC; = 3,552 paraps = 0,2). L1 y L, son

puntos silla en las curvas de velocidad cero. Una partouial’; < C;, deberia

orbitar en el interior o exterior de las regiones del planas Eamas de las curvas
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134 El problema de los tres cuerpos

de velocidad cero se encuentran en el punt¢C; = 3,197 parau, = 0,2). Los
puntos de equilibrio triangulards, y Ls tienen el valor mas bajo de la constante
de Jacobi(; = 2,84 parau, = 0,2); si una particula tiene una constante de Jaco-
bi C; < Cy, ,, entonces no hay regiones del plano que queden excluistasné&
implica que la particula atraviese todas las regionessdules, solo que la cons-
tante de Jacobi no puede proveer cotas del movimiento.

Tengamos en cuenta que todos los puripsienen velocidad cero porque son

equilibrios.

Figura 3.7:Posicion de puntos de equilibrio Lagrangianos asociadizs @urvas de
velocidad cero coms = 0,2. El grafico muestra las curvas de velocidad cero para tres
valores criticos de la constante de JachiBob, 3,552 y 3,197 que pasan a través de los
puntosLq, Lo y Ls para el mismo valor dg». El puntoO denota el centro de masas del

sistema.

No esta universalmente aceptado el sistema de los puntparngianos de

equilibrio. Elegimos el nombre de los puntos, de acuerdcakdrwue tome la
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3.5 Posicon de puntos de equilibrio 135

Figura 3.8:Superficie tridimensional definida p6f; = 2U y la posicion de puntos
lagrangianos para distintos valores criticos de la cotestde Jacobi y para una masa—=
0,2. Los puntosLy, Lo y L3 son puntos silla de la superficie. La superface esta diaujad

de forma que la altura vertical representa el valor negalkivta constante de Jacalj.

constante de Jacobi, el mas grande correspordeylos mas pequeios pafa
y L;. Podemos calcular esos valores de la constante de Jacodouszries de ex-
pansion en la ecuacion (3.15) (y tomande- 1) con los valores apropiados de

ey 0 Y re. Incluyendo términos hasta los @& .») en la expansion, obtenemos:

Cp, =3+ 3% - 102
Cp, ~ 3+ 3845 - 142
Cry =3+ o
Cr, =3 — o
Crs = 3 — 2

Demostremos los casos para, y C..
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136 El problema de los tres cuerpos

Sabemos que:

1
:I/’—__
5 H2
3
_ V3

Entonces,
1 2 3
Ci=\{35—m) +7+2(m+p)
2 4
o 2
=3 — pi2 + 113

=3 —f2 + O(MQ)v

y asi demostramos lo que queriamos.

En la expresion dé€’;,,, debemos usar que:

8= _l M2
12 1— 1
12 — 194,
— ]_ ~ —
™ +ﬁ 12(1_M2)7

luego reemplazo en la expresion@gy obtengo lo deseado mas GH,).

Notar que las ecuaciones (3.3) y (3.15) son idénticas sip&zamos, por —y,

por lo que las curvas de velocidad cero deben ser simétaspscto al eje (esto

se ve claramente en las figuras2 y 3 - 7), y los valores de la constante de Jacobi
paral,y Ls son los mismos.

El valor mas grande para = mmﬁ en el sistema solar, ocurre en el sistema
Pluton-Charén (luna de PIut()n;, donQpIgz 10~ . El sistema Tierra-Luna tiene
1s =~ 1072, pero todo otro par planeta-satélite y sol-planeta tiersores deu,

mucho mas pequefios. De esta manera, como estamos idtreseaplicaciones
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3.5 Posicon de puntos de equilibrio 137

del sistema solar, consideraremos las curvas de velocetadyclos puntos de
equilibrio Lagrangianos para valores pequeiogde

Desde las ecuaciones dg, y C},, es claro que cuande, — 0, C, — C1,.
Ademas de las expresiones dedadas en (3.35) y (3.36), vemos que cuando
pe — 0, los téerminos deD(a?) pueden ser ignorados y absj y L, equidis-
tan de la masa,. El punto L3 esta a distancia + 5 de la masa central, donde
B < 0 esta dado por la expresion patan la ecuacion (3.37). Ademas, cuando
iy — 0, el puntoLz se aproxima a un circulo unitario. Los puntos triangulares
(L4 y Ls) viven sobre un circulo unitario centrado en la magsg esta a distancia
r=(1—puy+ ,u%)% del centro de masas (para determinar este valoragico el
teorema del coseno al triangulo con vérticesignl, y O). Puesto que la canti-
dady, es también la distancia entre la masay el centro de masas del sistema,
cuandou, — 0, el circulo unitario centrado el se aproxima al circulo unitario

centrado en el centro de masas.

La figura siguiente (figur@ - 9) muestra las curvas de velocidad cero y la po-
sicion de los puntos de equilibrio Lagrangianos para e dandeu, = 0,01, un
valor comparable para el sistema Tierra-Luna. Notemos agi@untos’; y Lo
estan equidistantes de la masay que el puntd_; esta sobre un circulo unitario.
Aunque la linea punteada de la figura mencionada denotaauiaunitario cen-
trado en la masa,, un cambio del % de su radio produciria un circulo unitario

centrado en el centro de masas del sistema.

Se puede mostrar que en primer lugar los pudtQd., y L5 y luego los pun-
tosL; y L, se posicionan sobre un circulo de radio unitario cuande: 0. Esta

propiedad de curvas de velocidad cero y puntos de equilitwsopermite hacer
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138 El problema de los tres cuerpos

Figura 3.9:Posicion de puntos de equilibrio Lagrangianos asociaduns\as de veloci-

dad cero cony = 0,01. La linea punteada denota un circulo unitario centrada erasa

M-

aproximaciones utiles cuando se discute el movimient@agmiticula de prueba

en el caso de un sistema con una masa pequena.

Los puntos de equilibrio son puntos en el espacio donde sébegn los cam-
pos gravitatorios de dos cuerpos masivos, como el sol yriafgr ejemplo. Los
campos gravitatorios se combinan para proporcionar urilegoia un tercer or-
ganismo de masa despreciable.

Por ejemplo, el puntd, se encuentra i 5 millones de kilometros de la Tierra en
la direccibn opuesta al Sol, que le permite al satéliteteraar sus paneles solares
hacia el sol y apuntando su telescopio hacia el sistemaesdiaror. El puntal

es ideal para observar el universo profundo. El satéliteARMsta en este punto

desde el afi@001. El satélite GAIA se asento alli @911, y el telescopio espacial

138



3.5 Posicon de puntos de equilibrio 139

James Webb lo hara @013.

Entre los cinco puntos de equilibrio, slq y L5 son estables, lo que significa
gue la materia y el polvo tiende a acumularse en estas regibos puntod.,,
Ly y Lz son inestables, por lo que no pueden retener a los satéitesales. Sin
embargo, los satélites artificiales sblo periddicamuteden corregir su orbita, y

asi permanecer en estas zonas.
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Capitulo 4

M etodos Nunericos

Introducci n

En la mayoria de los casos, cuando planteamos un probleerestpugoberna-
do mediante una ecuacion diferencial ordinaria, su soluekacta es muy dificil
de encontrar. Es por eso que recurrimos al analisis ctiatitde las soluciones
y la utilizacion de algin método numérico con el cualipmos aproximar esas
soluciones con cierto margen de tolerancia.

Los métodos numeéricos constituyen un medio para reféteazamprension de
las matematicas, aumentando su capacidad de comprgnsiitendimiento del
problema planteado.

Existen distintos tipos de métodos, los de un paso y los ddaspasos (mul-
tipaso). Los primeros se llaman asi porque en el calcultada punto sblo se usa
la informacion del Gltimo punto. Los segundos, en camittitizan la informacién
de los puntos previos.

Entre los métodos de un paso para la resolucion de ecuscitiferenciales
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142 M étodos Nunericos

ordinarias, los de Taylor y los de Runge-Kutta son los miéigados. El método
mas sencillo es el de Euler, aunque también es el que nmagm@es produce.
En cambio, el método de Runge-Kutta de cuarto orden prapw@csoluciones
con una precision mas aceptable y ha sido y es ampliamgiitado en diferentes
campos cientificos. Los métodos multipaso tienen una nw@yoplicacion ya que
en cada paso se tiene que resolver una ecuacion generlneelimeal. Los mas
utilizados son los métodos de Adams-Bashforth-MoultohdeeMilne-Simpson.
Si se utiliza un tamaino de paso variable, se puede mejoiciancia de
los métodos. En este sentido, los métodos adaptativoastev@ariable ajustan el
tamafno de paso para que el error cometido se mantenga si@mpdebajo de
una cierta tolerancia fijada a priori. Los mas popularesedate Runge-Kutta-
Fehlberg y el Predictor-Corrector de Adams con paso vaiabl
El método de colocacion (y sobre el cual se haran alguaogentarios) es am-
pliamente conocido por ser un procedimiento altamenteseheiy preciso para la
solucion numérica de ecuaciones diferenciales. Unatafatica que lo distingue
es que su formulacibn es muy simple. Su aplicacion se darglnente en espa-
cios donde las funciones y sus derivadas pueden tener tisasidades de salto.
Los métodos de colocacion, también se pueden formulauagpaso variable y

se los conoce como métodos de colocacion adaptativos.

4.1. Metodo de Euler

Consideremos el siguiente problema a valores inicial®4 (.

(4.2)
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conf: I xQ — R", endond&? es un subconjunto dR”, e I es un intervalo
deR.

El sistema (4.1) puede ser no autbnomo.

Integrando la ecuacion = f(¢,z(t)) entrety y t y usando la regla de Barrow,

obtenemos:

z(t) = x(to) +/f(s,w(3))ds
fo (4.2)

=z + /tf(s,x(S))ds

Hemos convertido la ecuacion diferencial en una ecuaritegral. En varias
oportunidades utilizaremos esta formulacion de la eémg@.1). Notemos ademas
que la ecuacion (4.2) ya “contieneinformacion del vaiaial, pues sir satisface
(4.2):

I(to) =9+ 0= Zo.
No obstante, la ecuacion (4.2) tiene an el primer y segundo miembro, de modo

gue no puede ser usada en forma directa para encantrar

Miremos la ecuacion (4.2) en un intervalo “pequefio”dmpe [to, to + hl:

to+h
x(to +h) =x9 + / f(s,x(s))ds (4.3)

to

Si el intervalo es suficientemente pequefio uno esperagg @, xo) sea una

buena aproximacion A(s, z(s)) cuandos € [to, to + hl.
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Reemplazandg(s, z(s)) por f(to, o) en la ecuacion (4.3) tenemos:
to+h
I = ZE(tO + h) =~ Xy + / f(t(), xo)ds = X + hf(t(), ZL’())

to

Ahora hagamos lo mismo en el punitg, =, ), cont; = t, + h y consideremos
ta=1t1+h o =x1 + hf(ty, z1).
Y asi continuamos construyendo las sucesiopgsc, como sigue:
Tpe1 = Tk + hf(t, x) tki1 =ty + h.

Uno esperaria que que los puntos, x;) sean buenas aproximaciones a los res-
pectivos sobre la grafica de la solucion real. Llamaremoglgpaso del método.

Programar el método es muy sencillo:
to = tiempo inicial
tfinal = tiempo final
xog = valor inicial

h = paso

_ Ltinat — to
h

for i=1,...n

n

Yir1 = To + hf(ti, yi)

end
El método funciona ya sea una ecuacion o un sistema deieneadliferenciales,
dando la sucesiog de nUmeros o vectores respectivamente.
Como vimos, este método consiste en encontrar una aproximan cada sub-

dominio(to, to + h] sobre el cual se ha particionado el dominio de integracion.
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4.2. Forma de Newton del polinomio interpolante

Dadosn + 1 puntoszy, x1,...,, todos enR™ y todos distintos yf (zx) = yx,
conk = 0,1,...,n, para alguna funciéif definida en algun intervaldé C R que
contiene a los nodos distintas, x1,...,z,. El polinomio P, (z) de grado menor o

igual quen que interpola & en los datos dados, puede expresarse en la forma:
P, () = bo+bi (x—x0)+bo(v—x0) (x—21)+....+bp (2 —20 ) (x—21)....(2—2—1),

para ciertas constants
La pregunta es entonces: ¢ Como calculamos esas con8tantes
Puesto que
Po(zr) = ye = f(21),
conk =0,1,...,n entonced, (o) = by = f(z0), asi quehy = f(zo).

Por otro lado, tenemos

P,(x1) = by + by (z1 — o) = f(21),
f(r1) — f(fo)

asi queh; = ——~-——",
Iy — X

Hagamos un paso mas

Py (x2) = by + bi(z2 — x0) + bo(z2 — x0) (12 — 1) = f(22),

f(x2) — f(wo) — W(@ — )

(I2 - xo)(@ - $1)

asi que, =

Después de hacer algunas manipulaciones algebraicaseetltama expresion,

arribamos a:

flx2) — f(z1) _ f(z1) = f(®o)

by = Lo — 21 L1 — Zo
(w3 — o)
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Los otros coeficientels;, by,... b, S€ pueden obtener consecutivamente, siguiendo
el método anterior.

Para facilitar la escritura de los coeficientgs,,... b, del polinomio interpolante
obtenido de esta manera, se introduce la siguiente natdeidiferencia dividida

hacia adelante o progresiva de Newton.

Definicion 4.1 Dadosn+1 puntos(x, f(x¢)), (1, f(x1)),...(zn, f(z,)) CONZY,

Z1,...,L, NOUMeros distintos ¥ alguna funcdn, definimos:

a) La diferencia dividida cero d¢ con respecto a;, es

flzr] = f(or),

k=0,1,2,... n.
Ad que, con respecto al polinomio interpolan®(z), se tiene qué, =

f[xo]-
b) La diferencia dividida uno d¢ con respecto a;, y z;,1 €S

flor, rpa] = ﬂx;}:ﬂ : ka]>

conk =0,1,...,n — 1.
Observemos que las diferencias divididas uno dependersdéifExencias
divididas cero y que, mientras hay+ 1 diferencias divididas cero, hay

n diferencias divididas uno. Tamén observemos que = f[zg,z1] =
flz1] = flzo]

r1 — X .
c) La diferencia dividida dos d¢ con respecto &y, z51 Y Tk €S

_ fleren, Trya] — flog, Traa]
f[xk, Lk+1, $k+2] = s
Tp42 — Tk
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conk =0,1,...n— 2.
Observe que las diferencias divididas dos dependen de fleaedcias di-
vididas uno y que, mientras hay diferencias divididas uno, hay — 1
diferencias divididas dos.

f[iﬁl,iﬂz] - f[iUo,iEl]

Tambgn observemos que = f|xg, 21, xs] = .
To — Zo

d) Engeneral, conocidas las— (i — 1) + 1 = n — i + 2 diferencias divididas
i — 1 de f con respecto ay, Tgi1,.--» Tpri_1, S€ definen las — i + 1

diferencias divididas de f con respecto &y, Txy1,...5 i, a9

f[xbka’ ....,ka] _ f[$k+1, Lh4-2y oeey $k+z‘] - f[$k7 Lh41y ey Ik—l—i—l]’
Lhti — Tk

conk =0,1,....n —i.

Con esta notacion de diferencia dividida se tiene que
bi = f[l'o,l'l, "'7xi]7

i =20,1,...,ny asi el polinomio interpolante toma la forma siguiente:

P.(x) = flxo] + flxo, z1](x — x0) + flzo, 21, 22] (2 — 20) (2 — 21) + ...

+ flzo, 1, ooy xn] (. — x0) (. — 1) oo (T — Xy q).

Esta forma del polinomio interpolante se conoce como féarde diferencia di-
vidida (progresiva) interpolante de Newton o forma proigeesie Newton del
polinomio interpolante, y se usa en los calculos numara@ndo se interpola en
un puntox que esta mas cerca dg que der,, (suponemos ordenados los nodos

X, T1,...,2,). Si €l puntar en el cual vamos a interpolar esta mas cerca,dgue
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dex, se usa la formula de diferencia dividida (regresiva) péante de Newton:

Po(z) = flzn] + flon—1, 2o (v — 20) + flon—2, Tp1, 2] (2 — 20) (2 — 201+

e+ flxo, 1, ey (2 — ) (@ — 1) (T — 21).

Es muy importante tener en cuenta que el polinomio progrgsal polinomio re-
gresivo de Newton son el mismo polinomio (siempre y cuandesea los mismos
datos); lo que ocurre es que en la formula progresiva el giagdomas “pesa’ es
flzo], mientras que en la regresiva el que mas “pesg’|es.

La forma de Newton del polinomio interpolante tiene la v@ntie que el calculo

de los coeficientes va usando la informacion anterior.

4.3. Metodos de Colocad@n

Los métodos de colocacion son un procedimiento para lecgw de ecua-
ciones diferenciales con valores de frontera, que se bakaagroximacion de
una funcién general por una clase de funciones mas sirpéts procedimien-
to es muy eficiente y muy utilizado. La clase de funciones dexamacion mas
comunes es la de los polinomios, aunque también se pueilieardunciones
trigonomeétricas, exponenciales y racionales. De todas da interpolacion poli-
nomial es la mas utilizada y es por eso que se introdujerda seccion (4.2).

La funcibn general que se quiere aproximar es la soluagia écuacion diferen-
cial y es expresada como la suma de aquellas funciones makesimultiplicadas
por un coeficiente, que en principio es una incognita. Ebeh&de colocacion in-
terpola en puntos conocidos, llamados nodos, asi comoietegbr de los inter-

valos utilizando ciertos puntos de colocacion que pormag@ue no analizaremos
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aqui son los ceros del polinomio de Legendre de cada irter&ai se construye

un sistema de ecuaciones para despejar el valor de los eoéfigi

Seaf una funcion definida sobre un intervalo réalb]. Consideremos una parti-

cion de dicho intervalo:
a=1t <t <ty <..<t<tjp<..<t,1<t,=0
Consideremos a su vez una particion del inter\igla; . ;| de la siguiente manera:
ty=tj, <tj < .o <tj,_py = tjt1,

en dondey es el grado del polinomio interpolante en la subdivisi@nes el grado
del polinomio interpolante dg;, ¢;.,]. Obviamente > k, ya que, al agregar mas
puntos para interpolar, el grado del polinimio aumenta.

Este método intenta mejorar el método de Euler dado el (Aphra ello se defi-

nen épocas extras en un intervalo de una particion delalte

El polinomio P que aproxima la solucion €t ¢,,4], es

q
Pyt = St —t;)
1=0
A los valores dey, ...., y._1 los determinamos como lo hicimos con el método de
Euler (mirar (4.1))(o son condiciones iniciales o resutieraplicar el polinomio
en condiciones anteriores).
En nuestro caso, faltan averiguar los valoregde.., y, que son vectores er".

Haciendo el cambio de variable

Lj = Yk+js
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los valores a encontrar sap, ...., 7.

El polinomio puede ser escrito como:

en donde debe cumplirse que

PW(t;,) = f(ty., P(t;,), ... PEV(L)). (4.4)

Derivandok veces el polinomio, obtenemos:

PO =3 gt =0

1=

q—k

=| 2

(= t)

o~

=0
Aqui, hemos cambiado— & por (. Ademas supondremos que el paso es fijo, es
decir, tomamo# =t;.; — t; Vj.
También tomaremos como supuesto que cada subintervlp gn, | es equidis-
tante, es decir

tjsztj—FS

. s=0,.....,9— k.

Ahora si evaluamos la derivadaésima deP ent; , obtenemos:

??‘

q— q—k
) shl

PW(t;,) = e Zﬂﬁzols = [2o|.-.|Tg—] Cus. (4.5)
I

Il
=)

En dondeC;; representa una matrizy, indica la columna de dicha matriz.
No perdamos de vista en este desarrollo que justamgnte, z,_, son los vec-

tores que debemos determinar. Es importante notar que adadeoprogramar
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este método, la matriz debe calcularse una sbéla vez, es decir debe ir programa-
da fuera del bucle, para evitar perdida de tiempo y realirede cuentas extra por

la computadora.

Como dijimos antes, debe verificarse lo escrito en (4.4).

Si llamamos
fs = f(tjsv P(tjs)7 ey P(k_l)(tjs))7

deberia cumplirse que

Llamemos

fO = Ag fl = A(l) fq—k‘—l = Ag_k_l fq—k = Ag_k
Ademas, llamemos

y asi seguimos definiendd?, A?,....A?. Todos estas diferencids’ son vectores
enR".

Por otro lado, podemos escribir lo siguiente:
POt ) =AY+ Abs + ... + AS (S) §=0,.....q—k, (4.6)
S

en donde)} son diferencias y ademas, ¢ R"*".

Igualando las expresiones (4.5)y (4.6), obtenemos:
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en donde

X = [mg]....|wq_] € RP¥ @R

y la matriz realC' tiene dimensione§; — k£ + 1) x (¢ — k + 1).
Entonces

X.C = AF.B,

en donde

AF = [AQ|AG]...... |AG] € R (a—k+1)

y lamatrizB € R-*+Dx(a—k+1) tiene |la forma

111 (5"
01 2 (‘7"
001 ("2
000 ()
debemos tener en cuenta que
AF = AF(X),

es decir depende de las incognitas.

Entonces ocurre que:

X.C = AF(X).B
X = AF(X).B.C™"
= AF(X).D
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Y esta Ultima es una expresion de punto fijo. Por lo tant@d&ls comenzar con

un buen valor inicialX, y luego iteramos la siguiente relacion de recurrencia:
X1 =AF(X,).D.

Este método converge a la solucion de la ecuacion ant&mioel primer paso se
pueden utilizary — & iteraciones para obtener buenos resultados. En los demas
pasos, se suele utilizar una menor cantidad de pasos.

Para el primer paso se puede utilizar como valor inicialdoiginte:

XO:f(tjﬂ/Oa'--;?/jfl) Xi=0 ... X, =0

4.4. Programando un netodo de colocadn en el len-

guaje MATLAB

MATLAB (Laboratorio de Matrices) es un sistema de computadnteractivo
que combina calculo numérico, graficos, visualizaciaamylenguaje de progra-
macion de alto nivel. Fue desarrollado inicialmente p@v€IMoler entrd 977 y
1984 como ayuda para la docencia.

MATLAB puede realizar operaciones aritméticas reales mgiejas con matri-
ces y escalares, resolver sistemas de ecuaciones no $ingaégrar funciones
y sistemas de ecuaciones diferenciales y algebraicasopaibs e interpolacion,

regresi(')n, entre otras cosas.

Vamos a resolver numéricamente el problema denlasierpos tratados en la
seccion (2.1). Notemos que este es un problema que se medel ecuacio-

nes diferenciales de orden dos. Por lo tanto, todo lo que giemente de ahora
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en adelante es para resolver ecuaciones de ese tipo.

La siguiente funcion implementa un método de colocagpiéra resolver proble-
mas autbnomos de segundo orden. En particular se aplicaldema de los:-

cuerpos.

Los siguientes items son valores que el usuario debe irnthogara comenzar

con la ejecucion del método

. Lini = tiempo inicial
. posicion= posicion inicial de los cuerpos
. velocidad= velocidad inicial de los cuerpos

. iteraciones = cantidad de iteraciones para resolver lacgdcuno lineal en

cada paso del método
. orden = orden del método
. pasos = longitud del paso (fijo)
. cantpasos = cantidad de pasos a realizar
. fuerzanb = funcion

La salida del programa es: soluciepocasalmacenadas

y velocidadepocasalmacenadas.
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function[solucion_epocas_almacenadas, velocidad_epocas_almacenadas| =
metodo_colocacion(valores iniciales)

Y%owarningof f;

Pasos =t(j + 1) — t(j) % Los datos ingresados deben estar como columnas
orden_ecu = 2;

mat_dim = orden — orden_ecu;

H = matriz_dif(orden, orden_ecu);

C2 = matriz_C2(pasos, orden, orden_ecu);

B = matriz_B(mat_dim);

m = vector_fila(pasos, mat_dim);

ml = vector_filal(pasos, mat_dim); Y%pasos de extrapolacion

G = matriz_G(pasos, orden, orden_ecu); %matriz de extrapolacion

D = vector_D(pasos, orden, orden_ecu); %vector de derivada

C = C2(orden_ecu : orden,:);

C1 = C2(1 : orden — orden_ecu + 1,:);

M = B *inv(C1);

n = length(posicion);

f = fuerza_nb;

X(:,1) = f(posicion);
X (5,2 : mat_dim + 1) = zeros(n, mat_dim);
solucion_epocas = repmat(posicion, [1, mat_dim+1])+velocidadxm—+ X xC;

solucion_epocas_almacenadas = zeros(n, cant_pasos);

%La aproximacion de solucion epocas esta en columnas
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funcion_epocas = f(solucion_epocas);

delta_F = funcion_epocas * H;

forl =1 :mat_dim

X =delta_F x M;

solucion_epocas = repmat(posicion, [1, mat_dim+1])+velocidadxm—+ X xC;
funcion_epocas = f(solucion_epocas);

delta_F = funcion_epocas x H;

end

forj =1: cant_pasos

solucion_epocas = repmat(posicion, [1, mat_dim + 1]) + velocidad * m1 +
X x G,

posicion = solucion_epocas(:, 1);

velocidad = velocidad + X x D;

solucion_epocas_almacenadas(:, j) = posicion;

velocidad_epocas_almacenadas(:, j) = velocidad;

forl =1 :iteraciones

funcion_epocas = f(solucion_epocas);

delta_F = funcion_epocas x H;

X =delta_F = M,

solucion_epocas = repmat(posicion, [1, mat_dim+1])+velocidadxm—+ X xC;
end

solucion_epocas_almacenadas(:, j) = solucion_epocas(:, mat_dim + 1);
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%guardamos la ultima columna de solucion epocas

end end

MATRICES Y FUNCIONES AUXILIARES

functionC' = matriz_C2(pasos, orden, orden_ecu)

mat_dim = orden — orden_ecu;

C = (repmat((0 : 1 : mat_dim) % pasos/mat_dim, [orden + 1,1])"
repmat((0 : 1: orden)’, [1, mat_dim + 1]))./

(repmat(factorial(0 : 1 : orden)’, [1, mat_dim + 1]));

end

functionH = matriz_di f (orden, orden_ecu)
mat_dim = orden — orden_ecu + 1;
A = eye(mat_dim);
fori=1:mat.dim —1

B = zeros(mat_dim);

forj =1 :mat_dim — 1

B(j,j+1) =1

end

A = A x (eye(mat_dim) + B);

end

H = A,

end
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functionB = matriz_B(mat_dim)

B = eye(mat_dim + 1, mat_dim + 1);
fori=1:mat_.dim+1
forjg=1i+1:mat.dim+1

B(i,j) = nchoosek(j — 1,i — 1);

end end end

function m = vector_fila(pasos, mat_dim)
m = (0 : 1: mat_dim) % pasos/mat_dim;

end

functionG = matriz_G(pasos, orden, orden_ecu)

mat_dim = orden — orden_ecu;

G = (repmat(((0 : 1 : mat_dim) * pasos/mat_dim)+ pasos, [mat_dim+1,1])’
repmat((orden-ecu : 1 : orden)’,[1, mat_dim + 1]))

./ (repmat( factorial(orden_ecu : 1 : orden)’, [1, mat_dim + 1]));

end

function m1 = vector_filal(pasos, mat_dim)
ml = zeros(1, mat_dim + 1);
ml = (0:1:mat_dim) * pasos/mat_dim + pasos;

end

functionD = vector_D(pasos, orden, orden_ecu)

mat_dim = orden — orden_ecu;
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D = (ones(mat_dim + 1,1) * pasos).{(1 : 1 : orden — 1)').(factorial(1 : 1 :
orden — 1)');

end

functionestado_aceleracion = fuerza_nb(estado, GM, indices, Indicador)
n = size(GM, 1);

s_est = size(estado, 1);

R = permute(reshape(estadd’, [3,n, s_est]), [2, 1, 3]);

sR = size(R);

RO = reshape((—[-GM(2,n+1),GM (1,1 : n—1)]/GM(1,n))*R(:,:),[1,sR(2:
end)]);

R = cat(1, R, RO);

diferencias = R(indices(:,1),:,:) — R(indices(:,2),,:);

norma_di ferencias = (sum(diferencias.?,2)(—1,5));

diferencias = repmat(norma_diferencias, [1,3, 1]). * di ferencias;
diferencias = diferencias(Indicador,:,);

sdif = size(diferencias);

estado_aceleracion = permute(reshape(—GM xdiferencias(:,:), [n, sdif(2 :
end)]), 2,1, 3]);

estado_aceleracion = reshape(estado_aceleracion, [3 x n, s_est])’;

En esta Gltima funcion, los valores @&/, estado, indices e indicador estan car-
gados en otro archivo, el cual se debe ejecutar antes de zanmm el arranque
del método en si. A su vez las posiciones y velocidadesalesiusadas en el

meétodo de colocacion, estan dentro de la variable estado
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Los valores de la posicion y la velocidad de los cuerposyédsres deGM y
demas informacibn necesaria, se encuentra disponibla&iase de datos pro-
porcionada por la NASA. La misma se actualiza diariamente glia consta la
informacion de8 planetas,175 satélites planetario$153 cometas587581 as-
teroides, el sol y naves espaciales selectas, como el Voyagyecionado en el

capitulo3. Toda esta informacion es accesible mediante la pagina

http : //ssd.jpl.nasa.gov/horizons.cqi 4.7)

COMENTARIOS FINALES

La importancia del empleo de modelos para el estudio denaligbema radica en
la posibilidad de trabajar con una representacion alteena indirecta de la reali-
dad, es decir, tener la posibilidad de contar con algo quesparte, parezca o
reaccione como el sistema que deseamos estudiar. Tansiéare que un mode-
lo sera mejor en cuanto mas fidedigna sea la informaciersquobtenga de él. El
concepto de modelo matematico en este estudio tienegggjuin nivel de abstrac-
cibn mayor, ya que se refiere a una ecuacion que contienayammformacion
posible acerca del sistema a estudiar basada en las leyegenesu comporta-
miento. De este modo, al analizar dicha ecuacion medidategriacion de los
posibles parametros que contenga, la obtencion de sesemacion grafica, la
solucion de sus incognitas, etcétera, nos permititaray conocimiento acerca
del sistema original al cual modelamos.

En el estudio de sistemas de particulas, que es el problenteatde esta tesis,
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el empleo de modelos matematicos es indispensable, yargqudeaulos objeti-
vos de la Fisica es la prediccion de su comportamiente. €k, se cuentan con
las reglas que gobiernan su evolucion, es decir, los campie sufre cuando se
modifica alguno de sus parametros. Dichos cambios pueder@esentados a
través del concepto matematico de la derivada, de modalguiantear la relacion
que sostiene ésta con las reglas antes mencionadas, edplaza ecuacion, se

tendra como resultado un modelo matematico.

Ante esto, como se ha mostrado, hemos construido e imptadeenn método
numerico a nuestro problema. Vale mencionar, que el noéedolocacion desa-
rrollado en este capitulo nos ha llevado bastante tiemimoer@bargo, una vez
finalizada su programacion, hemos comprobado, con datciale§ de la NA-
SA (en la pagina web (4.7) mencionada), que las salidas e&tnouprograma no
se corresponden con los mismos. Notando de esta manera egteonprograma
presentaba ciertos errores, que si bien se intentarontaleyesolucionar no fue
posible.

Por esta razon, es que nos fue proporcionado otro métodoldeacion, que re-
suelve el mismo problema. Dicho método es alin mas efecopre el desarrollado
en términos tebricos, ya que utiliza un paso variable endeefijo, por eso es
que recibe el nombre de Método de Colocacion Adaptatiéé¢enino “adap-
tativo” permite el refinamiento de la discretizacion sfidoalmente). Aunque el
mismo no fue desarrollado por nosotros, su analisis y agbt a nuestro proble-
ma tanto para los cuerpos como para los tres resultd una valiosa experidecia

estudio y produccion matematica.
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Con este nuevo método de colocacion hemos podido detartaievolucion del
estado (posicion y velocidad) de cualquier cuerpo de nusgtema con origen
en algun otro. Tomando en particular el planeta TierraSoécomo centro (coor-
denadas heliocéntricas), podemos determinar aproximeside su estado dentro

de varios anos.

Aplicando dicho método se determin6 que la posicion peielad de nuestro pla-
neta el primero de enero d&100 seran:

Posicbn
(—1,5730914765493-107°%;9,7065394214171-107°%; —2,1821552308329-107%4)

Velocidad

(—1,7258774565285 - 107°%; —2,8133371537586 - 107%3; 1,6997859718205- )

En donde, la posicion esta expresada en Unidades Astiioaé (una unidad as-
trondmica es igual @49597870,691 kilometros) y la velocidad esta expresada en
Unidades Astrondmicas por diél {/dia). Dichos datos se corresponden con una

buena aproximacion a los proporcionados por la NASA.

Por Gltimo, creo pertinente mencionar una valoraciorsqeal sobre esta etapa
de programacion que me ha permitido un buen acercamientqueeles el trabajo
de investigacion, mas alla del mal funcionamiento gues@ntd nuestro progra-
ma. Creo fuertemente que este trabajo de estudio me haefmdaly ampliado la

mirada sobre lo que es la investigacion cientifica.
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