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Resumen

En este trabajo final de Licenciatura en Matemática el objeto de estudio es: El

Problema de los tres cuerpos.

En primer lugar, se desarrollan detalladamente principiosbásicos de la mecáni-

ca newtoniana y analı́tica, explicitando sus diferencias.Todo esto nos permite una

primera mirada del problema de los tres cuerpos.

Luego se realiza un análisis profundo del problema de los dos cuerpos, exhi-

biendo su solución. El mismo, es necesario para la comprensión y el desarrollo de

nuestro objeto de estudio.

En tercer lugar, estudiamos especı́ficamente algunas simplificaciones del pro-

blema de los tres cuerpos, en las cuales son posibles ciertassoluciones sencillas.

Estas simplificaciones surgen del hecho de que nuestro objeto de estudio no tiene

solución analı́tica, en general. Un ejemplo de estas simplificaciones se da cuando

la masa de uno de los tres cuerpos es mucho menor que la de los otros dos (pro-

blema conocido como “Problema Restringido de los Tres Cuerpos”), por lo que el

sistema puede ser reducido a un problema de dos cuerpos y a otro problema de un

sólo cuerpo.

Finalmente se mencionan algunos comentarios acerca de los métodos numéri-

cos aplicados, que resuelven numéricamente las ecuaciones diferenciales que ri-

gen el movimiento de losn cuerpos, y en particular el de los tres cuerpos que

como dijimos no tiene solución exacta generalmente.
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Introducci ón

Presentaremos la contextualización de nuestro objeto de estudio: El Problema

de los tres cuerpos, describiendo cómo se originó, cómo fue su desarrollo a lo

largo de la historia y quiénes se ocuparon de él. Con este estudio histórico, pre-

tendemos mostrar la importancia que tuvo, que tiene y que tendrá este problema

en el marco cientı́fico. El hecho de que no pueda resolverse explı́citamente, nos

da de pensar sobre su complejidad.

El problema de los tres cuerpos es uno de esos tı́picos problemas matemáticos

de apariencia sencilla, que encierra una tremenda complejidad, y que ha atraı́do a

un gran número de importantes matemáticos y fı́sicos.

El origen de dicho problema proviene de la famosa Ley de Gravitación Univer-

sal de Newton, que indica que la fuerza gravitatoria atractiva existente entre dos

cuerpos, es directamente proporcional al producto de sus masas, e inversamen-

te proporcional al cuadrado de la distancia que los separa. También aparece en

este problema la segunda Ley de Newton, o principio fundamental de la dinámi-

ca, que nos dice que la fuerza aplicada sobre un cuerpo produce una aceleración

directamente proporcional a la masa del mismo. La conjunci´on de ambas leyes,

expresadas en forma vectorial, nos puede proporcionar la trayectoria de un objeto

en órbita de otro, conociendo su posición y velocidad en uninstante dado. Es-

to es el origen de la genial idea de Newton, que concibió, cuenta la leyenda, al

caerle una manzana de un árbol. Lo cierto es que la solucióna este problema es

lo que presenta en su obra, de1687, “Philosophie naturalis principia mathemati-

ca”, donde describe las tres leyes de Kepler (que más adelante se tratarán) como

consecuencia directa de aquellas otras dos leyes que él formula.
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Ası́ formulado, tenemos el que se conoce como problema de losdos cuerpos,

cuya solución nos proporciona la posición de cada cuerpo,en función del tiempo.

Resuelto el problema para el caso de dos cuerpos, se plantea el de los tres cuer-

pos, que se presentaba más complicado y que permaneció mucho tiempo abierto,

desde que fuera enunciado con dicho nombre por Jean D’Alembert. A primera vis-

ta no parecı́a demasiado complicado pues, supuesto uno de ellos fijo en el origen

de coordenadas, se reduce a calcular la trayectoria de los otros dos, es decir, dos

ecuaciones en lugar de una. Sin embargo, la resolución de ecuaciones diferencia-

les no siempre es fácil, o mejor dicho, casi nunca lo es. Los casos de ecuaciones

lineales tienen solución, pero no es ası́ en los casos no lineales, para los cuales

no siempre es posible encontrar una linealización. El problema fue estudiado por

numerosos cientı́ficos.

Un caso particular para el caso de tres cuerpos, fue resueltopor Lagrange,

quien demostró que existı́an cinco posiciones que podı́anser resueltas, obteniendo

lo que desde entonces se conoce como puntos de Lagrange. Estehecho ha deveni-

do en un importante resultado astronómico cuando se descubrieron los asteroides

troyanos de Júpiter. En la actualidad estos puntos, son de suma importancia para

colocar en ellos determinados satélites espaciales.

La primera solución de carácter general se debe a Laplace,quien presenta en

1776 su tratado de Mecánica Celeste, donde explica que los cambios orbitales

de Saturno y Júpiter, que tanto preocuparon a Newton, son meras perturbaciones

que sólo dependı́an de la propia Ley de Gravitación, y tendı́an a compensarse con

el transcurso del tiempo. También afirma que si se conocierala velocidad y la

posición de todas las partı́culas del Universo en un instante, se podrı́an predecir

su pasado y futuro, lo que dio origen al conocido determinismo laplaciano. Sin

6
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embargo, la respuesta de Laplace no era exacta, pues en sus ecuaciones del siste-

ma Sol-Júpiter-Saturno despreció un término matemático que creı́a muy pequeño,

pero que podı́a crecer rápidamente y sin lı́mite, de hecho hasta desestabilizar el

Sistema Solar.

Ası́ pues, el problema general seguı́a sin solución. Por ello el ReyÓscar II de

Suecia, en1884 ,organizó un concurso internacional de matemáticas cuyas bases

establecı́an cuatro problemas por resolver. El primero de ellos, propuesto por Karl

Weierstrass, era precisamente el problema de losn cuerpos, correspondiente a la

generalización del caso de tres, y que pretendı́a establecer las fórmulas que ri-

gen las trayectorias de los objetos del Sistema Solar. El matemático francés Henri

Poincaré, que entonces contaba con36 años de edad, participó en el mismo, pa-

ra lo cual comenzó estudiando detenidamente el caso de tres, y presentando su

memoria en1888, con el tı́tulo de “Mémoire sur les Courbes Définies par une

Équation Différentielle”, en la que estableció que el problema carecı́a de solu-

ción, siendo declarado ganador por el jurado. La conclusi´on principal de Poin-

caré en dicha memoria era que la evolución del sistema era en extremo caótica,

pues una pequeñı́sima variación en el estado inicial de cualquiera de los cuerpos,

como por ejemplo, las debidas a los errores de medición por pequeños que sean,

podrı́a conducir a resultados completamente diferentes. Uno de los integrantes del

jurado, Karl Weierstrass, afirmó:✭✭Si bien este trabajo no puede ser considerado

como la solución completa del desafı́o presentado, es de tal importancia, que su

publicación marcará el comienzo de una nueva era en la historia de la Mecánica

Celeste.✮✮

La razón de dicha falta de solución estable es que este problema carece de lo

que se conoce como solución analı́tica, es decir, la integral que se debe resolver
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para obtener una función que nos represente la posición decada uno de los cuerpos

en función del tiempo, no existe como una expresión en términos de las funciones

usuales que todos conocemos. No obstante, el que no tenga solución analı́tica no

quiere decir que sea un enigma, pues lo que sı́ es posible es obtener aproxima-

ciones numéricas con cualquier precisión que querramos,con lo que sı́ podemos

calcular y predecir las trayectorias. Ası́ pues, el problema fundamental radica en

que cualquier variación en los datos iniciales, por peque˜na que ésta sea, hace que

varı́e completamente los resultados con respecto a los valores observados en la

realidad.

El problema de los tres cuerpos ha dado lugar a una variedad deproblemas

similares, muchos de ellos muy importantes en nuestra vida cotidiana. Se trata de

resolver la evolución de sistemas dinámicos muy sensibles a las variaciones en las

condiciones iniciales, donde pequeñas variaciones producen grandes diferencias

en el comportamiento futuro. Este tipo de sistemas se suele denominar sistemas

caóticos, y como ejemplos podemos indicar el Sistema Solar, que fue el primero de

los estudiados, ası́ como las placas tectónicas, los fluidos en régimen turbulento,

los problemas de crecimiento de poblaciones o diferentes modelos económicos.

Esta contextualización histórica ayuda a situar la importancia y la necesidad

de desarrollar esta tesis en torno a los siguientes cuatro ejes, contenidos en sendos

capı́tulos: Principios Básicos de la Mecánica; El Problema de los dos cuerpos;

especı́ficamente El Problema de los tres cuerpos y Métodos Numéricos.

En efecto, en el capı́tulo1 se exhibe el análisis de los principios básicos de la

mecánica, haciendo énfasis sobre las formulaciones Lagrangiana y Hamiltoniana,

que nos permitirán tener otra mirada del problema, objeto de estudio.

En segunda instancia, será necesario para nuestro estudio, el análisis del pro-

8
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blema de los dos cuerpos, su solución y propiedades subyacentes. También en el

capı́tulo2 se presenta el analisis de la formulación Lagrangiana del problema de

los dos cuerpos y se observa que las conclusiones obtenidas son las mismas que

las que se obtienen de la formulación newtoniana.

Con el problema de los dos cuerpos previamente analizado y estudiado, nos

sumergiremos en el mismo problema pero con un cuerpo más. Parece simple y

fácil decirlo, sin embargo agregar un cuerpo más al problema de los dos cuerpos

arrastra una inmensa dificultad. Justamente esta nueva situación, no tiene solución.

Lo único posible de tratar aquı́ es una simplificación de lamisma. Es por eso que

nos centraremos en el llamado: Problema restringido Circular de los tres cuerpos.

Este problema da origen a puntos de equilibrio en el espacio (más especı́ficamen-

te a cinco puntos) que son de muchı́sima importancia para la astronomı́a. En el

capı́tulo 3 de esta tesis están detalladas estas aplicaciones.

Finalmente, aplicaremos métodos numéricos para tratar de obtener aproxima-

ciones numéricas de las soluciones de las ecuaciones diferenciales que rigen el

movimiento de estos cuerpos. Es por eso, que en el capı́tulo4, se estudiarán al-

gunos métodos numéricos que se aplican no sólo al problema de los tres cuerpos,

sino también al de losn cuerpos. Por ejemplo se pueden estudiar aproximaciones

del estado de los ocho planetas de nuestro sistema solar, incluı́dos el sol y también

el ex-planeta Plutón si se quisiese.

9
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Caṕıtulo 1

Principios Básicos de la Mećanica

Introducci ón

La mecánica es la rama de la fı́sica que se encarga del estudio del movimiento

y reposo de los cuerpos, y de su evolución en el tiempo, bajo la acción de fuerzas

que interactúan entre ellos.

La mecánica clásica es una formulación de la mecánica que describe el compor-

tamiento de cuerpos fı́sicos de tamaño macroscópicos en reposo y a velocidades

pequeñas en comparación a la velocidad de la luz.

Se disponen de varias formulaciones diferentes de la mecánica clásica para des-

cribir un mismo fenómeno, las cuales llegan a la misma conclusión, es decir, todas

arriban a lo mismo, salvo que difieren en sus metodologı́as.

* La mecánica newtoniana es una formulación especı́fica dela mecánica clási-

ca que estudia el movimiento de partı́culas y sólidos en un espacio euclı́deo

en tres dimensiones. La formulación básica de la mecánica newtoniana se

hace en sistemas de referencia inerciales, es decir, las ecuaciones del movi-

11



12 Principios Básicos de la Mećanica

miento se reducen a las Leyes de Newton, en honor a Isaac Newton quien

hizo importantes contribuciones a esta teorı́a. por ejemplo la primera ley es-

tablece que todo cuerpo permanece en su estado de reposo o de movimiento

rectilı́neo uniforme, a menos que otros cuerpos actúen sobre él. La segunda

de ellas expresa que la fuerza que actua sobre un cuerpo es directamente

proporcional a su aceleración (como ya se aclaró en la introducción). Y por

último, la tercera ley dice que cuando un cuerpo ejerce una fuerza sobre

otro, éste ejerce sobre el primero una fuerza igual y de sentido opuesto.

* La mecánica analı́tica es una formulación más abstracta y general que la an-

terior y permite el uso en igualdad de condiciones de sistemas inerciales o

no inerciales. La mecánica analı́tica tiene, básicamente dos formulaciones:

la formulación lagrangiana y la formulación hamiltoniana. Las dos llegan

básicamente a los mismos resultados fı́sicos, aunque la elección del enfo-

que puede depender del tipo de problema. Existen algunas diferencias entre

el sistema de ecuaciones de Hamilton y el de ecuaciones de Lagrange: las

ecuaciones de Lagrange sonm ecuaciones y las de Hamilton son2m ecua-

ciones. Además, las ecuaciones de Lagrange tienenm incógnitas, en tanto

que las ecuaciones de Hamilton tienen2m incógnitas. Otra cuestión im-

portante es que las ecuaciones de Lagrange son de segundo orden en sus

incógnitas, es decir, se necesita conocer dos datos por incógnita para fijar

las constantes arbitrarias (posición y velocidad inicial, por ejemplo) y las

ecuaciones de Hamilton son de primer orden en sus incógnitas, es decir, se

necesita conocer un dato por incógnita para fijar las constantes arbitrarias

(posición inicial, por ejemplo). La formulación de Hamilton es más potente

que la de Lagrange y se emplea con preferencia cuando se tratade resolver

12
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cuestiones sobre la existencia de valores constantes de un sistema, periodi-

cidad de trayectorias, comportamientos estables, etc. No obstante, para la

resolución de problemas elementales de mecánica, donde el objetivo es la

obtención del sistema de ecuaciones diferenciales, el hamiltoniano aporta

frecuentemente un camino más largo que el lagrangiano.

1.1. Cálculo de Variaciones

El cálculo de variaciones estudia los valores crı́ticos defunciones definidas en

espacios de dimensión infinita. Este tipo de funciones se llaman funcionales. Un

espacio tı́pico de esta clase son los espacios de curvas, es decir funcionesϕ cuyo

dominio es un intervaloI ⊂ R → R
n. Como ejemplo de funcional, podemos

considerar la longitud de la curva:

J(ϕ) =

t1
∫

t0

|ϕ̇(t)| dt

Dado un funcionalJ definido sobre curvas, una curvaϕ y otra h, definimos la

derivada de Gateaux deJ enϕ en la dirección deh por:

DJ(ϕ)(h) = ĺım
ǫ→0

J(ϕ + ǫh)− J(ϕ)

ǫ

si tal lı́mite existe.

En general, consideraremos:

J(ϕ) =

t1
∫

t0

L(ϕ, ϕ̇, t) dt (1.1)

13



14 Principios Básicos de la Mećanica

dondeϕ : I → R
n y L : Rn ×R

n ×R → R, conL diferenciable yL = L(q, v, t)

conv = q̇.

Teorema 1.1 SiL es suficientemente diferenciable y existeΦ integrable de modo

que|L| 6 Φ, entoncesJ tiene una derivada y satisface lo siguiente:

DJ(ϕ)(h) =

t1
∫

t0

[

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇

]

h dt+
∂L

∂q̇
h

∣

∣

∣

∣

t=t1

t=t0

L y sus derivadas están evaluadas en(ϕ, ϕ̇, t).

Dem.

DJ(ϕ)(h) = ĺım
ǫ→0

t1
∫

t0

L(ϕ+ ǫh, ϕ̇+ ǫḣ, t)− L(ϕ, ϕ̇, t)

ǫ
dt

=

t1
∫

t0

ĺım
ǫ→0

(

L(ϕ + ǫh, ϕ̇+ ǫḣ, t)− L(ϕ, ϕ̇, t)

ǫ

)

dt

=

t1
∫

t0

∑

k

∂L

∂qk
hk +

∂L

∂q̇k
ḣk +

∂L

∂t
0 dt

=

t1
∫

t0

∂L

∂q
h+

∂L

∂q̇
ḣ dt

=

t1
∫

t0

∂L

∂q
h dt−

t1
∫

t0

d

dt

(

∂L

∂q̇

)

h dt+
∂L

∂q̇
h

∣

∣

∣

∣

t=t1

t=t0

Notar que el paso al lı́mite bajo el signo integral, se logra mediante el teorema de

la convergencia mayorada. Además, notemos que dicho teorema vale para funcio-

nes de variable continua. �
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Estamos interesados en encontrar puntos crı́ticos de la funcionalJ dada en (1.1),

y en particular mı́nimos, sobre el conjunto de curvas con losmismos valores ex-

tremos.

Definición 1.2 DefinimosC∞(I,Rn) como el espacio de todas las funciones in-

finitamente diferenciables con dominio en un intervaloI ⊂ R abierto y cuyo

codominio esRn. Es decir:

C∞(I,Rn) = {ϕ ∈ C∞ tal que ϕ : I → R
n}.

Definición 1.3 Seana y b ∈ R
n, y t0, t1 ∈ R. Definimos el conjuntoDa,b como

el conjunto de todas las funcionesϕ enC∞ tales queϕ(t0) = a y ϕ(t1) = b. En

śımbolos:

Da,b = {ϕ ∈ C∞ : ϕ(t0) = a y ϕ(t1) = b}.

Definición 1.4 SeaJ definida sobreC(I,Rn). Un punto cŕıtico deJ es una curva

ϕ tal queDJ(ϕ)(h) = 0 ∀h. Aqúı h es la direccíon.

Proposición 1.5 Siϕ es un ḿınimo deJ , entonces es un punto crı́tico.

Dem.Por un lado sabemos que:

J(ϕ) 6 J(ψ) ∀ψ ∈ C∞(I,Rn).

En particular, parah ∈ C∞(I,Rn), ocurre queJ(ϕ) 6 J(ϕ+ ǫh) ∀ǫ.
Seaǫ > 0 (ǫ < 0), entonces ocurre que:

J(ϕ)− J(ϕ+ ǫh)

ǫ
6 0 (> 0).

O sea que:

0 > (0 6) ĺım
ǫ→0

J(ϕ)− J(ϕ+ ǫh)

ǫ
= −DJ(ϕ)(h).

15



16 Principios Básicos de la Mećanica

Ası́ ocurre queDJ(ϕ)(h) = 0, entoncesϕ es un punto crı́tico, tal como querı́amos.�

Lema 1.6 Seaf : [t0, t1] → R, continua y satisface que

t1
∫

t0

f(t)h(t) dt = 0 ∀h

continua(h ∈ C∞) tal queh(t0) = h(t1) = 0 entoncesf = 0.

Dem.Supongamos quef 6= 0 en (t0, t1). Entonces existet∗ tal quef(t∗) 6= 0.

Supongamos quef(t∗) > 0.

Por la continuidad de la funciónf , ∃ ǫ > 0 y ∃ δ > 0 tal quef(t) > ǫ con

t ∈ (t∗ − δ, t∗ + δ).

Es posible construir una funciónh ∈ C∞((t0, t1))
⋂

C([t0, t1]) tal que






h(t) = 1 en (t∗ − δ
2
, t∗ + δ

2
)

h(t) = 0 en (t∗ − δ, t∗ + δ)c

y 0 6 h 6 1.

Reemplazando esta función en la igualdad tenemos que:

0 =

t1
∫

t0

f(t)h(t) dt =

t∗+δ
∫

t∗−δ

f(t)h(t) dt > ǫ

t∗+δ
∫

t∗−δ

h(t) dt > ǫ

t∗+ δ
2

∫

t∗− δ
2

1 dt = ǫδ > 0

y esto es un absurdo, ya que concluı́mos que0 > 0. �

Teorema 1.7 SeaJ =

t1
∫

t0

L(ϕ, ϕ̇, t) dt entonces,ϕ es un punto cŕıtico deJ si y

sólo si se cumple lo siguiente:

d

dt

(

∂L

∂q̇

)

=
∂L

∂q

16



1.1 Cálculo de Variaciones 17

Esta es conocida como la Ecuación de Euler-Lagrange.

Dem.Seah ∈ C∞ : h(t0) = h(t1) = 0. Sea ademásϕ ∈ Da,b. Se deduce que:

ϕ+ ǫh ∈ Da,b, ∀ǫ > 0.

Además tenemos que:

0 = DJ(ϕ)(h) =

t1
∫

t0

[

∂L

∂q
− d

dt

(

∂L

∂q̇

)]

h dt+
∂L

∂q̇
h

∣

∣

∣

∣

t1

t0

.

Entonces como el último sumando es cero puesh(t0) = h(t1) = 0, resulta que:

t1
∫

t0

[

∂L

∂q
− d

dt

(

∂L

∂q̇

)]

h dt = 0,

de lo que deducimos que
d

dt

(

∂L

∂q̇

)

=
∂L

∂q

por el lema (1.6). �

Ejemplo 1.8 En el caso de la longitud de una curva, resulta que:

J(ϕ) =

t1
∫

t0

|ϕ̇| dt

cona = ϕ(t0) y b = ϕ(t1) y L(q, q̇, t) = |q̇|.

Tenemos un mı́nimo si

0 = 0− d

dt

(

∂L

∂q̇

)

17



18 Principios Básicos de la Mećanica

entonces
∂L

∂q̇
= c conc constante y ası́c =

ϕ̇

|ϕ̇| ⇒ c|ϕ̇| = ϕ̇. Entoncesϕ tiene la

misma dirección y sentido quec.

Ahora bien, integrandȯϕ entre[t0, t] obtenemos lo siguiente:

ϕ(t) = ϕ(t0) + c

t
∫

t0

|ϕ̇|(t) dt = ϕ(t0) + cs(t)

dondes(t) es la longitud de la curva entre[t0, t] y ésto describe una lı́nea recta.

Ası́ϕ es una recta como cabrı́a esperar.

1.2. Sistemas Mećanicos

La ecuación
d

dt

(

∂L

∂q̇

)

=
∂L

∂q

se llama la Ecuación de Euler-Lagrange del funcionalJ(ϕ) =

t1
∫

t0

L(ϕ, ϕ̇, t) dt.

Hemos probado que un punto crı́tico deJ satisface las ecuaciones de Euler-

Lagrange. Las ecuaciones de Euler-Lagrange sonn ecuaciones de segundo orden,

por ende aparecen2n constantes de integración, que se determinan con las condi-

cionesϕ(t0) = a y ϕ(t1) = b.

Las leyes de Newton constituyen una herramienta muy importante porque pueden

explicar una amplia variedad de sistemas reales. Sin embargo, existen sistemas

acelerados o en rotación, donde las leyes de Newton aplicadas a las fuerzas ejer-

cidas por las partı́culas no se cumplen.

18



1.2 Sistemas Mećanicos 19

Los sistemas de referencia inerciales son aquellos en los que se cumplen las leyes

de Newton usando sólo las fuerzas que se ejercen entre sı́ las partı́culas del siste-

ma.

Los sistemas de referencia no inerciales pueden tratarse siguiendo dos posibilida-

des:

1) Introduciendo fuerzas que tienen que ver con la rotacióno aceleración del

origen del sistema de referencia.

2) Generalizando las leyes de Newton a una forma más amplia que pueda

ser aplicable a cualquier sistema de referencia. Esta segunda posiblidad es

precisamente el camino que siguieron formulaciones más generales de la

mecánica clásica como la mecánica lagrangiana y la mecánica hamiltonia-

na.

Un sistema de referencia desplazado respecto a uno inercial, girado y que se

mueva a velocidad lineal y constante, sigue siendo inercial.

Un sistema de referencia en rotación, o moviéndose con aceleración respecto a

un sistema inercial, da lugar a un sistema de referencia no inercial. Es decir, que

en él no se cumplen las leyes de Newton.

Vamos a suponer un sistema mecánico gobernado por las ecuaciones de New-

ton, es decir suponemos un sistema inercial.

Seanm1, ....., mn las masas den cuerpos materiales con posicionesr1, ......, rn

en el espacio euclideoR3. Además vamos a suponer que sobre los cuerpos actúan

fuerzasFi con i = 1, ....., n y llamamosF = (F1, ......, Fn). Ası́ resulta que

19



20 Principios Básicos de la Mećanica

F : R3 × ....... × R
3 → R

3 × ....... × R
3. Además supondremos queF sólo de-

pende de las posiciones de los cuerpos y no del tiempo, es decir supondremos que

F es autónoma.

Acorde a la segunda ley de Newton tenemos que:

d

dt
(miṙi(t)) = Fi (1.2)

coni = 1, ...., n. Estas ecuaciones no dependen del Sistema Inercial.

Además supondremos que el campoF es conservativo, es decir que existe una

función potencial (sólo depende de las posiciones)U : R3 × ....... × R
3 → R tal

que:

Fi = −∂U
∂ri

= −
(

∂U

∂ri1
,
∂U

∂ri2
,
∂U

∂ri3

)

.

Ası́ la ecuación (1.2) se convierte en

d

dt
(miṙi(t)) = −∂U

∂ri
.

Por otra parte, definimos

T =

n
∑

i=1

mi

2
|ṙi|2

como la energı́a cinética yU como la potencial. Además, definimos aL como

diferencia entre la energı́a cinética y potencial, es decir, L = T − U .

L se llamará el Lagrangiano. Notar que esta definición estábasada sobre campos

conservativos.

Las ecuaciones de movimiento se pueden escribir como ecuaciones de Euler-

Lagrange
d

dt

(

∂L

∂ṙi

)

=
∂L

∂ri

20



1.2 Sistemas Mećanicos 21

respecto al LagrangianoL, luego son puntos crı́ticos de la integral de acción
t1
∫

t0

L dt

como ya lo establecimos en el teorema (1.7).

Además definimos la energı́a total del sistema comoE = T + U .

El siguiente teorema nos muestra que la energı́a total es conservada por las so-

luciones de la ecuación (1.2).

Teorema 1.9 En un sistema conservativo,E se conserva a lo largo de soluciones,

es decir,E es una integral primera del sistema.

Dem.Para ver ésto, debemos derivarE y obtener0.

dE

dt
=

d

dt

(

n
∑

i=1

mi

2
|ṙi|2 + U(r1, ...., rn)

)

=

n
∑

i=1

mi|ri|
ṙi
|ri|

.r̈i +

n
∑

i=1

∂U

∂ri
.ṙi

=

n
∑

i=1

(mir̈i − Fi) .ṙi = 0.

Y ası́ hemos concluı́do con la demostración del teorema. �

Teorema 1.10Las soluciones de las Ecuaciones de Movimiento son puntos crı́ti-

cos del funcional

J(r(t)) =

t1
∫

t0

L(r, ṙ) dt

21



22 Principios Básicos de la Mećanica

conL = T − U y r = (r1, ...., rn) ∈ R
3n.

Dem.Tengamos en cuenta que un punto crı́tico de un funcionalJ es una curva

ϕ conDJ(ϕ) = 0, es decir, una curva que satisface las ecuaciones de Euler-

Lagrange.

Por otro lado

L = T − U =

n
∑

i=1

mi

2
|ṙi|2 − U(r1, ..., rn).

Ası́ tenemos que:

d

dt

(

∂L

∂ṙi

)

=
d

dt
(miṙi) = −∂U

∂ri
=
∂L

∂ri
,

lo que implica que las soluciones de las ecuaciones de moviemiento son puntos

crı́ticos por el Teorema (1.7). �

Una de las cuestiones más importantes relacionadas con lasecuaciones de Euler-

Lagrange es que se escriben igual relativas a cualquier sistema de variables. Como

es de mucha importancia lo descrito anteriormente, demostremos dicho resultado,

resumido en el siguiente teorema.

Teorema 1.11SeaL(x, v, t) : Rn × R
n × R → R, entonces las ecuaciones de

Euler-Lagrange se escriben de la misma manera en cualquier sistema de varia-

bles.

Dem.Para demostrar este resultado hagamos el cambio de variables siguiente:

x = f(y) conf difeomorfismo1 y f : Rn → R
n y g = f−1.

Comof es una función de varias variables, entonces pondremosxk = fk(y) e

1aplicación biyectiva y diferenciable y con inversa diferenciable

22



1.2 Sistemas Mećanicos 23

yk = gk(x).

Las relaciones que quedan son:

vk : = ẋk =
n
∑

j=1

∂fk
∂yj

ẏj =
∑

j

∂xk
∂yj

wj

wk : = ẏk =

n
∑

j=1

∂gk
∂xj

ẋj =
∑

j

∂yk
∂xj

vj .

(1.3)

Además:

Dg(f(y)).Df(y) = I

Tenemos queL(x, v, t) = L(f(y), Df(y)ẏ, t) =: L(y, w, t)

Por un lado tenemos:

∂L

∂xi
=

n
∑

k=1

∂L

∂yk

∂yk
∂xi

+
∂L

∂wk

∂wk
∂xi

=
n
∑

k=1

∂L

∂yk

∂yk
∂xi

+
∂L

∂wk

n
∑

k=1

∂2yk
∂xi∂xj

vj.

Por otro lado, se tiene que:

∂L

∂vi
=

n
∑

k=1

∂L

∂yk

∂yk
∂vi

+
∂L

∂wk

∂wk
∂vi

=
n
∑

k=1

∂L

∂wk

∂yk
∂xi

,

debido a que
∂wk
∂vi

=
∂yk
∂xi

por la expresión dewk en (1.3), y
∂yk
∂vi

= 0, pues tanto

y comov son variables independientes deL, por lo tanto lo son entre ellas.

Además, si calculamos:

d

dt

(

∂yk
∂xi

)

=
d

dt

(

∂gk
∂xi

)

=
∑

j

∂2gk
∂xj∂xi

vj,

23



24 Principios Básicos de la Mećanica

obtenemos que:

d

dt

(

∂L

∂vi

)

=
∑

k

d

dt

(

∂L

∂wk

)

∂yk
∂xi

+
∑

k

∂L

∂wk

∑

j

∂2gk
∂xj∂xi

vj ,

Restando las expresiones
d

dt

(

∂L

∂vi

)

y
∂L

∂xi
, tenemos lo siguiente:

0 =
d

dt

(

∂L

∂vi

)

− ∂L

∂xi
=
∑

k

[

d

dt

(

∂L

∂wk

)

− ∂L

∂yk

]

∂yk
∂xi

coni = 1, ....., n.

O vectorialmente podemos escribir lo anterior de la siguiente manera:

0 =

[

d

dt

(

∂L

∂w

)

− ∂L

∂y

]

Dg(x)

y comoDg es no singular, se sigue inmediatamente lo que querı́amos:

d

dt

(

∂L

∂w

)

=
∂L

∂y

�

Corolario 1.12 Si en un sistema mecánico usamos coordenadas generalizadas

q1, ....., qn (posiciones den puntos masa), entonces las ecuaciones del Sistema

son:
d

dt

(

∂L

∂q̇

)

=
∂L

∂q
.

Notemos que las ecuaciones de Euler-Lagrange, son independientes de si el siste-

ma es inercial o no.
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1.2 Sistemas Mećanicos 25

Ejemplo 1.13 Cosideremos un péndulo con una masa dem y con una longitudl.

El péndulo2, es un sistema fı́sico que puede oscilar bajo la acción gravitatoria u

otra caracterı́stica fı́sica (elasticidad, por ejemplo) yque está configurado por una

masa suspendida de un punto o de un eje horizontal fijos, mediante un hilo o una

varilla.

Asumiremos también que su movimiento se da en un plano, respecto a un Sistema

inercial. Ası́, el campo de fuerzas esF = (0,−mg).

Figura 1.1:Péndulo simple

Este campo es conservativo, pues existeU(x1, x2) = U(x2) = mgx2 tal que:

− ∂U

∂x1
= 0

− ∂U

∂x2
= −mg

Luego, la función de Lagrange o Lagrangiano en coordenadascartesianas respecto

2del latı́n pendulus, pendiente

25



26 Principios Básicos de la Mećanica

al Sistema inercial es:

L = T − U =
1

2
m(ẋ1

2 + ẋ2
2)−mgx2.

Pero si usamos el ánguloθ (ver dibujo) para describir la posición tenemos que:

x1 = lsenθ v1 = ẋ1 = lcosθθ̇

x2 = −lcosθ v2 = ẋ2 = lsenθθ̇

Entonces el Lagrangiano será:

L(θ, θ̇) =
1

2
ml2θ̇2 +mglcosθ.

En el nuevo Sistema de coordenadas se satisfacen, por el teorema (1.11), las ecua-

ciones de Euler-Lagrange:

d

dt

(

∂L

∂θ̇

)

=
∂L

∂θ

ml2θ̈ = −mglsenθ

θ̈ = −g
l
senθ.

Y ésta última es la conocida ecuación del péndulo, de la cual se observa que su

movimiento es independiente de la masam.

Definición 1.14 En mećanica usaremos las siguientes terminologı́as:

* qi con i = 1, ..., n son las posiciones generalizadas den puntos masa.

* q̇i con i = 1, ..., n son las velocidades generalizadas den puntos masa.

* L(q, q̇, t) es el Lagrangiano.

26



1.2 Sistemas Mećanicos 27

* pi =
∂L

∂q̇i
son los momentos generalizados.

*
∂L

∂qi
son las fuerzas generalizados.

*

t1
∫

t0

L(q(t), q̇(t), t) dt es la integral de acción.

Ejemplo 1.15 Partı́cula libre en coordenadas cartesianas.

Aquı́ L = T = 1
2
m|ṙ|2 (no actúa ninguna fuerza sobre ella). En coordenadas

cartesianas, tenemos que el Lagrangiano es:

L =
1

2
m(ṙ21 + ṙ22 + ṙ23).

Aquı́ las velocidades generalizadas sonṙi. Los momentos generalizados sonmṙi.

Además, la ecuación de Lagrange será

d

dt
(mṙi) = 0,

y la integral de acción resulta

1

2
m

t1
∫

t0

|ṙi|2 dt

que ya vimos, en el ejemplo (1.8), que sus puntos crı́ticos, son lı́neas rectas.

Para el péndulo, en coordenadaθ tenemos que:

L = T − U =
1

2
ml2θ̇2 +mglcosθ

27



28 Principios Básicos de la Mećanica

dondeθ es la coordenada generalizada yθ̇ es la velocidad generalizada.

El momento generalizado esp =
∂L

∂θ̇
= ml2θ̇ y la integral de acción es

t1
∫

t0

1

2
ml2θ̇2 +mglcosθ dt.

Definición 1.16 Un campo centralU es un campo de fuerzas conservativo tal que

la enerǵıa potencial de una partı́cula śolo dependa de la distancia (escalar) a un

punto fijo llamado centro, es decirU(r) = U(|r|) donder es la posicíon.

Ejemplo 1.17 Sea una partı́cula gobernada por la siguiente ecuación diferencial:

ẍ(t) = −Mx

|x|3 .

Veamos que este campo es central.

La funciónU(x) = −M|x| es un potencial, pues:

∂U

∂xk
=M |x|−2 xk

|x| =
Mxk
|x|3 .

Entonces el gradiente deU será:

∇U =
Mx

|x|3 .

Ejemplo 1.18 Encontremos las ecuaciones de Euler-Lagrange para dos cuerpos

materiales (n = 2).

El Lagrangiano resulta:

L = T − U =
1

2
m(ẋ1

2 + ẋ2
2)− U((x21 + x22)

1

2 ).
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1.2 Sistemas Mećanicos 29

Aquı́,U es un campo central pues es el del ejemplo anterior.

Lo escribimos en coordenadas polares:

x1 = rcosθ

x2 = rsenθ,

en donde(x1, x2) = x.

Entonces

ẋ1 = ṙcosθ − rθ̇senθ

ẋ2 = ṙsenθ + rθ̇cosθ

Que lo podemos reescribir como:

(

ẋ1
ẋ2

)

= ṙ

(

cosθ

senθ

)

+ rθ̇

(−senθ
cosθ

)

Ası́ la expresión para el Lagrangiano queda:

L =
1

2
m(ẋ1

2 + ẋ2
2)− U(|x|) = 1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2)− U(r).

Derivando aL con respecto ar, ṙ, θ y θ̇, resulta:

∂L

∂ṙ
= mṙ

∂L

∂θ̇
= mr2θ̇

∂L

∂r
= mrθ̇2 − U ′(r)

∂L

∂θ
= 0.

Ahora, como vale que:
d

dt

(

∂L

∂θ̇

)

=
∂L

∂θ

d

dt

(

∂L

∂ṙ

)

=
∂L

∂r
,

obtenemos las siguientes conclusiones:
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1) De la primera igualdad, deducimos que:

mr2θ̇ = h,

conh constante. De esta ecuación se deduce la segunda Ley de Kepler, que

establece que el radio vector trazado desde un cuerpo hasta el otro, barre

áreas iguales en intervalos de tiempo iguales.

2) Por otro lado, si observamos la segunda igualdad, tenemosque:

mr̈ = mrθ̇2 − U ′(r)

r̈ = rθ̇2 − U ′(r)

m
.

Definición 1.19 Una variableqi que no aparece enL, es decir
∂L

∂qi
= 0, se llama

ćıclica.

Teorema 1.20El momento generalizado con respecto a una variable cı́clica se

conserva, es decir, es otra integral primera, además de la ya establecida en el

Teorema (1.9). Recordemos que una integral primera dependede las variables de

la ecuacíon diferencial y sus derivadas, y resulta constante cuando se introduce

en ella la dependecia respecto al tiempo.

Dem.Sabemos que
∂L

∂qi
= 0 y debemos ver que

∂L

∂q̇i
= cte.

Como se satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange, sabemos que:

d

dt

(

∂L

∂q̇i

)

=
∂L

∂qi
= 0,

con lo queda demostrado el teorema. �
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1.3 Transformada de Legendre 31

1.3. Transformada de Legendre

En mecánica clásica se usa una transformada de Legendre para derivar la for-

mulación hamiltoniana partiendo de la formulación lagrangiana, y viceversa.

Eso es posible, puesto que el lagrangiano es un función explı́cita de las coorde-

nadas posicionalesqj , de las velocidades generalizadasq̇j y del tiempo. Por su

parte el hamiltoniano, es función explı́cita de las coordenadas posicionalesqj , los

momentospj y el tiempo. El punto importante es que los momentos pueden ser

obtenidos como derivadas del lagrangiano, es decir

pj =
∂L

∂q̇j
,

con lo cual estamos en la condiciones para construir el hamiltoniano a partir del

lagrangiano.

Definición 1.21 Seaf : A ⊆ R
n → R definimos la transformada de Legendre

como:

f ∗(p) = sup
x∈A

[p.x− f(x)],

dondep.x denota el producto escalar o producto interno entre vectores deRn.

Sif es convexa y diferenciable, el supremo (si lo hay) ocurre enpi =
∂f

∂xi
(x(p)),

dondep = ∇f(x(p)). La igualdad anterior se obtiene derivando la expresión de

la transformada con respecto ax e igualando a cero.

Para una funcíonf : I ⊆ R → R, la transformada de Legendre se expresa como:

f ∗(p) = sup
x∈I

[xp− f(x)].

En este caso, si el supremo existe, ocurre enp = f ′(x(p)), de donde podemos

escribir quex(p) = (f ′)−1(p) si existiera la inversa def ′.
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Ejemplo 1.22 Seaf : R → R tal quef(x) = |x|, entonces su transformada de

Legendref ∗(p) = sup
x∈R

[xp− f(x)], resulta:

* Si p > 1 entoncesf ∗(p) = ∞.

* Si p < −1 entoncesf ∗(p) = ∞.

* Si −1 6 p 6 1 entoncesf ∗(p) = 0.

Ejemplo 1.23 Seaf(x) =
1

2
mx2.

Comof ′(x) = mx = p es biyectiva entoncesx(p) =
p

m
.

Ası́, resulta que:

f ∗(p) = pp
1

m
− f

( p

m

)

=
p2

m
− m

2

( p

m

)2

=
p2

m
− p2

2m
=

p2

2m
.

Ejemplo 1.24 Seaf(x) =
xα

α
conα > 1 y x > 0.

Comof ′(x) = xα−1 = p es biyectiva, entoncesx(p) = p
1

α−1 .

Ası́, obtenemos lo siguiente:

f ∗(p) = pp
1

α−1 − f(p
1

α−1 ) = p
α

α−1 − p
α

α−1

α
=

(α− 1)p
α

α−1

α
=

1

β
pβ

conβ =
α

α− 1
o equivalentemente

1

α
+

1

β
= 1.

Teorema 1.25La transformada de Legendre def : A ⊆ R
n → R es convexa.

Dem.Debemos ver que:

f ∗(tp1 + (1− t)p2) 6 tf ∗(p1) + (1− t)f ∗(p2),

para todop1 y p2 ∈ A y t ∈ R.

Sabemos quef ∗(tp1 + (1− t)p2) = sup
x

[tp1.x+ (1− t)p2.x− f(x)]
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1.3 Transformada de Legendre 33

Ahora bien, si reescribimos af(x) comotf(x) + (1 − t)f(x), obtenemos que lo

anterior es igual a:

sup
x

[t(p1.x− f(x)) + (1− t)(p2.x− f(x))] 6 tf ∗(p1) + (1− t)f ∗(p2),

ya que el supremo de una suma es menor o igual a la suma de los supremos. �

Teorema 1.26Sif : A ⊆ R
n → R es convexa conf diferenciable y el gradiente

∇f : Rn → R
n invertible (determinante de la matriz jacobiana distinto de cero),

entoncesf ∗∗ = f .

Dem.Sabemos quef ∗(p) = sup
x

[p.x− f(x)] y p = ∇f(x(p))
Comof ∗(p) = p.x(p)− f(x(p)), podemos escribir:

f(x(p)) = p.x(p)− f ∗(p) 6 sup
p

[p.x(p)− f ∗(p)] = f ∗∗(x(p)).

Ası́ resulta quef 6 f ∗∗.

Por otro lado, tenemos que:

f ∗(p) = sup
x

[p.x− f(x)] > p.x− f(x)

o de manera equivalente

p.x 6 f(x) + f ∗(p)3

Entonces

f(x) > p.x− f ∗(p) ∀p
3Esta desigualdad es conocida como la desigualdad de Young
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34 Principios Básicos de la Mećanica

Ahora bien, si tomamos supremo sobrep, obtenemos:

f(x) > sup
p

[p.x− f ∗(p)] = f ∗∗(x).

Ası́ concluimos quef = f ∗∗. �

1.4. Ecuaciones de Hamilton

Consideremos las ecuaciones de Euler-Lagrange:

ṗ =
∂L

∂q
,

donde

p =
∂L

∂q̇
.

Asumiremos de ahora en más que el LagrangianoL(q, q̇, t), L : Rn×R
n×R → R

es convexo eṅq ∀ (q, t) con
∂L

∂q̇
biyectiva.

Teorema 1.27Las ecuaciones de Lagrange son equivalentes al sistema de2n

ecuaciones de primer orden:

ṗ = −∂H
∂q

q̇ =
∂H

∂p
,

donde la funcíon H(q, p, t) es la Transformada de Legendre deL(q, q̇, t) como

función deq̇.

AH se lo conoce con el nombre de Hamiltoniano.
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1.4 Ecuaciones de Hamilton 35

Dem.Tenemos que:

H(q, p, t) = sup
q̇

[pq̇ − L(q, q̇, t)]

El supremo se alcanza enq̇(q, p, t) con

p =
∂L

∂q̇
(q, q̇(q, p, t), t).

Entonces:

H(q, p, t) = pq̇(q, p, t)− L(q, q̇(q, p, t), t)

=

(

n
∑

k=1

pkq̇k(q, p, t)

)

− L(q, q̇(q, p, t), t).

DerivandoH respecto depj, obtenemos:

∂H

∂pj
=

n
∑

k=1

[

∂pk
∂pj

q̇k(q, p, t) + pk
∂q̇k
∂pj

− ∂L

∂q̇k

∂q̇k
∂pj

]

Como la derivada
∂pk
∂pj

es uno sij = k, y cero en otro caso, y además,
∂L

∂q̇k
= pk,

lo cual es cierto porque se satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange, ocurre

que

∂H

∂pj
= q̇j(q, p, t).

Ası́ hemos demostrado que:

∂H

∂p
= q̇.
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36 Principios Básicos de la Mećanica

Ahora calculemos:

∂H

∂qj
=

n
∑

k=1

pk
∂q̇k
∂qj

− ∂L

∂qj
−

n
∑

k=1

∂L

∂q̇k

∂q̇k
∂qj

= − ∂L

∂qj

= − d

dt

(

∂L

∂q̇j

)

= −ṗ.

(1.4)

Hemos demostrado que las ecuaciones de Euler-Lagrange implican las ecuaciones

de Hamilton.

Para el recı́proco, supongamos que se verifican las ecuaciones de Hamilton, y

veamos que éstas implican las de Euler-Lagrange, en donde el Hamiltoniano es la

transformada de Legendre del Lagrangiano.

Debemos ver que:
d

dt

(

∂L

∂q̇

)

=
∂L

∂q
,

en donde

H(q, p, t) = pq̇ − L(q, q̇, t)

y

p =
∂L

∂q̇
(q, q̇, t).

En primer lugar observemos que

d

dt

(

∂L

∂q̇

)

= ṗ.

Ahora calculemos el término
∂L

∂q
.

DespejandoL de la expresión del Hamiltoniano, obtenemos:

L(q, q̇, t) =
∂L

∂q̇
q̇ −H

(

q,
∂L

∂q̇
, t

)

.
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1.4 Ecuaciones de Hamilton 37

Ahora bien, derivemos la expresión anterior respecto aq:

∂L

∂q
=

∂2L

∂q∂q̇
q̇ − ∂H

∂q
− ∂H

∂p

∂2L

∂q∂q̇
,

y sabiendo que se verifican las ecuaciones de Hamilton, obtenemos que:

∂L

∂q
= ṗ,

con lo que queda culminada la demostración del teorema. �

El siguiente teorema nos muestra, que si la energı́a cinética tiene una forma cuadráti-

ca, entonces el Hamiltoniano resulta ser suma de dicha energı́a con la potencial.

Teorema 1.28Supongamos queL = T − U(q) y adeḿas suponemos queT es

una funcíon cuadŕatica deq̇, es decir,

T (q, q̇, t) =

n
∑

i,j=1

aij(q, t)q̇iq̇j .

Entonces ocurre queH = T + U .

Dem.

Tenemos por hipótesis queT = q̇tA(q, t)q̇ (dondeA es la matriz den × n con

coeficientesaij), entonces:

H(q, p, t) = pq̇ − L(q, q̇, t)

conp =
∂L

∂q̇
(q, q̇, t). Además:

L = q̇tA(q, t)q̇ − U(q).
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38 Principios Básicos de la Mećanica

DerivandoL respecto dėq, obtenemos:

∂L

∂q̇
= A(q, t)q̇ + At(q, t)q̇ = p

Reemplazando enH nos queda:

H = pq̇ − L(q, q̇, t)

= ptq̇ − L(q, q̇, t)

= q̇t[A(q, t) + At(q, t)]q̇ − (q̇tA(q, t)q̇ − U(q))

= q̇tAt(q, t)q̇ + U

= q̇tA(q, t)q̇ + U

= T + U.

�

Ejemplo 1.29 Consideremos ecuaciones de movimiento como la siguiente:

q̈ = −∂U
∂q

conq ∈ R.

Entonces el Hamiltoniano será:

H =
1

2
|q̇|2 + U(q),

ya que la energı́a cinética es de la forma mencionada en el teorema anterior.

Por lo que resulta que:

ṗ = −∂H
∂q

= −U ′(q)

q̇ =
∂H

∂p
= p
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1.4 Ecuaciones de Hamilton 39

conp = q̇.

Si aplicamos lo anterior al resorte,ẍ = −kx obtenemos:

U(x) = k
x2

2

H(x, p) =
1

2
|p|2 + k

2
x2

De lo que obtenemos:

ṗ =
∂H

∂x
= kx

ẋ =
∂H

∂p
= p

Observemos que los sistemas unidimensionales sin fricción, siempre son conser-

vativos.

Corolario 1.30 Si(p(t), q(t)) es solucíon del Hamiltoniano yH es independiente

det, entonces se conserva.

Dem.DerivemosH respecto det y veamos que es cero.

dH

dt
=
∂H

∂p
ṗ +

∂H

∂q
q̇ +

∂H

∂t

= −∂H
∂p

(

∂H

∂q

)

+
∂H

∂q

(

∂H

∂p

)

+
∂H

∂t
= 0.

�

Definición 1.31 Si una coordenadaqi no aparece en el Hamiltoniano se llama

ćıclica y
∂H

∂qi
= 0.
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40 Principios Básicos de la Mećanica

Observacíon 1.32 qi es cı́clica paraH si y sólo siqi es cı́clica paraL, pues re-

cordemos que:

H(p, q, t) = sup
q̇

[pq̇ − L(q, q̇, t)].

Corolario 1.33 Si qi es ćıclica entoncesp es una integral primera. En este caso

la variación de las restantes coordenadas es la misma que el sistema den − 1

coordenadasq2, .......qn y el Hamiltoniano

H(p1, .., pi−1, pi+1, .., pn, q1, .., qi−1, qi+1, .., qn, t) = H(p1, .., c, .., pn, q1, .., qn, t)

Dem.Supogamos quei = 1 y escribamosp = (p1, p) y q = (q1, q), en donde

p = (p2, ...., pn) y q = (q2, ...., qn).

Las ecuaciones de Hamilton son:

ṗ1 = −∂H
∂q1

= 0 q̇1 =
∂H

∂p1
ṗ = −∂H

∂q
q̇ =

∂H

∂p
.

Estas ecuaciones muestran quep1 = cte = c y aparece en las ecuaciones como un

parámetro.

Una vez que resolvamos las2n− 2 ecuaciones:

ṗ = −∂H
∂q

q̇ =
∂H

∂p

se encuentraq1 por medio de la ecuación:

q̇1 =
∂H

∂p1
,

que se resuelve por integración. �
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1.4 Ecuaciones de Hamilton 41

Ejemplo 1.34 En este ejemplo encontraremos las ecuaciones de Hamilton para el

problema de los dos cuerpos en coordenadas esféricas.

Seanr0 y r1 las coordenadas cartesianas enR
3 de los cuerpos y seanm0, m1

las masas de ellos.

Sabemos que se satisface lo siguiente, por las leyes de Newton (se detallará más

sobre esto en el capı́tulo2):

r′′
0 = Gm1

r1 − r0

|r0 − r1|3

r′′
1 = Gm0

r0 − r1

|r1 − r0|3
.

Aquı́G es una constante gravitacional.

En coordenadas “heliocéntricas”,r = r1 − r0. De lo que deducimos que:

r̈ = r̈1 − r̈0 = −G(m0 +m1)
r1 − r0

|r0 − r1|3
= −G(m0 +m1)

r

|r|3 .

Como ocurre que:

dU(r)

dr
= −G(m0 +m1)

(

−|r|−2 r

|r|

)

= G(m0 +m1)
r

|r|3 ,

podemos concluir que el campo

U(r) =
−G(m0 +m1)

|r|
es conservativo.

El Lagrangiano es:L = T − U dondeT es la energı́a cinética yU la potencial.

L =
ẋ1

2 + ẋ2
2 + ẋ3

2

2
+
G(m0 +m1)

|r| ,
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42 Principios Básicos de la Mećanica

donder = (x1, x2, x3).

El Hamiltoniano es entonces:

H =
ṙ1

2 + ṙ2
2 + ṙ3

2

2
− G(m0 +m1)

|r| = T (ṙ)− U(r).

Ahora escribamos lo anterior a coordenadas esféricas, porlo que tenemos:

x = ρsenψcosθ = x1

y = ρsenθsenψ = x2

z = ρcosψ = x3

Derivando obtenemos las siguientes relaciones:

ẋ1 = ρ̇senψcosθ + ρψ̇cosψcosθ − ρθ̇senθsenψ

ẋ2 = ρ̇senψsenθ + ρψ̇cosψsenθ + ρθ̇cosθsenψ

ẋ3 = ρ̇cosψ − ρψ̇senψ

O lo que se puede escribir en forma matricial de la siguiente manera:










ẋ1

ẋ2

ẋ3











=











senψcosθ

senψsenθ

cosψ











ρ̇+











cosψcosθ

cosψsenθ

−senψ











ρψ̇ +











−senψsenθ
senψcosθ

0











ρθ̇

Estos tres vectores son ortogonales entre sı́. Entonces:

T (ṙ) =
ρ̇2 + ρ2ψ̇2 + ρ2θ̇2sen2ψ

2
.

Esta es la energı́a cinética en coordenadas esféricas yU(r) = U(ρ) es la energı́a

potencial. Ası́ el Lagrangiano resulta:

L(ρ, θ, ψ, ρ̇, θ̇, ψ̇) =
ρ̇2 + ρ2ψ̇2 + ρ2θ̇2sen2ψ

2
+
G(m0 +m1)

ρ
.

42



1.4 Ecuaciones de Hamilton 43

Encontremos ahora el HamiltonianoH(Pρ, Pθ, Pψ, ρ, θ, ψ), donde:

Pρ =
∂L

∂ρ̇
= ρ̇

Pψ =
∂L

∂ψ̇
= ρ2ψ̇

Pθ =
∂L

∂θ̇
= ρ2senψθ̇.

Llegamos a la siguiente expresión para el hamiltoniano, utilizando el teorema

(1.28):

H(Pρ, Pθ, Pψ, ρ, θ, ψ) =
1

2

(

P 2
ρ +

P 2
ψ

ρ2
+

P 2
θ

ρ2sen2ψ

)

− G(m0 +m1)

ρ
.

Hay una variable cı́clica que esθ, pues no aparece en el Hamiltoniano. Por lo tanto

ocurre que:
∂L

∂θ̇
= Pθ = cte,

es decir es una integral primera. Entoncesρ2sen2ψθ̇ = cte.

Las ecuaciones de Hamilton son:

Ṗρ = −∂H
∂ρ

= ρ−3P 2
ψ +

ρ−3P 2
θ

sen2ψ
− G(m0 +m1)

ρ2

Ṗψ = −∂H
∂ψ

=
P 2
θ

ρ2
sen−3ψcosψ

Ṗθ = −∂H
∂θ

= 0

ρ̇ =
∂H

∂Pρ
=

2Pρ
2

= Pρ

ψ̇ =
∂H

∂Pψ
= Pψρ

−2

θ̇ =
∂H

∂Pθ
=
ρ−2Pθ
sen2ψ
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44 Principios Básicos de la Mećanica

Estas últimas seis son las ecuaciones de Hamilton para el problema de los dos

cuerpos.

Ejemplo 1.35 Obtener las ecuaciones de Hamilton para una partı́cula de masa

m que se mueve a lo largo del ejex sometida a una fuerza−Kx (K constante

positiva).

Se construye el Lagrangiano: La coordenada generalizada esx. La energı́a

cinética (en coordenadas cartesianas) es,

T =
1

2
mv2 =

1

2
mẋ2.

Por otro lado, la única fuerza que actúa sobre la partı́cula que oscila es−Kx y si

se define el potencial cero en el origen,

U =
1

2
Kx2

entonces,

L = T − U =
1

2
mẋ2 − 1

2
Kx2.

Se buscan los momentos generalizados: La coordenada generalizada esx y el

momento generalizado es,

px =
∂L

∂ẋ
= mẋ.
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1.5 Teorema de Liouville 45

Se escribe el Hamiltoniano: Debido a que el sistema es conservativo y el tiempo

no aparece en forma explı́cita, el HamiltonianoH es justamente la energı́a total

del sistema,

H = T + U =
p2x
2m

+
1

2
Kx2.

Por último, se encuentran las ecuaciones de movimiento de Hamilton: Las ecua-

ciones de movimiento son:

ṗx = −∂H
∂x

= −Kx

ẋ =
∂H

∂px
=
px
m
.

Al sustituir la segunda de las ecuaciones anteriores parapx en la primera, resulta,

Kx = − d

dt
(mẋ) o equivalentemente,̈x+ω2

0x = 0 conω2
0 =

K

m
, que es la familiar

ecuación de movimiento para el resorte (oscilador armónico simple).

1.5. Teorema de Liouville

El teorema de Liouville es un resultado de la mecánica hamiltoniana sobre

la evolución en el tiempo de un sistema mecánico. El mismo establece que el

volúmen de una determinada regiónD se mantendrá invariante a pesar de que se

estirará y se encogerá a medida que el tiempo transcurra.

Por simplicidad asumiremos que
∂H

∂t
= 0.

Definición 1.36 El 2n-dimensional espacio con coordenadasp1, ...., pn, q1, ...., qn

se llama espacio de fases.

Observacíon 1.37 Asumiremos que las soluciones(p(t), q(t)) están definidas∀t.
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46 Principios Básicos de la Mećanica

Vamos a considerar el flujo de las ecuaciones de HamiltonΦt. Por esa razón de-

bemos desarrollar este concepto.

El concepto de flujo es una nueva manera de mirar las soluciones de la ecuación

diferencial

ẋ = f(x) f : Ω ⊂ R
n −→ R

n. (1.5)

El flujo es una ecuaciónΦt : Ω −→ Ω, es decir una transformación (movimiento)

del espacio de fasesRn. Supongamos que la ecuación (1.5) corresponde a la tra-

yectoria seguida por una partı́cula que obedece cierta ley fı́sica. EntoncesΦt(x)

es la posición después det segundos que ocupa la partı́cula, que inicialmente

está enx. Notemos que al suponer que el Hamiltoniano no depende del tiempo,

es irrelevante el valor exacto del tiempo inicial (es lo mismo ver como evolucio-

na la partı́cula dex a Φt(x) hoy o mañana). La definición formal del flujo es la

siguiente.

Definición 1.38 El flujoΦ de la ecuacíon (1.5) es la funcíonΦt(x) = ϕ(t), donde

ϕ es solucíon de (1.5) y verifica queϕ(0) = x.

Teorema 1.39El flujoΦt preserva voĺumenes, es decir ocurre que:

vol(D) = volΦt(D).

Este es conocido como el Teorema de Liouville.

Antes de demostrar este teorema notemos que siΦt es el flujo deẋ = f(x),

entonces ocurre que:

Φt(x) = x+ tf(x) +O(t2),
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1.5 Teorema de Liouville 47

en efecto, desarrollandoΦt en serie de Taylor respecto at y para unx fijo, se

obtiene:

Φ0(x) +
d

dt
Φt(x)

∣

∣

∣

∣

t=0

t+O(t2) = x+ f(x)t+O(t2).

Lema 1.40 SiA = aij es una matriz, entonces:

det(I + At) = 1 + trA t+O(t2).

Dem.Sabemos que, por definición

det(A) =
∑

σ∈Pn

sgn(σ)

n
∏

i=1

Ai,σi ,

donde la suma se calcula sobre todas las permutacionesσ del conjunto{1, 2, ..., n}.

La posición del elementoi después de la permutaciónσ se denota comoσi. El con-

junto de todas las permutaciones esPn. Para cadaσ, sgn(σ) es la signatura deσ,

esto es+1 si la permutación es par y−1 si es impar.

Ahora calculemos:

det(I + At) =
∑

σ∈Pn

sgn(σ)
n
∏

i=1

(I + At)i,σi

=
∑

σ∈Pn

sgn(σ)(I + At)1,σ1 .....(I + At)n,σn

=
∑

σ∈Pn

sgn(σ)[(I1,σ1.I2,σ2 ...In,σn) + tA1,σ1I2,σ2 ....In,σn+

tA2,σ2I1,σ1I3,σ3 ....In,σn + ......]

= 1 + trA t+O(t2).

�
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Lema 1.41 Sea

V (t) = vol[Φt(D)] =

∫

Φt(D)

dx =

∫

D

|det[DΦt]| dx,

entonces ocurre que:
dV

dt

∣

∣

∣

∣

t=0

=

∫

D

div f dx.

Dem.La igualdadΦt(x) = x+f(x)t+O(t2) dice queΦt(x) = x+f(x)t+t2M(x)

y derivando respecto dex y haciendo tendert→ 0, obtenemos:

∂Φt(x)

∂x
= I +

∂f(x)

∂x
t +O(t2).

Ası́:

V (t) =

∫

D

∣

∣

∣

∣

det

[

∂Φt(x)

∂x

]∣

∣

∣

∣

dx

=

∫

D

∣

∣

∣

∣

det

[

I +
∂f

∂x
t+O(t2)

]∣

∣

∣

∣

dx

=

∫

D

|1 + divft+O(t2)| dx

=

∫

D

1 + divft+O(t2) dx

Entonces ocurre que:

dV

dt

∣

∣

∣

∣

t=0

= ĺım
h→0

1

h





∫

D

[

1 + divfh+O(t2)
]

− 1 dx





=

∫

D

divf dx.

�
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Corolario 1.42 Sidiv f = 0 enΦt, entonces se preservan los volúmenes.

Dem.Si divf = 0 entonces:
dV

dt

∣

∣

∣

∣

t=0

= 0,

lo que implica que se preservan los volúmenes por el lema (1.41). �

Ahora sı́, estamos en condiciones de demostrar el Teorema deLiouville.

Para las ecuaciones de Hamilton

ṗ = −∂H
∂q

q̇ =
∂H

∂p

y la funciónf definida como:

f =

(

−∂H
∂q

,
∂H

∂p

)

,

obtenemos que:

divf =
∂

∂p

(

−∂H
∂q

)

+
∂

∂q

(

∂H

∂p

)

= 0.

Entonces se preservan los volúmenes por el corolario (1.42).

Una aplicación importante del Teorema de Liouville es que en un sistema Ha-

miltoniano no existen equilibrios ni ciclos lı́mite.4

Si suponemos la existencia de un punto de equilibriox, y consideramos una bola

4Un ciclo lı́mite es una trayectoria cerrada y aislada. Es decir que las trayectorias vecinas no

son cerradas, son espirales que salen o convergen al ciclo l´ımite.
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50 Principios Básicos de la Mećanica

con centro en él de radior, el volúmen de ese entorno deberı́a ser constante en

todo momento, según el Teorema de Liouville, es decir:

|B(x, r)| = |Φt(B(x, r))|,

lo que no es cierto pues las trayectorias convergen ax por ser un punto de equi-

librio, y entonces ocurre que|B(x, r)| = ĺım
t→∞

|Φt(B(x, r))| = 0. Esto explica

porqué no pueden existir puntos de equilibrio o ciclos lı́mite.

Ante esta descripción del conjunto de principios básicosde la mecánica, nos pa-

rece válido mencionar que son útiles para el desarrollo delos siguientes capı́tulos

e importantes como primer acercamiento al problema de los dos cuerpos, lo que

se puede observar en el ejemplo (1.18).

También es importante destacar que existen diferentes formulaciones de la mecáni-

ca, la cual tiene un elevado contenido de modelos matemáticos. Sin embargo, no es

la elegancia ni el rigor formal de estos modelos un criterio adecuado para valorar

una teorı́a de la mecánica, pues cada teorı́a (y sus principios subyacentes) es tan

buena como la interpretación que realiza de las observaciones experimentales de

la realidad fı́sica. Si las predicciones teóricas se corresponden adecuadamente con

las observaciones experimentales, la teorı́a será adecuada, independientemente de

su elegancia matemática. Por el contrario, si los resultados no se corresponden con

las observaciones, llegaremos a la conclusión de que se precisa otra teorı́a distinta

para el fenómeno en cuestión.
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Caṕıtulo 2

El Problema de los dos cuerpos

Introducci ón

En este capı́tulo haremos, en primer lugar, una introducci´on sobre el movi-

miento den cuerpos y también estudiaremos el centro de masa de ese sistema de

partı́culas. El momento lineal, el momento angular, la energı́a y su conservación,

serán tratados también en esta primera parte.

En segundo lugar, investigaremos el movimiento de dos cuerpos que están

sujetos sólo a atracción mutua. Asumiremos que los cuerpos son simétricamente

esféricos y que se mantienen las leyes de Newton, es decir consideraremos un

sistema inercial, ası́ los cuerpos pueden ser consideradoscomo puntos masas. Los

métodos usados son generales y mucho del lenguaje utilizado será el de un planeta

viajando alrededor del sol.
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52 El Problema de los dos cuerpos

2.1. Ecuaciones de Movimiento paran cuerpos

La ley de movimiento den puntos masas de coordenadasxi ∈ R
3 en un

sistema inercial es:

d(miẋi)

dt
= −k2mi

n−1
∑

j=0 j 6=i
mj

xi − xj
|xi − xj |3

dondei = 0, 1, ...., n y k = 0,01720209895
√

(AU)3M−1d−2. 1 Esta ley de

movimiento se deduce de la Ley de gravitación universal, yamencionada en la

introducción.

Asumiendo que las masas no cambian con el tiempo, podemos escribir:

ẍi = −k2
n−1
∑

j=0 j 6=i
mj

xi − xj
|xi − xj |3

Podemos escribir el sistema anterior de manera reordenada con otro origen. Sea

m0 una masa que domina al resto. Escribamos el sistema reorden´andolo con ori-

gen en esa masa.

Llamaremosri = xi − x0 coni = 1, ....., n− 1. Asi ri son llamadas las coorde-

nadas heliocéntricas del sistema. En estas coordenadas tenemos:

r̈i = ẍi − ẍ0 = −k2
n−1
∑

j=0 j 6=i
mj

xi − xj
|xi − xj |3

+ k2
n−1
∑

j=1

mj

x0 − xj
|x0 − xj |3

= −k2
n−1
∑

j=0 j 6=i
mj

ri − rj

|ri − rj |3
− k2

n−1
∑

j=1

mj

rj

|rj|3

= −k2(m0 +mi)
ri

|ri|3
− k2

n−1
∑

j=1,j 6=i
mj

(

ri − rj

|ri − rj |3
+

rj

|rj|3
)

1Esta constante es la relacionada al Sistema Solar, puesM es la masa del sol. Ademásd son

dı́as yAU es una unidad astronómica, que es aproximadamente el semieje mayor de la órbita del

planeta Tierra alrededor del sol, es decir,149597870km.
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2.1 Ecuaciones de Movimiento paran cuerpos 53

coni = 1, ...., n− 1.

Este sistema es de3n − 6 ecuaciones. Además, es no inercial, puesẍ0 6= 0 (el

sistema está acelerado).

El término−k2(m0+mi)
ri

|ri|3
es conocido como término principal, pues aparece

la masa del cuerpo mayor y el término−k2
n−1
∑

j=1,j 6=i
mj

(

ri − rj

|ri − rj|3
+

rj

|rj|3
)

se

conoce como el término de las perturbaciones.

Si agregamos un nuevo cuerpo de masam ≪ mi con i = 1, ....., n − 1 (de tal

manera que la podamos despreciar y recordando quem0 es el cuerpo de mayor

masa), su posiciónr satisface:

r̈ = −k2m0

r

|r|3 − k2
n−1
∑

j=1

mj

(

r − rj

|r − rj |3
+

rj

|rj|3
)

(2.1)

Las ecuaciones

r̈i = −k2(m0 +mi)
ri

|ri|3
− k2

n−1
∑

j=1,j 6=i
mj

(

ri − rj

|ri − rj|3
+

rj

|rj|3
)

(2.2)

están desacopladas de esta última ecuación (2.1).

El miembro de la derecha de las ecuaciones (2.2) se puede escribir como un gra-

diente de la siguiente manera:

r̈i = ∇i(Ui +Ri) (2.3)
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54 El Problema de los dos cuerpos

coni = 1, ......, n− 1, donde se tiene que:

Ui =
k2(m0 +mi)

|ri|

Ri = k2
n−1
∑

j=1 j 6=i
mj

(

1

|ri − rj |
− rirj

|rj|3
)

∇i =

(

∂

∂ri1
,
∂

∂ri2
,
∂

∂ri3

)

Ui es la función fuerza yRi es la función de perturbación.

La expresión dada en (2.3), nos está diciendo que el sistema es conservativo. Y

como ya se trabajó en el capı́tulo1, más especı́ficamente en el teorema (1.9) , esto

dice que la energı́a total se conserva. A su vez, de esto se puede inferir, por el lema

(1.28), que el Hamiltoniano es igual a la energı́a total, y por el corolario (1.30),

concluimos que el Hamiltoniano se conserva.

2.1.1. Movimiento del centro de masa

Definición 2.1 El centro de masa de un sistema den part́ıculas se define como el

punto cuyo vector de posiciónR viene dado por:

R =
1

M

n
∑

i=1

miri,

en dondeM es la suma total de todas las masas.

Supongamos que se tiene un sistema constituido porn partı́culas que interactúan

entre sı́ y sobre el cual actúan fuerzas externas, entoncesla fuerza resultante sobre

la i-ésima partı́cula estará compuesta (en general) por dos partes: una parte es la

resultante de todas las fuerzas externasF ex
i y, la otra parte, de todas las fuerzas
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2.1 Ecuaciones de Movimiento paran cuerpos 55

internasF in
i que se originan de la interacción de todas las otrasn − 1 partı́culas

con la i-ésima. La fuerzaF in
i podrá ser calculada mediante la suma vectorial de

todas las fuerzas individualesF in
ij (debe leerse como la fuerza aplicada sobre la

i-ésima partı́cula debida a la j-ésima),

F in
i =

n
∑

j=1

F in
ij .

Por lo tanto, la fuerza totalFi sobre la i-ésima partı́cula vendrá dada por:

Fi = F in
i + F ex

i .

Ahora bien, a partir de la segunda ley de Newton, se puede escribir para la i-ésima

partı́cula,

Fi = mir̈i = F in
i + F ex

i ,

o lo que es equivalente:

d2

dt2
(miri) = F ex

i +

n
∑

j=1

F in
ij ,

y al sumar sobrei en ambos miembros de esta expresión, obtenemos:

d2

dt2

(

n
∑

i=1

miri

)

=
n
∑

i=1

F ex
i +

n
∑

i=1

n
∑

j=1

F in
ij

(en este último sumandoi 6= j porque no hay autofuerzas), que representa la

fuerza total.

Si sustituı́mos la expresión del centro de masas en ésta última ecuación, arribamos

a:
d2

dt2
(MR) = F ex +

n
∑

i=1

n
∑

j=1

F in
ij
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56 El Problema de los dos cuerpos

dondeF ex =
n
∑

i=1

F ex
i . Pero si se supone que se cumple la tercera ley de Newton,

tenemos:
n
∑

i,j=1 i 6=j
F in
ij =

n
∑

i,j=1 i<j

(F in
ij + F in

ji ) = 0,

por lo tanto se concluye que:

MR̈ = F ex,

que es un resultado importantı́simo que establece que:

El centro de masa de un sistema de partı́culas se mueve como sifuera una partı́cula

real, de masa igual a la masa total del sistema sobre el cual actúa la fuerza externa

total e independientemente de la naturaleza de las fuerzas internas, siempre que se

cumpla la tercera ley de Newton.

2.1.2. Momento lineal y su conservación

El momento lineal de la i-ésima partı́cula se define como:

pi = miṙi,

y al sumar sobrei en ambos miembros de esta expresión, se obtiene el momento

lineal totalp del sistema

p =

n
∑

i=1

pi =

n
∑

i=1

miṙi,

o también:

p =
d

dt

(

n
∑

i=1

miri

)

.

Si reemplazamos la expresión del centro de masa, tenemos:

p =
d

dt
(MR) =MṘ,
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2.1 Ecuaciones de Movimiento paran cuerpos 57

que dice que:

El momento lineal de un sistema de partı́culas es el mismo quesi fuera una partı́cula

real de masaM localizada en la posición de centro de masa y que se mueve de la

manera en que él lo hace. Es decir, el momento lineal del sistema de partı́culas es el

mismo que el de su centro de masa.

Además, si derivamos respecto del tiempo, se tiene:

ṗ =MR̈ = F ex

de la cual se puede enunciar la ley de conservación del momento lineal para un

sistema de partı́culas de la siguiente manera:

El momento lineal para un sistema de partı́culas libre de fuerzas externas (F ex = 0)

se conserva (es decir, es constante en el tiempo) y es igual almomento lineal de su

centro de masa.

2.1.3. Momento angular y su conservación

El momento angularLi de la i-ésima partı́cula en torno al origen del sistema

de referencia viene dado por

Li = ri × pi,

que al sumar sobrei en sus dos miembros proporciona el momento angular total

L del sistema de partı́culas, pudiéndose escribir:

L =

n
∑

i=1

Li =

n
∑

i=1

ri × pi =

n
∑

i=1

(ri ×miṙi).
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58 El Problema de los dos cuerpos

Definimos ahora un vector de posiciónr′i, que posicione a la i-ésima partı́cula con

respecto al centro de masa del sistema. Es decir, podemos escribir que,

ri = r′i +R.

Ahora si sustituı́mos esta última expresión en la deL, llegamos a:

L =
n
∑

i=1

((r′i +R)×mi(ṙ
′
i + Ṙ))

=

n
∑

i=1

mi(r
′
i × ṙ′i + r′i × Ṙ +R× ṙ′i +R× Ṙ)

=

n
∑

i=1

(r′i ×miṙ
′
i) +

(

n
∑

i=1

mir
′
i

)

× Ṙ +R× d

dt

(

n
∑

i=1

mir
′
i

)

+

n
∑

i=1

mi(R× Ṙ)

=
n
∑

i=1

(r′i × p′i) +R ×MṘ

dado que

n
∑

i=1

mir
′
i =

n
∑

i=1

mi(ri − R) =
n
∑

i=1

miri −
n
∑

i=1

miR =MR −MR = 0.

O equivalentemente, podemos escribir:

L =

n
∑

i=1

(r′i × p′i) +R × p,

de la que se puede concluir que:

El momento angular total del sistema de partı́culas respecto al origen de un sistema

de referencia escogido, es la suma del momento angular del centro de masa del sis-

tema respecto a dicho origen (segundo sumando) y el momento angular del sistema

con respecto a la posición del centro de masa (primer sumando).
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2.1 Ecuaciones de Movimiento paran cuerpos 59

Como ocurre que

dL

dt
= r × dp

dt
+
dr

dt
× p = r × F + 0 =Mext,

dondeMext es el momento de las fuerzas exteriores, el principio de conservación

del momento angular afirma que:

Si el momento de las fuerzas exteriores es cero (lo que no implica que las fuerzas

exteriores sean cero), el momento angular total se conserva, es decir, permanece

constante.

Mext = r × F será cero si la fuerza y el vector posición tienen la misma di-

rección. Este tipo de fuerzas se llaman Fuerzas Centrales.

2.1.4. Enerǵıa y su conservacíon

Lema 2.2 Sea

D =
⋃

i 6=j
{(x1, ....., xn) ∈ R

3n|xi = xj}.

Ocurre que la funcíonU : R3n − {D} → R definida por:

U(x1, ....xn) =
1

2
K2

n
∑

j=1

n
∑

i=1 i 6=j

mimj

|xj − xi|

es un potencial para el sistema de losn-cuerpos, vale decir su gradiente respecto

de las variablesxi, es la fuerza sobre la partı́cula i.

Dem.Debemos demostrar que:

∇xiU = −K2
n
∑

j 6=i j=1

mjmi

|xj − xi|3
(xj − xi).
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60 El Problema de los dos cuerpos

Empecemos calculando:

∇xkU =
1

2
K2

(

n
∑

i=1 i 6=k
∇xk

mimk

|xk − xi|
+

n
∑

j=1 j 6=k
∇xk

mkmj

|xj − xk|

)

.

Por otro lado,

∇xk

1

|xk − xi|
= (−1)|xk − xi|−2 (xk − xi)

|xk − xi|
= − (xk − xi)

|xk − xi|3
.

Ahora bien, si reemplazamos esta última expresión en la de∇xiU obtenemos lo

deseado. �

La energı́a cinética en este sistema de losn cuerpos, como ya se estableció en el

capı́tulo1, se define como:

T =
1

2

n
∑

i=1

mi|ẋi|2,

mientras que la energı́a potencial esP = −U , dondeU es el del lema anterior.

Se define además, la energı́a total comoE = T + P y se conserva. Este resultado

sobre la conservación se demostró ya en el teorema (1.9) del capı́tulo1 de este

escrito.

El teorema de la conservación de la energı́a mecánica establece que cuando un

cuerpo se mueve, debido únicamente a la presencia de un campo conservativo, como

lo es el gravitatorio, la suma de su energı́a cinética y potencial permanece constante

en el tiempo.
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2.2 Ecuaciones de Movimiento para dos cuerpos 61

2.2. Ecuaciones de Movimiento para dos cuerpos

Consideremos el movimiento de dos masasm1 y m2 con vectores posiciónr1

y r2 referidas a algún origeno de un sistema inercial.

Figura 2.1:Fuerzas actuando sobre dos masas

Sear = r2 − r1 que denota la posición relativa de la masam2 con respecto a

lam1. Las fuerzas gravitacionales y las acelaraciones de las masas son:

F 1 = G
m1m2

|r|3 r = m1r̈1 F 2 = −Gm1m2

|r|3 r = m2r̈2, (2.4)

dondeG = 6, 6726× 10−11 Nm2Kg−2 es la constante gravitacional universal.

La constante de gravitación universal fue medida por primera vez por Henry

Cavendish en1798. La medida de“G” ha sido repetida por otros experimentado-

res con diversas mejoras y refinamientos. Todas las medidas de“G” son difı́ciles

a causa de la extremada pequeñez de la atracción gravitatoria. Aunque“G” fue

una de las primeras constantes fı́sicas universales determinadas, sigue siendo una

de las conocidas con menor exactitud. Esta constante determina la intensidad de

la fuerza de atracción gravitatoria entre los cuerpos. Se denota por G y aparece

tanto en la Ley de gravitación universal de Newton como en laTeorı́a general de

la relatividad de Einstein.
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62 El Problema de los dos cuerpos

Entonces:

m1r̈1 +m2r̈2 = 0,

y ésta última puede ser integrada directamente:

m1ṙ1 +m2ṙ2 = a

m1r1 +m2r2 = at + b (2.5)

dondea y b son vectores constantes.

Sea

R =
m1r1 +m2r2

m1 +m2

que denota el vector de posición del centro de masas para doscuerpos, entonces

la ecuación (2.5) puede ser escrita de la siguiente manera:

R =
at + b

m1 +m2
,

Ṙ =
a

m1 +m2

.

Esto implica que el centro de masas es estacionario (sia = 0) o que se mueve en

lı́nea recta (a través del origen) y a velocidad constante.Esto es un caso particular

del ya tratado en (2.1.1).

Ahora consideremos el movimiento dem2 respecto am1. Para simplificar el pro-

blema, escribimosr = r2 − r1 y usando la ecuación (2.4), obtenemos:

r̈ + µ
r

|r|3 = 0 (2.6)

dondeµ = G(m1 +m2). Esta es la ecuación relativa del movimiento y debemos

encontrar las constantes del movimiento para resolver el problema.
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2.2 Ecuaciones de Movimiento para dos cuerpos 63

Haciendo el producto vectorial entre el vectorr y la ecuación (2.6), tenemos que

r × r̈ = 0. Entonces

r × ṙ = h (2.7)

conh un vector constante (de moduloh). Este vectorh es perpendicular ar y a ṙ,

pues es el resultado del producto vectorial, entonces el movimiento dem2 sobre

m1 yace en un plano perpendicular a la dirección definida porh. Esto implica que

la posición y velocidad siempre están en el mismo plano.

La ecuación (2.7) es llamada generalmente momento angular, como ya se estable-

ció en la sección (2.1.3)

Ya quer y ṙ siempre viven en el mismo plano, es natural que ahora restrinjamos

el movimiento a un plano (ver figura).

Figura 2.2:El movimiento dem2 respecto am1 define un plano orbital

Transformemos entonces el sistema a coordenadas polares(r, θ) en el plano

orbital, referidos al origen (centrado enm1) y una lı́nea referencial arbitraria co-

rrespondiente aθ = 0. Para esto, enunciemos el siguiente teorema.

Teorema 2.3 Seanr̂ y θ̂ vectores unitarios, paralelo y perpendicular al radio

vectorr respectivamente, y preservando una orientación dada, entonces la posi-

ción, velocidad y aceleración pueden ser escritos sobre el plano mencionado, en
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64 El Problema de los dos cuerpos

coordenadas polares de la siguiente manera:

r = rr̂

ṙ = ṙr̂ + rθ̇θ̂

r̈ = (r̈ − rθ̇2)r̂ +

[

1

r

d

dt
(r2θ̇)

]

θ̂.

(2.8)

Aqúı, denotamosr como el ḿodulo der, ṙ como la derivada del ḿodulo der y r̈

como la derivada segunda del módulo der.

Dem.Comor̂ = (cosθ, senθ) y θ̂ = (−senθ, cosθ), ocurre que:

˙̂r = (−senθ, cosθ)θ̇ = θ̂θ̇

ṙ = ṙr̂ + rθ̇θ̂.

Por otro lado se tiene la siguiente relación:

¨̂r = θ̈θ̂ + θ̇
˙̂
θ = θ̈θ̂ − r̂θ̇2.

Ahora bien,

r̈ = r̈r̂ + ṙθ̂θ̇ + ṙθ̇θ̂ + rθ̈θ̂ − rθ̇2r̂

= (r̈ − rθ̇2)r̂ + (2ṙθ̇ + rθ̈)θ̂

= (r̈ − rθ̇2)r̂ +
1

r
(2rṙθ̇ + r2θ̈)θ̂

= (r̈ − rθ̇2)r̂ +

[

1

r

d

dt
(r2θ̇)

]

θ̂.

Y ası́ queda demostrado lo que querı́amos. �
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2.2 Ecuaciones de Movimiento para dos cuerpos 65

Sustituyendo la expresión deṙ en la ecuación (2.7) obtenemos que:

h = r × (ṙr̂ + rθ̇θ̂)

= r × ṙr̂ + r × (rθ̇θ̂)

= 0 + rr̂ × rθ̇θ̂

= r2θ̇(r̂ × θ̂)

(2.9)

donder̂ × θ̂ es un vector unitario perpendicular al plano de la órbita. En conse-

cuencia, resulta que|h| = h = r2θ̇. En el desarrollo de (2.9), usamos quer y r̂

son vectores paralelos y además utilizamos quer = rr̂ de (2.8).

Que |h| = h = r2θ̇ = cte (como ya se observó en el ejemplo (1.18)), nos da

información como para establecer el siguiente teorema.

Teorema 2.4 El radio vector barreáreas iguales en tiempos iguales. Dicho re-

sultado es conocido como la segunda ley de Kepler del movimiento planetario.

Dem.Para demostrar lo explicitado anteriormente, consideremos el movimiento

de la masam2 durante el intervalo de tiempoδt (ver dibujo)

Figura 2.3:ÁreaδA en el tiempoδt

Parat = 0 tenemos las coordenadas polares(r, θ) y para el tiempot + δt las
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66 El Problema de los dos cuerpos

coordenadas polares son(r + δr, θ + δθ). El área barrida por el radio vector en el

tiempoδt es:

δA ≈ base.altura

2
≈ 1

2
r(r + δr)sen(δθ) ≈ 1

2
r2δθ.

Dividiendo porδt y tomamdo lı́mite paraδt→ 0, tenemos que

dA

dt
=

1

2
r2
dθ

dt
=

1

2
h. (2.10)

Comoh es constante, eso dice que el radio vector barre áreas iguales en tiempos

iguales. Y ası́ concluimos con la prueba del teorema. �

2.3. Posicíon Orbital y Velocidad

Comparando las componentes der̂ en (2.8) y (2.6) tenemos que:

r̈ − rθ̇2 = − µ

r2
. (2.11)

Ahora vamos a encontrarr como función deθ. Para ello necesitamos hacer la

sustituciónu =
1

r
y eliminar el tiempo para usar queh = r2θ̇.

Diferenciandor respecto del tiempo tenemos:

ṙ = − 1

u2
du

dθ
θ̇ = −hdu

dθ

r̈ = −hd
2u

dθ2
θ̇ = −h

2

r2
d2u

dθ2
= −h2u2d

2u

dθ2
.

66



2.3 Posicíon Orbital y Velocidad 67

Recordando quėθ =
h

r2
, la ecuación (2.11) puede ser escrita como:

−h2u2d
2u

dθ2
− rh2

r4
= − µ

r2
= −µu2

Entonces en esta última ecuación si dividimos por−h2u2, obtenemos:

d2u

dθ2
+ u =

µ

h2
.

Esta última es una ecuación diferencial lineal con solución general dada por:

u(θ) = Acosθ +Bsenθ +
µ

h2
.

Expresando aA y B en coordenadas polares,A = αcosω̄ y B = αsenω̄ obtene-

mos:

u(θ) = αcosω̄cosθ + αsenω̄senθ +
µ

h2

= α(cos(θ − ω̄)) +
µ

h2
.

=
µ

h2

(

1 +
h2α

µ
cos(θ − ω̄)

)

Si llamamose =
h2α

µ
, la ecuación anterior queda escrita como:

u(θ) =
µ

h2
(1 + ecos(θ − ω̄)

Además comou =
1

r
, tenemos:

1

r(t)
=

(

p

1 + ecos(θ − ω̄)

)−1

r =
p

1 + ecos(θ − ω̄)
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68 El Problema de los dos cuerpos

que es la ecuación general de una cónica en coordenadas polares con centro en

un foco, dondee se llama excentricidad yp =
h2

µ
se conoce como el semilactus

rectus. (Esta afirmación será demostrada en el teorema siguiente y en un caso par-

ticular). Recordemos además queµ = G(m1 +m2).

Hay cuatro posibles casos:

Tipo Excentricidad Semilactus rectus Pericentro

Cı́rculo e = 0 p = a a

Elipse 0 < e < 1 p = a(1− e2) a(1− e)

Parábola e = 1 p = 2q q = p

2

Hipérbola e > 1 p = a(e2 − 1) a(e− 1)

dondea es el semieje mayor de la cónica. En el caso especial de la parábola,p

es definido en términos deq (distancia del foco al pericentro. El pericentro es el

punto más cercano al foco en el que se encuentra uno de los cuerpos).

Para el caso de la elipse, se demostrará más adelante porque el semilactus rectus

asume ese valor.

Demostraremos a continuación el siguiente resultado.

Teorema 2.5 Una ćonica en coordenadas polares se escribe como

r =
p

1 + ecosθ
.

Dem.Lo haremos para una elipse, entoncesp = a(1 − e2). Tomamos además

ω̄ = 0, es decir consideraremos una elipse no rotada.

En coordenadas cartesianas sabemos que una elipse es de la forma:

x2

a2
+
y2

b2
= 1
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2.3 Posicíon Orbital y Velocidad 69

cona y b semieje mayor y menor respectivamente. Además se cumple que:

b

a
=

√
1− e2.

Hacemos el siguiente cambio de variable:

x = ae + rcosθ

y = rsenθ.

Entonces:

(ae+ rcosθ)2

a2
+
r2sen2θ

b2
= 1

e2 +
r2cos2θ

a2
+

2ercosθ

a
+
r2sen2θ

b2
− 1 = 0 (2.12)

De la igualdad anterior, si trabajamos con el segundo y cuarto término y reempla-

zamossen2θ = 1− cos2θ y b2 = a2(1− e2), obtenemos:

r2cos2θ

a2
+
r2(1− cos2θ)

a2(1− e2)
=

(1− e2)r2cos2θ + r2 − r2cos2θ

a2(1− e2)

=
r2 − r2e2cos2θ

a2(1− e2)

=
(1− e2cos2θ)r2

(1− e2)a2
.

Entonces, reemplazando en (2.12), tenemos que:

1− e2cos2θ

(1− e2)a2
r2 +

2ecosθ

a
r + e2 − 1 = 0
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70 El Problema de los dos cuerpos

que es una ecuación cuadrática enr.

Calculemos sus raı́ces.

r =

−2ecosθ

a
±
√

4e2cos2θ

a2
− 4(1− e2cos2θ)

(1− e2)a2
(e2 − 1)

2(1− e2cos2θ)

(1− e2)a2

=

−2ecosθ

a
± 2

a
2(1− e2cos2θ)

(1− e2)a2

De aquı́ salen dos soluciones, a saber:

1) r1 =
−2a(ecosθ − 1)

2(1− e2cos2θ)
=

−a(1 − e2)

1 + ecosθ

2) r2 =
−2(ecosθ − 1)(1− e2)a2

2a(1− ecosθ)(1 + ecosθ)
=
a(1− e2)

1 + ecosθ

Observamos quer1 no tiene sentido, porque toma valores negativos (ya que en

una elipse la excentricidade es menor que1), entonces demostramos lo que

querı́amos. �

En el contexto del problema de los dos cuerpos, el movimientode un planeta

alrededor del sol es elı́ptico en un espacio inercial cerrado (no actúan fuerzas ex-

ternas). Este hecho es conocido como la primera Ley de Kepler.

La masam1 está en uno de los focos de la elipse, mientras que el otro foco

está vacı́o (observar figura siguiente).

Para calcular la longitud del segmento (paralelo al eje vertical), con extremos en

el foco y en el gráfico de la elipse (es decir, el semilactus rectus), tomemos la
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2.3 Posicíon Orbital y Velocidad 71

Figura 2.4:Elipse de semieje mayora, semieje menorb, excentricidade y longitud del

pericentroω̄

abscisa del foco que esx = ae y reemplacemoslá en la ecuación de la elipse para

obtener el valor dep correspondiente.

(ae)2

a2
+
y2

b2
= 1

e2 +
y2

b2
= 1

y2 = (1− e2) b2

y =
√
1− e2 b =

√
1− e2a

√
1− e2

y = a(1− e2) = p.

Ası́, hemos visto quep = a(1− e2) para el caso de la elipse.

Aunque la órbita de muchos cometas pueden tenere ≈ 1 (es decir, tienen órbitas

aproximadamente parabólicas), la mayorı́a de los miembros conocidos del siste-
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72 El Problema de los dos cuerpos

ma solar tienen excentricidad mucho menor que1. Hay notables excepciones de

tal cuestión, como el ex-planeta Plutón cone = 0,25, Mercurio cone = 0,21,

Nereida (luna de Neptuno) cone = 0,75, que es la excentricidad más grande co-

nocida de un satélite natural, el asteroide Dioresta cone = 0,9008 y el asteroide

2002 RN109 cone = 0,996.

En el caso de una elipse,p = a(1 − e2), las cantidades“a” y “e” están rela-

cionadas como ya dijimos de la siguiente manera:

b2 = a2(1− e2)

r =
a(1− e2)

1 + ecos(θ − ω̄)
.

(2.13)

En mecánica celeste es costumbre usar el término longitudcuando nos referimos

a un ángulo medido con respecto a la lı́nea fija del espacio inercial. El ánguloθ

es llamado “longitud verdadera”. Una simple inspección de(2.13) muestra que el

mı́nimo y el máximo del radio de la órbita sonrp = a(1− e) y ra = a(1 + e) que

ocurren cuandoθ = ω̄ y θ = ω̄ + π respectivamente. Estos puntos son llamados

pericentro y apocentro respectivamente, aunque otros nombres pueden ser usados

en sistemas particulares, como por ejemplo, perihelio (referido al Sol), o perijove

(referido a Júpiter). La distancia del centro de la elipse al foco esae.

El ánguloω̄ es llamado “longitud del pericentro”. Aunque es constante en el pro-

blema de los cuerpos, puede variar cuando se introducen pertubaciones adiciona-

les. Es conveniente referenciar la coordenada angular desde el radio del pericentro

a la lı́nea que contiene al radiovector. Introducimos el ángulo f = θ − ω̄, que es

llamado “anomalı́a verdadera”. Puesto queω̄ es constante, la curva es cerrada y la

posición angular está descrita porf o θ.
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2.3 Posicíon Orbital y Velocidad 73

Ası́ la ecuación (2.13) puede ser escrita como:

r =
a(1− e2)

1 + ecosf
. (2.14)

Luego si usamos coordenadas cartesianas centradas en la masam1 con el ejex

hacia el pericentro, las componentes del vector posición son:

x = rcosf e y = rsenf. (2.15)

En una órbita de perı́odoT , el área que barre el radiovector es simplemente el área

de la elipse que esA = πab. De la ecuación (2.10), observamos que esta área es

igual a
hT

2
y ası́, dado queh2 = µa(1− e2) (semilactus rectus), tenemos que:

πab

T
=

1

2
h =

1

2

√
pµ

T 2 =
4π2a2a2(1− e2)

pµ

=
4π2a4(1− e2)

a(1− e2)µ

=
4π2

µ
a3.

Entonces, podemos escribir:

T 2 =
4π2

µ
a3. (2.16)

Esto último corresponde a la tercer ley de Kepler del movimiento planetario. Ob-

servar que el perı́odo de una órbita elı́ptica es independiente de la excentricidade

y sólo es función de“a” y “µ”.

Consideremos el caso de dos objetos de masasm y m′, sin interacción, orbitando
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74 El Problema de los dos cuerpos

un objeto central de masamc. Seana y a′ los semiejes mayores de estos objetos y

sus perı́odos que seanT y T ′ respectivamente.

De la ecuación (2.16) obtenemos que:

T 2 =
4π2a3

µ
y T ′2 =

4π2a′3

µ′ ,

Ası́, resulta que:

(

T ′

T

)2

=

(

a′

a

)3
µ′

µ
=

(

a′

a

)3
G(mc +m)

G(mc +m′)
.

Es decir, tenemos la siguiente relación:

mc +m

mc +m′ =
( a

a′

)3
(

T ′

T

)2

.

En el caso que dos planetas de masam y m′ estén orbitando alrededor del sol (de

masamc), tenemos que

m,m′ 66 mc

(es decir, despreciamosm y m′), ocurre que:

( a

a′

)3

=

(

T

T ′

)2

.

Además, sia y T denotan los valores del semieje mayor y del perı́odo de la órbita

del planeta Tierra, la unidad de distancia usada es la UnidadAstronómicaUA y

la unidad de tiempo es un año (el perı́odo aproximado de la órbita de la Tierra),

ası́ obtenemos queT ′
≈ (a′)

3

2 .

Si algún objeto en el Sistema Solar (por ejemplo, asteroides o cometas) tiene un

pequeño satélite natuaral o artificial, entonces las observaciones de la distancia, el

perı́odo del satélite y la tercera ley de Kepler, pueden usarse para estimar la masa
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2.3 Posicíon Orbital y Velocidad 75

del objeto.

Consideremos la ecuación (2.16) aplicada al objeto-sol y objeto-satélite (aplicada

a ese sistema). Seanmc,m ym′ las masas del sol, objeto y satélite respectivamen-

te; y de igual manera definimos las distancias de los semiejesmayores y perı́odos.

Obtenemos lo siguiente:

m+m′

mc +m
≈

m

mc

=

(

a′

a

)3(
T

T ′

)2

, (2.17)

puesm′ 66 m y m 66 mc. Esto muestra que la masa del objeto puede ser

estimada desde las propiedades orbitales de su satélite (suponiendo conocidamc).

Ejemplo 2.6 Sistema Sol-Tierra.

El Sol es una estrella que se encuentra en el centro del Sistema Solar, consti-

tuyendo la mayor fuente de energı́a electromagnética de este sistema planetario.

La Tierra y otros cuerpos (incluyendo a otros planetas, asteroides, meteoroides,

cometas y polvo) orbitan alrededor del Sol. Por sı́ solo, representa alrededor del

98, 6% de la masa del Sistema Solar. La distancia media del Sol a la Tierra es de

aproximadamente149600000 de kilómetros, o92960000 millas, y su luz recorre

esta distancia en8 minutos y19 segundos. La energı́a del Sol, en forma de luz so-

lar, sustenta a casi todas las formas de vida en la Tierra a través de la fotosı́ntesis,

y determina el clima de la Tierra y la meteorologı́a.

La Tierra es el tercer planeta desde el Sol, el quinto más grande de todos los

planetas del Sistema Solar y el más denso de todos. Se desplaza en una trayectoria

apenas elı́ptica alrededor del Sol. El volumen de la Tierra es más de un millón de
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76 El Problema de los dos cuerpos

veces menor que el del Sol, mientras que la masa terrestre es81 veces mayor que

la de su satélite natural, la Luna.2

Seanm y mc las masas de la Tierra y del Sol respectivamente. De acuerdo con la

relación (2.17), tenemos que:

m

mc

=

(

384399

15 · 107
)3(

365

27

)2

= (3,4) · 10−6,

que es justamente la razón entre la masa de la Tierra y la masadel Sol (El lector

puede corroborarlo:m = (5, 9736) · 1024 y mc = (1, 9891) · 1030). Notemos que

384399 km corresponde al semieje mayor de la luna,15 · 107 km corresponde

al semieje mayor de la Tierra y las cantidades365 y 27 están medidas en dı́as y

corresponden al perı́odo orbital de la tierra y luna, respectivamente. Ası́, damos

por concluı́do el ejemplo.

Como el ánguloθ cubre2π radianes en una órbita periódica, podemos definir

la velocidad “media” angular, o “media” del movimiento (o movimiento medio),

“n” como:

n =
2π

T
(2.18)

y, usando además (2.16), podemos escribir:

µ = n2a3

h = (n2a3a(1− e2))
1

2 = na2
√
1− e2 =

√

µa(1− e2). (2.19)

Aunque el movimiento medion es constante en el problema de los dos cuerpos,

la velocidad angular instantáneaḟ es una función de la longitud (ángulo)f .

2Información extraı́da de Wikipedia. Wikipedia es un proyecto para escribir comunitariamente

una enciclopedia libre en todos los idiomas. Fue fundada porJimmy Wales y Larry Sanger.
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2.3 Posicíon Orbital y Velocidad 77

Podemos encontrar una constante de movimiento haciendo el producto escalar de

ṙ con la ecuación (2.6) y usar las expresiones der y ṙ de (2.8), para obtener la

siguiente ecuación escalar:

ṙ.r̈ + µ
ṙ

r2
= 0

que puede ser integrada fácilmente, y resulta:

ṙ.r̈ + µ
ṙ

r2
= 0

µ
ṙ

r2
= −ṙ.r̈

µ
1

r2
dr

dt
= −ṙ.r̈

µ
1

r2
dr = −ṙ.r̈dt

−µ
r
= − ṙ.ṙ

2
+ C

de lo que obtenemos la siguiente expresión:

1

2
v2 − µ

r
= C (2.20)

dondev2 = ṙ.ṙ es el cuadrado de la velocidad y“C” es una constante de movi-

miento.

La ecuación (2.20) muestra que la energı́a orbital por unidad de masa es conser-

vada, como ya hemos visto en (2.1.4).

Buscando otra expresión dev2, podemos arribar hacia otra expresión deC. Como

ω̄ es fijo, tenemos que:

θ̇ =
d(f + ω̄)

dt
= ḟ ,
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y usando la definición dėr de la ecuación (2.8) obtenemos que:

v2 = ṙ.ṙ = (ṙr̂ + rθ̇θ̂).(ṙr̂ + rθ̇θ̂)

= ṙ2r̂.r̂ + 2rṙθ̇r̂.θ̂ + r2θ̇2θ̂.θ̂

= ṙ2 + r2ḟ 2.

(2.21)

Diferenciando la fórmula (2.14) tenemos la siguiente relación:

ṙ =
a(1− e2)esenfḟ

(1 + ecosf)2
=

rḟesenf

1 + ecosf

Por otro lado, usando quer2ḟ = r2θ̇ = h = na2
√
1− e2, podemos escribir:

ṙ =
na2

√
1− e2(1 + ecosf)esenf

a(1− e2)(1 + ecosf)
=

na√
1− e2

esenf

rḟ =
na2

√
1− e2(1 + ecosf)

a(1− e2)
=

na√
1− e2

(1 + ecosf).

(2.22)

Entonces, la ecuación (2.21) puede reescribirse como:

v2 =
n2a2

1− e2
(1 + 2ecosf + e2)

=
n2a2

1− e2

(

2a(1− e2)

r
− (1− e2)

)

.

Ası́, podemos establecer que:

v2 = µ

(

2

r
− 1

a

)

. (2.23)

Ahora bien, si comparamos las expresiones de (2.23) y (2.20), resulta que:

C =
1

2
µ

(

2

r
− 1

a

)

− µ

r

=
µ

r
− µ

2a
− µ

r

= − µ

2a
.

(2.24)
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Esta es la energı́a total. La misma corresponde a la de una órbita elı́ptica y es

función del semieje mayor y es independiente de la excentricidad. Similarmente

podemos encontar la energı́a para órbitas parabólicas e hiperbólicas. Estan son

Cparb = 0 y Chiprb =
µ

2a
.

Por último, la velocidad del cuerpo en la órbita es un máximo en el pericentro

(f = 0) y un mı́nimo en el apocentro(f = π). Los respectivos valores son:

vp = na

√

1 + e

1− e
y va = na

√

1− e

1 + e
.

La primera expresión sale de reemplazar en la relación (2.23) el valor der por

a(1 − e), pues esa es la distancia al pericentro cuandof = 0. (Para demostrar la

segunda relación se debe reemplazarr pora(1 + e)).

Podemos encontar las componentesx e y del vector velocidad, derivando las ex-

presiones dex e y en la ecuación (2.15) y sustituyendo las expresiones deṙ y ḟ

por las de las relaciones en (2.22):

x = rcosf

ẋ = ṙcosf − rsenfḟ

=
na√
1− e2

esenfcosf − senf
na√
1− e2

(1 + ecosf)

=
na√
1− e2

senf(ecosf − 1− ecosf)

=
−na√
1− e2

senf.

De manera análoga, obtenemos que:

ẏ =
na√
1− e2

(e + cosf).
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Observemos de lo anterior, que conocidos los valores def , a y e de un cuerpo,

podemos calcular las expresiones deẋ e ẏ, es decir, su velocidad. Y de la ecua-

ción (2.14), se puede inferir el valor del radio orbitalr, del cuál, a partir de las

ecuaciones escritas en (2.15), podemos encontrar la posiciónx ey del cuerpo.

2.4. Anomaĺıas exćentrica y media

En la sección previa hemos visto que, dado el valor de la anomalı́a verda-

deraf , podı́amos calcular el radio orbital y velocidad de un cuerpo suponiendo

que conocı́amos su excentricidad y el semieje mayor de la órbita. Además, en

la práctica queremos conocer usualmente la posición de uncuerpo en un tiempo

dado, y nuestra solución al problema de los dos cuerpos, no contiene el tiempo

explı́citamente (remitirse a la ecuación (2.14)). Aunquef y r son funciones del

tiempot, no hemos visto tal dependencia, aunque es obvia sie = 0, ya que en este

caso tenemos una circuferencia yr y v son constantes.

Idealmente queremos usar un ángulo que no sólo sea2π-periódico, sino que sea

una función lineal del tiempo. Usando nuestra definición del movimiento medio

“n” en la ecuación (2.18), podemos definir la anomalı́a mediaM como:

M = n(t− τ), (2.25)

dondeτ es el tiempo del pasaje por el pericentro. AunqueM tiene dimensiones

de un ángulo, no es simple su interpretación geométrica.Además, desde nuestra

definición deM y la ecuación (2.14), es claro que cuandot = τ (pasaje por el pe-

ricentro),M = f = 0; y cuandot = τ+ T
2

(pasaje por el apocentro),M = f = π;

similares relaciones se darán para los múltiplos aditivos de la órbita de perı́odoT .
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AunqueM no tiene una interpretación simple, podemos relacionarlocon un ángu-

lo como el que sigue: consideremos una circunferencia de radio a circunscripta en

una elipse de semieje mayora y excentricidade y que además sea concéntrica

con ella. Una lı́nea perpendicular al semieje mayor de la elipse, es extendida de

manera que cruza a través del cuerpo sobre la elipse. DefinimosE, la “anomalı́a

excéntrica”, como el ángulo entre el semieje mayor de la elipse y el radio desde

el centro al punto de intersección con la circunferencia. Ası́,E = 0 corresponde

af = 0 y E = π corresponde af = π. Veamos esto en un gráfico.

Figura 2.5:Relación entre la anomaĺıa verdaderaf y la anomaĺıa excéntricaE

La ecuación de una elipse centrada en el origen, con semiejemayora y semieje

menorb, en coordenadas rectangulares es la siguiente:
( x̄

a

)2

+
( ȳ

b

)2

= 1.

De la figura anterior se deduce quex̄ = acosE y ası́ resulta quēy2 = b2sen2E,

que sale de reemplazar la expresión dex̄ en la ecuación de la elipse, y desde la
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ecuación (2.13) tenemos queȳ = a
√
1− e2senE.

Comox̄ = acosE y x̄ = ae + x, entonces

ae + x = acosE

x = acosE − ae

= a(cosE − e).

Por otro lado, tenemos que

y = ȳ

= a
√
1− e2senE.

Por lo tanto, las proyecciones der en la dirección horizontal y vertical son:

x = a(cosE − e)

y = a
√
1− e2senE.

(2.26)

De la ecuación (2.14), y reemplazandocosf =
x

r
(mirar 2.15), obtenemos que:

r =
a(1− e2)

1 +
ex

r

.

Y usando quex = a(cosE − e), tenemos:

r + ex = a− ae2

r = a− ae2 − ex

= a− ae2 − ea(cosE − e)

= a(1− ecosE)

(2.27)

y también se deduce que:

cosf =
cosE − e

1− ecosE
. (2.28)
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Podemos ahora encontrar una relación entreE y f :

1− cosf = 1− cosE − e

1− ecosE
=

(1 + e)(1− cosE)

1− ecosE

1 + cosf = 1 +
cosE − e

1− ecosE
=

(1− e)(1 + cosE)

1− ecosE
.

(2.29)

Usando las expresiones dadas en (2.29) y la fórmula de ángulo doble para el co-

seno, es decir

cos(2f) = cos2f − sen2f,

podemos escribir que:

2sen2

(

f

2

)

=
1 + e

1− ecosE
2sen2

(

E

2

)

2cos2
(

f

2

)

=
1− e

1− ecosE
2cos2

(

E

2

)

y ası́ resulta la siguiente relación:

tan

(

f

2

)

=

√

1 + e

1− e
tan

(

E

2

)

. (2.30)

De este modo, conociendoE, podemos determinarf y r de manera única de las

ecuaciones (2.27) y (2.30), ya queE y f siempre están en el mismo semiespacio

de la elipse. Sin embargo, para localizar un cuerpo en la órbita en un tiempot,

necesitamos encontrar una relación entreM y E.

Usando quev2 = ṙ2 + (rḟ)2 y las ecuaciones (2.22) y (2.23), se deduce que:

ṙ2 = n2a3
(

2

r
− 1

a

)

− n2a4(1− e2)

r2
. (2.31)

Ası́, sacando denominador común de la expresión (2.31) y completando cuadra-

dos, llegamos a la siguiente relación:

dr

dt
=
na

r

√

a2e2 − (r − a)2 (2.32)
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La ecuación diferencial (2.32) puede ser integrada haciendo la sustitución

r − a = −aecosE,

que se deduce de la ecuación (2.27).

Como
dr

dt
=
na

r

√

a2e2 − (r − a)2, y además,
dr

dt
= (−ae)

(

−senE dE

dt

)

, (esta

expresión sale de derivarr en (2.27)) resulta:

aesenE
dE

dt
=
na

r

√
a2e2 − a2e2cos2E

=
na

a− aecosE
aesenE

dE

dt
=

n

1− ecosE
.

Ası́, hemos probado que la ecuación (2.32) puede escribirse como:

dE

dt
=

n

1− ecosE
.

La ecuación anterior es fácilmente integrada (es a variables separables), de lo que

resulta que:

n(t− τ) = E − esenE (2.33)

dondeτ es la constante de integración y usada en la condición de fronteraE = 0

cuandot = τ . Ası́ tenemos de (2.25) que:

M = E − esenE. (2.34)

Esta es la ecuación de Kepler y su solución es fundamental para encontrar la po-

sición orbital de un cuerpo en un tiempo dado.
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Para un valor de tiempot, podemos hacer:

i) EncontrarM de la ecuación (2.25).

ii) Resolver la ecuación (2.34) paraE.

iii) Usar las ecuaciones (2.26) o las ecuaciones (2.28) y (2.14) para encontrar

r y f .

Hasta el momento hemos definido la longitud verdadera (θ), la anomalı́a verdadera

(f ), la anomalı́a media (M), la anomalı́a excéntrica (E) y la longitud del pericen-

tro (ω̄). Para completar con estas definiciones, culminaremos con la de longitud

media (λ) dada por:

λ =M + ω̄.

De allı́,λ es una función lineal del tiempo y no tiene interpretacióngeométrica,

excepto en el caso particular de una órbita circular. Es importante notar que todas

las longitudes (θ,ω̄,λ) están definidas respecto de un sistema común.

La ecuación de Kepler no es fácil de resolver y se debe encarar con métodos

numéricos. Podemos considerar dos técnicas de iteración: una produciendo solu-

ciones en serie y la otra soluciones numéricas.

Algunos valores deE, para valores fijos de la excentricidade y anomalı́a media

M , se muestran en la siguiente tabla. Dichos valores son calculados con métodos

iterativos y en donde la primera aproximación o valor inicial esE0 =M .
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86 El Problema de los dos cuerpos

e M E

0.1 5◦ 5.554589◦

0.2 5◦ 6.246908◦

0.3 5◦ 7.134960◦

0.4 5◦ 8.313903◦

0.5 5◦ 9.950063◦

0.6 5◦ 12.356653◦

0.7 5◦ 16.167990◦

0.8 5◦ 22.656579◦

0.9 5◦ 33.344447◦

0.99 5◦ 45.361023◦

2.5. La órbita en el espacio

En la sección (2.2) hemos encontrado los vectores posición y velocidad de la

masam2 con respecto a la masam1, siempre viviendo en el plano perpendicu-

lar al vector “momento angular”h. Los valores der = (x, y) y ṙ = (ẋ, ẏ) (o

alternativamenter, θ, ṙ y θ̇) de la masam2 respecto a la masam1 en un tiempo

dado, definen una única órbita y definen una posición en esaórbita por medio de

tres constantesa, e y ω̄ y por medio de la variablef . Nuestro análisis siguiente se

concentró en el movimiento en el plano orbital. Sin embargo, en el movimiento

del Sistema Solar, debemos considerar las representaciones en tres dimensiones

de una órbita en el espacio (ver figura posterior).

Aunque hemos mostrado que el movimiento de los cuerpos estásobre un plano
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Figura 2.6:Movimiento orbital con respecto al plano de referencia en elespacio tridi-

mensional

orbital fijo, consideraremos un Sistema de Coordenadas Cartesianas en tres di-

mensiones con respecto a un punto arbitrario que tiene un vector posición dado

porr = (x, y, z) = xx̂+yŷ+zẑ. El ejex es tomado a lo largo del semieje mayor

de la elipse en dirección al pericentro; el ejey es perpendicular al ejex y vive en

el plano orbital; mientras que el ejez es mutuamente perpendicular al ejex e y,

orientado por la regla de la mano derecha.

Deseamos ahora referir el plano orbital a un plano estándarde referencia. La

dirección de la lı́nea de referencia en el plano de referencia forma el ejeX de

nuestro Sistema estándar de coordenadas. El ejeY está en el plano de referencia

en ángulo recto del ejeX, mientras que el ejeZ es perpenicular a ambos ejes,

direccionado por la regla de la mano derecha. Por ejemplo, cuando consideramos

el movimiento de los planetas alrededor del sol, es costumbre usar el Sol como

centro o un sistema de coordenadas heliocéntricas, donde el plano de referencia
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88 El Problema de los dos cuerpos

es el plano de la órbita de la Tierra (la eclı́ptica) y la lı́nea de referencia está en

la dirección del equinoccio de primavera boreal (primavera en el polo norte), a lo

largo de la lı́nea de intersección del plano del ecuador de la Tierra y la eclı́ptica.

En general, el plano de la órbita está inclinado con respecto al plano de refe-

rencia en un ánguloI, llamado la inclinación de la órbita. La lı́nea de intersección

entre el plano orbital y el plano estándar de referencia es llamada lı́nea de nodos.

El punto donde la órbita cruza al plano de referencia de abajo hacia arriba es lla-

mado nodo ascendente, mientras que el ángulo entre la lı́nea de referencia y el

radio vector hacia el nodo ascendente, es llamado la longitud del nodo ascendente

Ω. El ángulo entre este mismo radio vector y el pericentro de la órbita es llamado

el argumento del pericentroω.

La inclinación siempre está entre0 y 180◦. Si I < 90◦, el movimiento se dice

progrado, mientras que siI > 90◦, el movimiento es retrógrado. En el lı́mite

cuandoI tiende a cero, el plano de la órbita coincide con el plano de referencia y

tenemos que

ω̄ = Ω + ω (2.35)

dondeω̄ es la longitud del pericentro, que fue introducido en la sección (2.3).

Sin embargo, la definición dēω en (2.35) es usada en el caso inclinado, en donde

Ω y ω viven en planos diferentes. En generalω̄ es un ángulo “doblado”, es decir,

vive el planos diferentes.

La figura siguiente muestra las relaciones entre el sistema de coordenadas del

plano de la órbita y el sistema del plano de referencia. Es claro que el sistema de
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2.5 La órbita en el espacio 89

coordenadas en un sistema puede ser expresado en términos del otro, mediante

una serie de tres rotaciones sobre los ejes.

Ena), la tranformación puede ser realizada a través de una serie de tres rotacio-

nes aplicadas originalmente a ejes coindentes. Enb), la primera rotación se hace

en un ángulo positivoω a través del ejêZ. En c), la segunda rotación se hace a

través de un ángulo positivoI sobre el ejeX̂. End), la rotación final se hace a

través del ánguloΩ sobre el ejêZ.

Figura 2.7:Relaciones entre los vectoresx̂, ŷ, ẑ, X̂, Ŷ , Ẑ y los ángulosω, I y Ω

Podemos representar estas transformaciones por matrices de rotación de3 × 3,

denotadas porP1, P2 y P3 respectivamente:

P1 =











cosω −senω 0

senω cosω 0

0 0 1










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P2 =











1 0 0

0 cosI −senI
0 senI cosI











P3 =











cosΩ −senΩ 0

senΩ cosΩ 0

0 0 1











(2.36)

Consecuentemente tenemos las siguientes dos relaciones:

(X Y Z)T = P3P2P1(x y z)T

(x y z)T = P−1
1 P−1

2 P−1
3 (X Y Z)T

dondeP−1
j es la inversa dePj. Como todas las matrices de rotación son ortogo-

nales, entoncesP−1
j son las transpuestas dePj .

Si consideramos que estamos en el plano de la órbita, tenemos que:










X

Y

Z











= P3P2P1











rcosf

rsenf

0











= r











cosΩcos(ω + f)− senΩsen(ω + f)cosI

senΩcos(ω + f) + cosΩsen(ω + f)cosI

sen(ω + f)senI











(2.37)

Observacíon 2.7 Notar que los valores dea y e no se han modificado al conside-

rar la elipse en este nuevo Sistema de coordenadas, ya que lastransformaciones

rotacionales preservan ángulos.

Ejemplo 2.8 Posición del planeta Júpiter.

Júpiter es el quinto planeta del Sistema Solar. Forma partede los denominados

planetas exteriores o gaseosos. Recibe su nombre del dios romano Júpiter (Zeus
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en la mitologı́a griega). Se trata del planeta que ofrece un mayor brillo a lo largo

del año dependiendo de su fase. Es, además, después del Sol, el mayor cuerpo

celeste del Sistema Solar, con una masa casi dos veces y mediala de los demás

planetas juntos (con una masa318 veces mayor que la de la Tierra y3 veces ma-

yor que la de Saturno).

Júpiter es un cuerpo masivo gaseoso, formado principalmente por hidrógeno y he-

lio, carente de una superficie interior definida. Entre los detalles atmosféricos se

destacan la gran mancha roja, un enorme anticiclón situadoen las latitudes tro-

picales del hemisferio sur, la estructura de nubes en bandasy zonas, y la fuerte

dinámica de vientos zonales con velocidades de hasta140 m/s (504 km/h). Se

piensa que puede ser una “Estrella fallida” debido a sus grandes cantidades de

hidrógeno y helio.3

Los elementos orbitales en un tiempo dado, son:aj = 5,20332 UA, ej = 0,0484007,

Ij = 1,30537◦,Ωj = 100,535◦, ω̄j = 14,7392◦ y λj = 204,234◦, donde el subı́ndi-

cej hace referencia a los valores de Júpiter. Ası́,Mj = λj − ω̄j = 189,495◦.

La solución numérica de la ecuación de Kepler (2.33) arroja un valor de anomalı́a

excéntrica deEj = 189,059◦, y de esta manera, desde las ecuaciones (2.26), ob-

tenemos que:

xj = −5,39027 UA yj = −0,818277 UA.

Sustituyendo los valores deIj, Ωj y ω̄j en las expresiones deP1, P2 y P3, obtene-

3Información sustraı́da de Wikipedia.
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mos:

Pj = P3P2P1 =











0,966839 −0,254401 0,0223971

0,254373 0,967097 0,00416519

−0,0227198 0,00167014 0,99974











,

y de este modo las coordenadas de Júpiter son:

Xj = −5,00336 Yj = −2,16249 Zj = 0,121099.

Este procedimiento puede ser aplicado para encontrar las posiciones de otros pla-

netas, tal como se hizo en este ejemplo con Júpiter.

Observacíon 2.9 Las posiciones encontradas en el ejemplo anterior, están expre-

sadas en el Sistema de ReferenciaJ2000. Este corresponde al1◦ de enero de2000,

12 : 00 del Tiempo terrestre y en dondeJ significa dı́as julianos. El calendario

juliano es un método para identificar el dı́a actual a través de la cuenta del número

de dı́as que han pasado desde una fecha pasada y arbitraria. El número de dı́as se

llama dı́a juliano, abreviado comoDJ . El origen,DJ = 0, es el1◦ de enero de

4713 A.C. (o1◦ de enero de−4712, ya que no hubo año0). Los dı́as julianos son

muy útiles porque hacen que sea muy sencillo determinar el número de dı́as entre

dos eventos, sólo con restar los números de sus dı́as julianos. Hacer ese cálculo

con el calendario normal (gregoriano) es muy difı́cil, ya que los dı́as se agrupan

en meses, que contienen un número variable de dı́as, complicado además por la

presencia de los años bisiestos.

Ahora bien, podemos encontrar un algoritmo que me permita conocer los seis

elementos orbitalesa, e, I, Ω, ω, y f , y el tiempo del pasaje por el pericentroτ ,

en función de los vectores posición(X, Y, Z) y velocidad(Ẋ, Ẏ , Ż) de un objeto
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en una órbita elı́ptica en un tiempot dado. Dicho objeto viviendo en el plano de

referencia estándar. Asumiremos que las masas de los objetos (central y orbital)

sonm1 y m2 respectivamente. Tenemos las siguientes relaciones:

R2 = X2 + Y 2 + Z2

V 2 = Ẋ2 + Ẏ 2 + Ż2

R.Ṙ = XẊ + Y Ẏ + ZŻ

R× Ṙ = h = (Y Ż − ZẎ , ZẊ −XŻ,XẎ − Y Ẋ)

dondeR = r denota el radiovector yR = r denota la longitud del radio vector.

Además, vamos a demostrar la siguiente relación:

Ṙ = ±
√

V 2 − h2

R2
, (2.38)

en dondeṘ es la rapidez de cambio yh = |h|. El signo deṘ es tomado del signo

deR.Ṙ, ya queR siempre es positivo.

Por un lado, ocurre que:

Ṙ =
dR

dt
=

2(XẊ + Y Ẏ + ZŻ)

2R
=
XẊ + Y Ẏ + ZŻ

R
.

Y por otro lado, si desarrollamos el término derecho de la igualdad (2.38):

±
√

V 2 − h2

R2
= ±

√

R2V 2 − h2

R2
=

= ±

√

X2Ẋ2 + Y 2Ẏ 2 + Z2Ż2 + 2XZẊŻ + 2XY ẊẎ + 2Y ZẎ Ż

R2

= ±

√

(XẊ + Y Ẏ + ZŻ)2

R2
=
XẊ + Y Ẏ + ZŻ

R

con lo que probamos la igualdad planteada.
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Proyectandoh = (hx, hy, hz) en los tres planos, obtenemos:

hcosI = hz (2.39)

Además, tenemos que:

hsenIsenΩ = ±hx

hsenIcosΩ = ∓hy
(2.40)

y dondehz tiene el mismo signo que la inclinación.

Entonces tenemos que

tg Ω = −hx
hy

y para poder calcularΩ debemos saber exactamente en qué cuadrante cae. El signo

superior en ambas ecuaciones de (2.40) es tomado sihz > 0 y el signo inferior si

hz < 0. Notemos quesenI es no nulo, debido a queI no es0 ni 180 grados, en

tal caso el vectorh = (0, 0, hz).

Estamos ya en condiciones de desarrollar el procedimiento para calcular los ele-

mentos orbitales en función de la posición y velocidad de un cuerpo u objeto:

1) Calculara de la ecuación (2.20):

− µ

2a
=

1

2
v2 − µ

r

a = − 1
2

µ







1
1

2
v2 − µ

r






=

1

2

r
− v2

µ

=

(

2

R
− v2

G(m1 +m2)

)−1

.
(2.41)
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2) Calculare usando las ecuaciones (2.19) y (2.41):

h =
√

µa(1− e2)

h2

µa
= 1− e2

e =

√

1− h2

µa
=

√

1− h2

G(m1 +m2)a
.

(2.42)

3) CalcularI usando la ecuación (2.39):

I = arccos

(

hz
h

)

.

4) CalcularΩ usando la expresión delsenΩ y cosΩ dadas en las ecuaciones

(2.40):

tgΩ = −hx
hy

y además encontrar el cuadrante en el que se encuentraΩ. La elección del

signo es determinada por el sigo dehz.

5) Calcularω + f desde las expresiones
Z

R
y
X

R
en la ecuación (2.37), recal-

cando quer = R.

Como ocurre que:

X = R(cosΩcos(ω + f)− senΩsen(ω + f)cosI)

Z = Rsen(ω + f)senI

entonces de allı́ despejamos la expresión paracos(ω + f) y sen(ω + f)

respectivamente.

sen(ω + f) =
Z

RsenI

cos(ω + f) = sec Ω

(

X

R
+ senΩsen(ω + f)cosI

)

.
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6) Calcularf desde las expresiones desenf y cosf derivadas de las ecuaciones

(2.14) y (2.22), recalcando queṙ = Ṙ:

r =
a(1− e2)

1 + ecosf

cosf =
a(1− e2)

eR
− 1

e
=

1

e

(

a(1− e2)

R
− 1

)

Por otro lado

ṙ =
na√
1− e2

esenf,

entonces

senf =
Ṙ
√
1− e2

nae
=

Ṙa(1− e2)

nea2
√
1− e2

=
Ṙa(1− e2)

he

En la última igualdad usamos la expresión deh dada por (2.19).

Una vez calculadof de este procedimiento, calculamosω del punto5.

7) Calcularτ , pero primero calcularE desde la ecuación (2.27) y usar las

ecuaciones (2.19) y (2.33).

nτ = nt− (E − esenE),

τ = t− E − esenE
√

G(m1 +m2)a−3
.

De la ecuación (2.27) calculo el valor decosE. Luego determino el signo

del ánguloE, a partir del valor dey.

Observando la figura posterior, vemos que si

y < 0 entonces E > 180◦

y > 0 entonces E < 180◦.

Recordemos que el valor dey se puede obtener a partir del deY (este es el

dato que conocemos).
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2.6Órbitas perturbadas 97

Figura 2.8:Relación entreE ey

2.6. Órbitas perturbadas

Hemos visto en la sección (2.5) que en el problema de los dos cuerpos los ele-

mentos orbitalesa, e, I, ω,Ω y τ son constantes y que además están unı́vocamente

determinadas por los vectores posición y velocidad de los cuerpos orbitantes. Sin

embargo, cuando una órbita está sujeta a perturbaciones significativas, sus ele-

mentos orbitales están dados para un tiempo determinado, es decir, varı́an con el

tiempo. A estos elementos se los conoce como osculadores.

La manera en que los elementos osculadores cambian con el tiempo es una mane-

ra útil de demostrar los efectos de las perturbaciones sobre la órbita de un cuerpo.

Burns (1976) mostró que las ecuaciones de las derivadas con respecto altiempo

dea, e, I, ω, Ω y τ pueden ser encontradas de manera directa usando dinámica

elemental.

Siguiendo con lo anterior, consideremos una pequeña fuerza perturbadora:

dF = R̄r̂ + T̄ θ̂ + N̄ ẑ
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98 El Problema de los dos cuerpos

dondeR̄, T̄ y N̄ son las magnitudes radial, tangencial y normal de la fuerza res-

pectivamente ŷr, θ̂ y ẑ son los vectores unitarios estándares introducidos en la

sección (2.2). En el resto de la sección encontraremos expresiones parȧa, ė, İ,

ω̇, Ω̇ y τ̇ como función de esas componentes (R̄, T̄ , N̄) y mostraremos como la

fuerza (dF ) da lugar a cambios en elementos orbitales en particular.

Podemos derivar con respecto al tiempo la constante de energı́aC = − µ

2a
, como

el trabajo hecho por el cuerpo que orbita, por unidad de masa ypor unidad de

tiempo. Ası́, como sabemos queṙ = ṙr̂ + rθ̇θ̂ y

Trabajo = Cambio energia = Desplazamiento.Fuerza

concluı́mos que:

Ċ = ṙ.dF = ṙR̄ + rθ̇T̄ .

Por otro lado, arribamos a la siguiente expresión:

Ċ =
µ

2a2
ȧ (2.43)

De las expresiones dėr y rθ̇ (= rḟ ) en las ecuaciones dadas en (2.22) y sabiendo

queµ = n2a3, obtenemos que:

ȧ = 2
a

3

2

√

µ(1− e2)
[R̄esenf + T̄ (1 + ecosf)]. (2.44)

Esto implica que sólo la fuerza en el plano de la órbita puede cambiar al semieje

mayor. (SidF = N̄ ẑ ⇒ ȧ = 0 ⇒ a = cte).

Usando las ecuaciones (2.42) y (2.24), tenemos que:

e =

√

1 +
2h2C

µ2
(2.45)
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2.6Órbitas perturbadas 99

y de esta manera obtenemos que:

ė =
e2 − 1

2e

(

2
ḣ

h
+
Ċ

C

)

.

Por otro lado, comor = r.r̂ = (r, 0, 0), tenemos que:

dh

dt
= ṙ × ṙ + r × r̈ = r × dF =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

r̂ θ̂ ẑ

r 0 0

R̄ T̄ N̄

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= rT̄ ẑ − rN̄ θ̂

A continuación, derivemos el módulo deh, es decirh =
√

h2x + h2y + h2z:

dh

dt
=

h.ḣ

h
=

h.(rT̄ ẑ − rN̄ θ̂)

h
.

Pero, si recordamos que:

h = r × ṙ = r × (ṙr̂ + rθ̇θ̂) = r2θ̇ẑ,

entonces obtenemos:

dh

dt
=
r2θ̇ẑ.(rT̄ ẑ − rN̄ θ̂)

h
=
r3θ̇T̄ |ẑ|

h
= rT̄ .

Ası́, hemos demostrado que:
dh

dt
= rT̄ (2.46)

Por lo tanto, la componente−rN̄ θ̂ cambia la dirección deh, pero no afecta su

magnitud. Desde la ecuación (2.27) y las fórmulas paraC, h, Ċ, ȧ y ḣ en las

ecuaciones (2.24), (2.19), (2.43), (2.44) y (2.46) tenemosque:

ė =

√

a(1− e2)

µ
[R̄senf + T̄ (cosf + cosE)].
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100 El Problema de los dos cuerpos

Esto implica que la excentricidad sólo puede cambiar por laaplicación de fuerzas

en el plano orbital.

Diferenciando la ecuación (2.39), llegamos a la siguienteexpresión:

İ =

ḣ

h
− ḣz
hz

(

(

h

hz

)2

− 1

)
1

2

(2.47)

Ahora bien, podemos expresar las componentesX, Y y Z deḣ usando lo siguien-

te:










ḣx

ḣy

ḣz











= P3P2











cos(ω + f) −sen(ω + f) 0

sen(ω + f) cos(ω + f) 0

0 0 1





















0

−rN̄
rT̄











donde las matricesP3 y P2 están dadas en las expresiones de (2.36).

Esto nos da lugar a las siguientes relaciones:

ḣx = r(T̄ senIsenΩ + N̄sen(ω + f)cosΩ+ N̄cos(ω + f)cosIsenΩ) (2.48)

ḣy = r(−T̄ senIcosΩ + N̄sen(ω + f)senΩ− N̄cos(ω + f)cosIcosΩ) (2.49)

ḣz = r(T̄ cosI − N̄cos(ω + f)senΩ) (2.50)

Sustituyendo las ecuaciones (2.19), (2.39), (2.46) y (2.50) en (2.47), obtenemos:

İ =

√

aµ(1− e2)N̄cos(ω + f)

1 + ecosf

que puede ser escrita como:

İ =
rN̄cos(ω + f)

h
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2.6Órbitas perturbadas 101

Comoİ sólo depende dēN , sólo la fuerza normal del plano orbital, puede cam-

biar la inclinación.

Dividiendo la primer ecuación por la segunda de (2.40), llegamos a:

tanΩ = −hx
hy

que puede ser diferenciada con respecto al tiempo:

Ω̇ =
hxḣy − hyḣx
h2 − h2z

o equivalentemente

Ω̇ =
senΩḣy + cosΩḣx

hsenI
(2.51)

Ahora bien, sustituyendo las ecuaciones (2.19), (2.14), (2.48) y (2.49) en la ecua-

ción (2.51), arribamos a la siguiente expresión:

Ω̇ =

√

a

µ
(1− e2)

N̄sen(ω + f)

senI(1 + ecosf)

=
rN̄sen(ω + f)

hsenI

En esta ecuación,rN̄sen(ω + f) es el momento actuando en el plano de la órbita

y hsenI es la componente del vector del momento angular que une la normal con

la lı́nea de los nodos en el planoXY .

ComoΩ̇ sólo depende dēN , sólo la fuerza normal del plano orbital puede cam-

biar la longitud del nodo ascendente.

Para encontrar una expresión paraω̇, debemos retornar a la ecuación de la elip-

se (2.14) y luego usar las expresiones dee y h dadas en las ecuaciones (2.45) y
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102 El Problema de los dos cuerpos

(2.19). Ası́ obtenemos:

h2 = µr



1 +

√

1 +
2Ch2

µ2
cos(θ − ω)



 (2.52)

dondeθ = ω + f y elegimosθ desde la posición del ángulo medido a la lı́nea de

los nodos. Si estamos interesados en el cambio de los elementos orbitales debido

a aplicaciones instantáneas de una fuerza perturbadoradF , entoncesC, h y ω

cambian, peror estarı́a fijo.

Diferenciando la ecuación (2.52) obtenemos:

ω̇ = 2hḣ
r−1 + C(eµ)−1cos(θ − ω)

eµsen(θ − ω)
+ θ̇ − h2Ċ

e2µ2
cot(θ − ω) (2.53)

Sustituyendo las ecuaciones (2.43) y (2.46) en (2.53), llegamos a la siguiente ex-

presión:

ω̇ =
1

e

√

a

µ
(1− e2)

[

−R̄cosf + T̄ senf
2 + ecosf

1 + ecosf

]

− Ω̇cosI

El último término de la ecuación anterior surge del término de θ̇ en la ecuación

(2.53), usando el echo de que el cambio instantáneo enθ es debido al cambio en la

longitud del nodo ascendente, ası́θ está referido a la posición nodal (Burns1976).

Sólo la fuerza en el plano orbital, y no la normal, puede cambiar la longitud del

pericentro.

La ecuación parȧτ es encontrada desde la derivación de la ecuación de Kepler

(2.33). Haciendoχ = nτ , tenemos:

χ̇ =
Ċ

C

(

−3

2
nt+

(1− e2)
3

2 (2e− cosf − ecos2f)

2e2senf(1 + ecosf)

)

− ḣ

h

(1− e2)
3

2

e2
cotf.
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2.7 Formulación Hamiltoniana 103

Escribiendoχ̇ = −nτ̇ − ṅτ , tenemos:

χ̇ =

[

3(τ − t)
a

1

2

(µ(1− e2))
1

2

esenf + a2µ−1(1− e2)

(

−cosf
e

+
2

1 + ecosf

)]

R̄

+

[

3(τ − t)
a

1

2

(µ(1− e2))
1

2

(1 + ecosf) + a2µ−1(1− e2)

(

senf(2 + ecosf)

e(1 + ecosf)

)]

T̄ .

Nuevamente, sólo la fuerza en el plano orbital, y no la normal, puede cambiar el

tiempo del pasaje por el pericentro.

2.7. Formulación Hamiltoniana

Para la mayorı́a de las aplicaciones, la aproximación newtoniana es la adecua-

da, pero hay algunos tópicos en donde se requiere una aproximación diferente,

tal como se comentó en el capı́tulo1. Esto explica el porqué demostraremos la

formulación Hamiltoniana para el problema de los cuerpos,en particular para dos

cuerpos.

En la sección (2.2) hemos formulado las ecuaciones de movimiento del proble-

ma de los dos cuerpos (dos objetos de masam1 y m2 moviendose bajo la fuerza

de atracción gravitacional) en términos de la posición cartesiana(x, y) y la velo-

cidad (ẋ, ẏ) dem2 con respecto am1, y hemos llegado a la siguiente ecuación

diferencial:
d2r

dt2
+ µ

r

r3
= 0

cuya solución es una cónica.

Antes, en nuestro análisis, habı́amos tomado el plano de referencia como el plano

103



104 El Problema de los dos cuerpos

orbital. No obstante, esta ecuación vectorial es igualmente aplicable al movimien-

to en tres dimensiones, conr = (x, y, z) y ṙ = (ẋ, ẏ, ż). En lo que sigue introdu-

ciremos las variablesr y p donde, usando ligeramente una notación diferente,

r = rxi+ ryj + rzk

p = pxi+ pyj + pzk.

Aquı́,r es el vector posición relativo, y

p =
m1m2

m1 +m2
v

es el momento lineal del sistema y, como es usual,v = ṙ es la velocidad.

Ahora podemos escribir las ecuaciones vectoriales de movimiento en la forma:

ṙ = +∇pHKepler

ṗ = −∇rHKepler

donde∇p y ∇r son los vectores operadores diferenciales dados por:

∇p = i
∂

∂px
+ j

∂

∂py
+ k

∂

∂pz

∇r = i
∂

∂rx
+ j

∂

∂ry
+ k

∂

∂rz

y

HKepler =
p2

2µ∗ − µµ∗

r
, (2.54)

que ya fue calculado en el ejemplo (1.34) del capı́tulo1.

Aquı́, como ya se ha establecido,µ = G(m1 +m2). Además,p = |p| y r = |r|.
La nueva cantidad

µ∗ =
m1m2

m1 +m2
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2.7 Formulación Hamiltoniana 105

es llamada la masa reducida del sistema. La cantidadHKepler se refiere al Hamil-

toniano del problema de Kepler (es decir, dos cuerpos).

Tenemos ahora reemplazadas tres ecuaciones diferencialesde segundo orden aco-

pladas, por un sistema análogo de seis ecuaciones diferenciales de primer orden

acopladas, dadas por:

∇pH =
2p

2µ∗
p

p
=

p

µ∗ = ṙ

∇rH =
µµ∗

r2
r

r
= µµ∗ r

r3
= −ṗ.

Es decir, tenemos las siguientes ecuaciones:

ṙ =
p

µ∗

ṗ =
−µµ∗

r3
r.

Si comparamos las ecuaciones (2.54) y (2.20), llegamos a la siguiente conclusión:

HKepler = µ∗
(

p2

2(µ∗)2
− µ

r

)

= µ∗
(

p2

2(µ∗)2
+ C − 1

2
v2
)

= µ∗C.

Es decir obtenemos queHKepler = µ∗C.

En nuestra nueva formulación,HKepler es la suma de la energı́a cinética y energı́a

potencial del sistema y es igual a la energı́a total, una constante del sistema, tal

como ya lo establecimos anteriormente.

Lo desarrollado anteriormente, son muestra de que las ecuaciones de Hamilton

son de primer orden en sus incógnitas, es decir, se necesitaconocer un dato por
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106 El Problema de los dos cuerpos

incógnita para fijar las constantes arbitrarias de integración. Además, son mues-

tra de que la formulación hamiltoniana se emplea con preferencia cuando se trata

de resolver cuestiones sobre la existencia de valores constantes de un sistema (es

decir, integrales primeras), periodicidad de trayectorias, comportamientos esta-

bles, etc. En el ejemplo del problema de los dos cuerpos materiales, una integral

primera es la energı́a total del sistema.
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Caṕıtulo 3

El problema de los tres cuerpos

Introducci ón

En el capı́tulo anterior hemos mostrado que el problema del movimiento de

dos masas moviéndose bajo la atracción gravitacional mutua, puede ser resuelto

analı́ticamente y la solución es siempre una cónica en el espacio inercial. Exten-

deremos este análisis a la interacción de tres cuerpos, prestando una particular

atención al problema en el que el tercer cuerpo es despreciable con respecto a

los otros dos. El problema de los tres cuerpos, ha atraı́do laatención de grandes

matemáticos, entre los que destacamos a Euler, Lagrange, Laplace, Jacobi, Le Ve-

rrier, Hamilton, Poincaré y Birkhoff.

Si dos de los cuerpos en el problema se mueven en órbitas circulares y coplanares

sobre su centro de masas común y la masa del tercer cuerpo no afecta las masas de

los otros dos cuerpos, el problema del movimiento de los trescuerpos es llamado

“movimiento restringido circular”.
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108 El problema de los tres cuerpos

En este capı́tulo describiremos las ecuaciones de movimiento del problema de

los tres cuerpos y discutiremos la posición de los puntos deequilibrio con refe-

rencia a una constante particular del movimiento, la integral de Jacobi, en el caso

del movimiento restringido al que hacı́amos referencia anteriormente. Además,

demostraremos las relaciones entre las curvas definidas porla integral de Jacobi y

la curva orbital de la partı́cula.

3.1. Ecuaciones de Movimiento

Consideremos el movimiento de una pequeña partı́cula de masa despreciable,

moviéndose bajo la influencia gravitacional de dos masasm1 y m2. Asumiremos

que estas dos masas tienen órbitas circulares sobre su centro de masas común y

que la fuerza externa del tercero no afecta la de estos dos.

Consideremos también, un conjunto de ejesξ, η, ζ en un espacio inercial (el de

los tres cuerpos) referido al centro de masas del sistema (ver figura 3 · 1). Con-

sideramos el ejeξ a lo largo de la lı́nea desdem1 am2 en el tiempot = 0, el

eje η perpendicular a él y al plano orbital de las dos masas y el ejeζ perpendi-

cular al planoξη, a lo largo del vector momento angular. Las coordenadas de las

dos masas en este sistema de referencia (no rotado) son las siguientes:(ξ1, η1, ζ1)

y (ξ2, η2, ζ2). Las dos masas tienen una separación constante y además tienen la

misma velocidad angular sobre su centro de masas común.

Elegimos la unidad de masa de tal manera queµ = G(m1 + m2) = 1. Si asu-
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3.1 Ecuaciones de Movimiento 109

mimos quem1 > m2 y definimos

µ̄ =
m2

m1 +m2

entonces en este sistema de unidades, las dos masas son:

µ1 = Gm1 = 1− µ̄

µ2 = Gm2 = µ̄
(3.1)

dondeµ̄ <
1

2
(esta desigualdad se demuestra con la suposiciónm1 > m2). La

unidad es elegida para que la separación entre las masas seaconstantemente1.

Además, se tiene que el movimiento medio comúnn, de las dos masas es también

1, ya que:

n =
µ2

a3
=

1

1
= 1.

Figura 3.1:Vista plana de la relación entre las coordenadas del sistema inercial(ξ, η, ζ)

y las coordenadas(x, y, z) (sistema rotado) de la partı́cula en el puntoP . El origenO

está sobre el centro de masas de los dos cuerpos. El ejeζ y el el ejez coinciden con el eje

de rotación.
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110 El problema de los tres cuerpos

Sean las coordenadas de la partı́cula en el sistema inercialo sideral(ξ, η, ζ).

Las ecuaciones de movimiento de la partı́cula son:

ξ̈ = µ1
ξ1 − ξ

r31
+ µ2

ξ2 − ξ

r32

η̈ = µ1
η1 − η

r31
+ µ2

η2 − η

r32

ζ̈ = µ1
ζ1 − ζ

r31
+ µ2

ζ2 − ζ

r32

(3.2)

donde de la figura3 · 1 se observa que:

r21 = (ξ1 − ξ)2 + (η1 − η)2 + (ζ1 − ζ)2

r22 = (ξ2 − ξ)2 + (η2 − η)2 + (ζ2 − ζ)2

Notar que estas ecuaciones son válidas en el problema general de los tres cuerpos,

ya que no requieren ninguna suposición sobre las trayectorias de las dos masas.

Si las dos masas están moviéndose en órbitas circulares,entonces la distancia

entre ellos es fija y se mueven sobre su centro de masas común auna velocidad

angular fija, que es el movimiento medion. En estas circunstancias es natural con-

siderar el movimiento de la partı́cula en un sistema de referencia rotado, en donde

las posiciones de las masas están fijas también.

Consideremos un nuevo sistema de referencia rotado(x, y, z) que tenga el mismo

origen que el sistemaξ, η pero que esté rotando a razón uniformen en la dirección

positiva (observar nuevamente la figura previa). Notar que este nuevo sistema es

no inercial, tal como se estableció en el capı́tulo1 de este documento.

La dirección del ejex es elegida de tal manera que las dos masas siempre vivan a
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3.1 Ecuaciones de Movimiento 111

lo largo de una lı́nea con coordenadas

(x1, y1, z1) = (−µ2, 0, 0) (x2, y2, z2) = (µ1, 0, 0).

Ası́, desde las ecuaciones (3.1) y la figura3 · 1, tenemos que:

r21 = (x+ µ2)
2 + y2 + z2

r22 = (x− µ1)
2 + y2 + z2,

(3.3)

donde(x, y, z) son las coordenadas de la partı́cula con respecto al sistemade ro-

tación o sistema sinódico. Estas coordenadas están relacionadas a las coordenadas

en el sistema sideral por una simple rotación:










ξ

η

ζ











=











cos nt −sen nt 0

sen nt cos nt 0

0 0 1





















x

y

z











(3.4)

Aunque en nuestro sistema de unidadn = 1, retenemosn en las ecuaciones para

notar que esos términos están acelerados.

Del sistema dado en (3.4), deducimos que

ξ = xcosnt− ysennt

η = xsennt + ycosnt

ζ = z

Si diferenciamos estas ecuaciones, ontenemos:

ξ̇ = ẋcosnt− nxsennt − nycosnt− ẏsennt

η̇ = ẋsennt + nxcosnt− nysennt+ ẏcosnt

ζ̇ = ż
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112 El problema de los tres cuerpos

las cuales pueden escribirse en forma matricial como:










ξ̇

η̇

ζ̇











=











cos nt −sen nt 0

sen nt cos nt 0

0 0 1





















ẋ− ny

ẏ + nx

ż











(3.5)

y por lo tanto, si derivamos por segunda vez, tenemos que:











ξ̈

η̈

ζ̈











=











cos nt −sen nt 0

sen nt cos nt 0

0 0 1





















ẍ− 2nẏ − n2x

ÿ + 2nẋ− n2y

z̈











Notar que el cambio a un sistema de referencia rotado ha introducido términos

nẋ y nẏ, llamado la aceleración de Corioli y también se introdujeron términos

n2x y n2y llamado la aceleración centrı́fuga en las ecuaciones de movimiento. Es

importante aclarar que estas fuerzas no son originadas por una causa fija, sino que

se originan sólo por el echo de estar en un sistema no inercial, es decir rotado.

Usando las sustituciones paraξ, η, ζ , ξ̈, η̈ y ζ̈ y las ecuaciones (3.2) tenemos

que:

(ẍ− 2nẏ − n2x)cos nt− (ÿ + 2nẋ− n2y)sen nt =
(

µ1
x1 − x

r31
+ µ2

x2 − x

r32

)

cos nt+

(

µ1

r31
+
µ2

r32

)

ysen nt
(3.6)

(ẍ− 2nẏ − n2x)sen nt + (ÿ + 2nẋ− n2y)cos nt =
(

µ1
x1 − x

r31
+ µ2

x2 − x

r32

)

sen nt−
(

µ1

r31
+
µ2

r32

)

ycos nt
(3.7)
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z̈ = −
(

µ1

r31
+
µ2

r32

)

z

Si multiplicamos la ecuación (3.6) porcos nt y la ecuación (3.7) porsen nt y

sumamos ambos resultados; y luego multiplicamos la ecuaci´on (3.6) por−sen nt
y la (3.7) porcos nt y sumamos también; las ecuaciones de movimiento en el

sistema sinódico o rotado resultan:

ẍ− 2nẏ − n2x = −
(

µ1
x+ µ2

r31
+ µ2

x− µ1

r32

)

ÿ + 2nẋ− n2y = −
(

µ1

r31
+
µ2

r32

)

y

z̈ = −
(

µ1

r31
+
µ2

r32

)

z

Estas “aceleraciones”pueden ser escritas como el gradiente de una función escalar

U de la siguiente manera:

ẍ− 2nẏ =
∂U

∂x

ÿ + 2nẋ =
∂U

∂y

z̈ =
∂U

∂z

(3.8)

dondeU = U(x, y, z) viene dada por:

U =
n2

2
(x2 + y2) +

µ1

r1
+
µ2

r2
(3.9)

En esta ecuación, el término enx2 + y2 es el potencial centrı́fugo y el término en
1

r1
y

1

r2
es el potencial gravitacional.
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114 El problema de los tres cuerpos

Los términos−2nẏ y 2nẋ en las dos primeras ecuaciones de (3.8) son los términos

de Corioli, que dependen de la velocidad de la partı́cula en el sistema de referencia

rotado. Las fuerzas de Corioli forman un ángulo de90◦ con la velocidad, puesto

que el producto escalar entre los vectores(−2nẏ, 2nẋ, 0) y (ẋ, ẏ, ż) es0.

Notar queU es positivo, desde su definición. EscribimosU∗ = −U y las ecuacio-

nes de movimiento quedan de la siguiente forma:

ẍ− 2nẏ = −∂U
∗

∂x

ÿ + 2nẋ = −∂U
∗

∂y

z̈ = −∂U
∗

∂z

U no es potencial, pero sı́ lo tomaremos como un pseudo-potencial.

3.2. La integral de Jacobi

Multiplicando las ecuaciones (3.8) porẋ, ẏ y ż respectivamente y sumando

tenemos:

ẋẍ+ ẏÿ + żz̈ =
∂U

∂x
ẋ+

∂U

∂y
ẏ +

∂U

∂z
ż =

dU

dt
.

Esta puede ser integrada, y obtenemos lo siguiente:

ẋ2 + ẏ2 + ż2 = 2U − Cj

dondeCj es la constante de integración. Además, comoẋ2 + ẏ2 + ż2 = v2,

obtenemos la siguiente expresión:

v2 = 2U − Cj
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3.2 La integral de Jacobi 115

o usando la ecuación (3.9), obtenemos:

Cj = n2(x2 + y2) + 2

(

µ1

r1
+
µ2

r2

)

− ẋ2 − ẏ2 − ż2.

Esto demuestra que la ecuación2U − v2 = Cj es una constante del movimiento.

Esta es la integral de Jacobi, o constante de Jacobi (de allı́se entiende su subı́ndice

j). La integral de Jacobi es sólo una integral en el problema circular restringido

de los tres cuerpos y esto significa que el problema no puede resolverse de forma

total para el caso general, sino salvo para simplificacionesdel problema.

La expresión deCj puede ser escrita en términos de la posición y velocidad de

la partı́cula en el sistema inercial. En este sentido, usando la ecuación (3.4), y el

echo de que una matriz de rotación es ortogonal y por ende no singular, y que su

inversa es justamente la transpuesta, obtenemos:










x

y

z











=











cos nt sen nt 0

−sen nt cos nt 0

0 0 1





















ξ

η

ζ











(3.10)

Para la velocidad, usamos la ecuación (3.5), y obtenemos:










ẋ− ny

ẏ + nx

ż











=











cos nt sen nt 0

−sen nt cos nt 0

0 0 1





















ξ̇

η̇

ζ̇











(3.11)

Además, si utilizamos las ecuaciones dadas en (3.10), tenemos la siguiente rela-

ción:










ẋ− ny

ẏ + nx

ż











=











ẋ

ẏ

ż











+ n











sen nt −cos nt 0

cos nt sen nt 0

0 0 0





















ξ

η

ζ











(3.12)
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116 El problema de los tres cuerpos

Y ası́, restando (3.11) con (3.12), podemos escribir:











ẋ

ẏ

ż











=











cos nt sen nt 0

−sen nt cos nt 0

0 0 1





















ξ̇

η̇

ζ̇











− n











sen nt −cos nt 0

cos nt sen nt 0

0 0 0





















ξ

η

ζ











(3.13)

Si ponemos

A =











cos nt sen nt 0

−sen nt cos nt 0

0 0 1











y B =











sen nt −cos nt 0

cos nt sen nt 0

0 0 0











entonces desde la ecuación (3.13), tenemos que:

ẋ2 + ẏ2 + ż2 =
(

ẋ ẏ ż
)











ẋ

ẏ

ż











=
(

ξ̇ η̇ ζ̇
)

ATA











ξ̇

η̇

ζ̇











− n
(

ξ̇ η̇ ζ̇
)

ATB











ξ

η

ζ











− n
(

ξ η ζ
)

BTA











ξ̇

η̇

ζ̇











+ n2
(

ξ η ζ
)

BTB











ξ

η

ζ










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=
(

ξ̇ η̇ ζ̇
)











1 0 0

0 1 0

0 0 1





















ξ̇

η̇

ζ̇











− n
(

ξ̇ η̇ ζ̇
)











0 −1 0

1 0 0

0 0 0





















ξ

η

ζ











− n
(

ξ η ζ
)











0 1 0

−1 0 0

0 0 0





















ξ̇

η̇

ζ̇











+ n2
(

ξ η ζ
)











1 0 0

0 1 0

0 0 0





















ξ

η

ζ











= ξ̇2 + η̇2 + ζ̇2 + n2(ξ2 + η2) + 2n(ξ̇η − η̇ξ)

dondeAT y BT son las matrices transpuestas deA y B respectivamente.

Desde la ecuación (3.4) tenemos quex2 + y2 + z2 = ξ2 + η2 + ζ2, ya que las

matrices de rotación preservan longitudes. Además obtenemos que:

Cj = 2

(

µ1

r1
+
µ2

r2

)

+ 2n(ξη̇ − ηξ̇)− ξ̇2 − η̇2 − ζ̇2

para la expresión de la constante de Jacobi en términos de las coordenadas sidera-

les.

Podemos escribir esto como:

1

2
(ξ2 + η2 + ζ2)−

(

µ1

r1
+
µ2

r2

)

= h.n− 1

2
Cj (3.14)

donden = (0, 0, n), h es el momento angular y el término de la izquierda es la

energı́a total por unidad de masa de la partı́cula. Dado queh.n no es constante,

se explica el porqué la energı́a no es conservada en el problema restringido de

los tres cuerpos. Como ya dijimos, la constante de Jacobi es sólo una integral del

movimiento circular restringido de los tres cuerpos. No podemos usar la constante

de Jacobi para encontrar una solución exacta del movimiento orbital, sin embrago

puede usarse para determinar regiones donde la partı́cula no puede permanecer o
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118 El problema de los tres cuerpos

estar.

La utilidad de la constante de Jacobi puede ser apreciada fuertemente cuando

consideramos las posiciones asociadas a velocidades nulas. En este caso tenemos

que2U = Cj. O también podemos escribir:

n2(x2 + y2) + 2

(

µ1

r1
+
µ2

r2

)

= Cj (3.15)

La ecuación (3.15) define un conjunto de superficies para valores particulares de

Cj. Ası́, las superficies, conocidas como superficies de velocidad cero, juegan un

importante rol en las cotas del movimiento de la partı́cula.Por simplicidad nos

restringiremos al planoxy. En este caso la intersección de las superficies de velo-

cidad cero con el planoxy produce un conjunto de curvas de velocidad cero.

La figura siguiente muestra ejemplos para estas curvas en el caso queµ2 = 0,2;

el movimiento medion es1. (Cj = 2U − T , entonces comoT > 0 ocurre que

2U > Cj, por eso una partı́cula no puede pasar de una región otra).

Figura 3.2:Curvas de velocidad cero para dos valores de la constante de Jacobi cuando

µ2 = 0,2. Los valores deCj son3,9 para el casoa) y 3, 7 para el casob). Las zonas

sombreadas denotan las regiones excluidas.
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3.3 La relación Tisserand 119

Desde la expresión (3.14), es claro que debemos tener siempre2U > Cj (co-

mo ya dijimos anteriormente), ya que de otra manera la velocidadv serı́a comple-

ja. Ası́ la ecuación (3.15) define curvas frontera de regiones donde el movimiento

de la partı́cula no es posible. De esta manera, como el problema de los tres cuer-

pos restringido no es integrable, la existencia de la integral de Jacobi nos permite

encontrar regiones del planoxy donde la partı́cula no puede estar.

La zona sombreada denota las regiones donde el movimiento esimposible. Ena),

si la partı́cula con valorCj está en órbita en la región no sombreada alrededor de

la masaµ1, entonces nunca puede orbitar la masaµ2 o escapar del sistema, ya

que tendrı́a que cruzar a la zona excluida. Enb), ocurre lo contrario, si la partı́cula

está orbitando la masaµ1 puede pasar a orbitar la masaµ2, pero nunca escapar del

sistema. Este concepto es el de estabilidad de Hill. Sin embargo, es útil recordar

que tales declaraciones sólo son válidos bajo las suposiciones inherentes al pro-

blema restringido de los tres cuerpos (es decir, las dos masas se mueven en órbitas

circulares sobre su centro de masas común y la masa del tercer cuerpo no influye

gravitacionalmente en los otros dos).

3.3. La relación Tisserand

Consideremos un cometa con semieje mayor iniciala, excentricidade, e incli-

naciónI. Siguiendo una aproximación cercana a Júpiter, los elementos orbitales

devienen ena′, e′ e I ′ respectivamente.

Podemos usar la integral de Jacobi y una simple aproximación, para relacionar

estos dos conjuntos de elementos. La integral de Jacobi, dada porCj = 2U − v2,

permanece constante a través del encuentro.
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120 El problema de los tres cuerpos

En el espacio inercial tridimensional, tiene vector posición dado porr = (ξ, η, ζ)

y vector velocidaḋr = (ξ̇, η̇, ζ̇). En este sistema podemos usar la ecuación (3.14)

para escribir la constante de Jacobi como:

Cj = 2

(

µ1

r1
+
µ2

r2

)

+ 2n(ξη̇ − ηξ̇)− ξ̇2 − η̇2 − ζ̇2 (3.16)

donder1 y r2 son las distancias del cometa al sol y de Júpiter al sol respectiva-

mente. Elegiremos las unidades de modo que el semieje mayor yel movimiento

medio de la órbita de Júpiter sean1, ya que la masa de Júpiter y el cometa son

muy pequeñas con respecto a la masa del sol,

G(msol +mcom) ≈ G(msol +mjup) = 1 G(m1 +m2) = 1,

dondemsol,mcom ymjup son las masas del sol, cometa y Júpiter respectivamente.

Desde la integral de energı́a del problema de los dos cuerpos“sol-cometa”(ver

ecuación (2.23)), tenemos:

ξ̇2 + η̇2 + ζ̇2 =
2

r
− 1

a
(3.17)

donde hemos elegidoµ = 1 en concordancia con nuestro sistema de unidades y

donde asumimos quer1 ≈ r, ya que la masa del cometa y del planeta Júpiter son

despreciables comparadas con la masa del sol.

El momento angularh por unidad de masa de la órbita del cometa está dado por:

h = r × ṙ,

como ya lo hemos trabajado en el capı́tulo2.

Si I es la inclinación entre la órbita del cometa y el plano de laórbita de Júpiter

(ver figura posterior), entonces la componenteζ del vector momento angularh

está dada por:

ξη̇ − ηξ̇ = hcosI
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3.3 La relación Tisserand 121

en dondeh es perpendicular al plano de la órbita del cometa yh2 = a(1 − e2)

en nuestro sistema de unidades (remitirse a la expresión dada en (2.19)). Ası́ ob-

tenemos, a partir de la integral de Jacobi en la ecuación (3.16) y observando las

expresiones (3.17) y (3.1), lo siguiente:

2

r
− 1

a
− 2
√

a(1− e2)cosI =
2

r
− 2µ2

(

1

r
− 1

r2

)

− Cj. (3.18)

Figura 3.3:Órbitas del cometa y del planeta Júpiter separadas por una inclinaciónI.

Si asumimos que el cometa no está cerca de Júpiter, de manera que
1

r2
es

siempre una cantidad pequeña y despreciamos el término deµ2, tenemos que:

1

2a
+
√

a(1− e2)cosI ≈ constante. (3.19)

que resulta de dividir por−2 toda la expresión (3.18).

Además, la relación aproximada entre los elementos orbitales del cometa antes y

después del encuentro con Júpiter está dada por:

1

2a
+
√

a(1 − e2)cosI =
1

2a′
+
√

a′(1− e′2)cosI ′.
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122 El problema de los tres cuerpos

Esta es conocida como la relación de Tisserand (Tisserand 1896) y puede ser usada

para determinar si un cometa recién descubierto es un objeto previamente conoci-

do o no, que ha tenido sus elementos orbitales cambiados debido a una aproxima-

ción cercana a un planeta.

Un ejemplo de ésto lo encontramos para el caso de un cometa hipotético dibu-

jado en la figura siguiente.

Figura 3.4:Cambios en la órbita de un cometa hipotético que tiene un encuentro cercano

con Júpiter. El encuentro produce grandes cambios en los elementos orbitales del cometa

Un acercamiento a Júpiter altera los elementos orbitales del cometa con el se-

mieje mayor incrementado por más de8 unidades astronómicas. Los elementos

orbitales iniciales del cometa sona = 4,81 UA (= 0,924 en nuestras unidades),

e = 0,763 e I = 7◦,47; mientras que los elementos finales sona′ = 10,8 UA,

e′ = 0,731 e I = 21◦,4.

No obstante, la relación de Tisserand es sólo una aproximación de la constante

122



3.3 La relación Tisserand 123

de Jacobi y se deriva asumiendo que Júpiter tiene una órbita circular. La cantidad

(3.19) es una constante aproximada en el movimiento, donde la excentricidad de

Júpiter no es cero.

Las diferencias en la órbita del cometa antes y después delacercamiento a Júpiter

mostradas en la figura anterior, ilustra los efectos dramáticos de los encuentros

planetarios. La misma técnica es usada para obtener asistencias gravitatorias pa-

ra las naves espaciales que viajan a planetas exteriores de nuestro Sistema Solar,

tal como lo son las naves espaciales Voyager1 y 2. La Voyager1 fue lanzada el

5 de septiembre de1977 desde Cabo Cañaveral. Pasó por Júpiter en1979 y por

Saturno en1980. La Voyager2 fue enviada el20 de agosto de1977, pasando por

Júpiter y Saturno para llegar a Urano en1986 y Neptuno en1989. La Voyager2

es la única que ha visitado esos dos planetas. Ambas llevan consigo un disco de

oro con una selección de una hora y media de duración de música proveniente

de varias partes y culturas del mundo, saludos en55 idiomas humanos, un saludo

del entonces Secretario General de las Naciones Unidas y unamezcla de sonidos

caracterı́sticos del planeta. También contiene115 imágenes donde se explica en

lenguaje cientı́fico la localización del Sistema Solar, las unidades de medida que

se utilizan, caracterı́sticas de la Tierra y caracterı́sticas del cuerpo y la sociedad

humana.

El análisis anterior está basado en el problema restringido circular donde la masa

del tercer cuerpo (cometa o nave espacial) es despreciable yası́ no hay conserva-

ción de la energı́a.

La relación de Tisserand permanece casi constante, es por eso que su estudio

resulta de suma utilidad, como ya hemos establecido anteriormente.
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124 El problema de los tres cuerpos

3.4. Puntos Lagrangianos de equilibrio

Hemos mostrado en las secciones previas que cuando las masasm1 y m2 se

mueven en órbitas ciculares sobre su centro de masas comúnO, sus posiciones son

estacionarias en un sistema rotado con una velocidad angular igual al movimien-

to medion de cualquiera de sus masas. Vamos a abordar el tema de los puntos

de equilibrio teniendo en cuenta la ubicación de puntos donde podrı́a estar una

partı́culaP , con la velocidad apropiada en el sistema inercial, y en donde la posi-

ción de dicha partı́cula permanece estacionaria en el sistema rotado. Es importante

recordar que la posición de un punto de equilibrio de una partı́cula, está sujeta a

numerosas fuerzas y que está moviéndose en una órbita kepleriana en el sistema

inercial.

Seaa, b y c las posiciones de las masasm1, el centro de masasO, y la masa

m2 con respecto al puntoP (ver figura3 · 5).

Figura 3.5:Las fuerzas que experimenta una partı́culaP de prueba, debido a la atracción

gravitatoria de las dos masasm1 y m2. El puntoO denota la posición del centro de masas

dem1 y m2.

ConF 1 y F 2 denotamos las fuerzas por unidad de masa en dirección hacia
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3.4 Puntos Lagrangianos de equilibrio 125

las masasm1 y m2 respectivamente. Para el puntoP que está fijo en el sistema

rotado, debe haber una distancia fijab desdeO, que es el único punto fijo en el

sistema inercial. AdemásP está sujeto a la aceleración centrı́fuga en la dirección

−b y es balanceada por la suma de los vectores:

F = F 1 + F 2

que vive en dirección deb y pasa a través del centro de masas. (la suma de las

fuerzas va hacia el centro de masas, puesP está quieto y la fuerza de Corioli es

cero, entonces la suma de las fuerzas es igual a la fuerza centrı́fuga).

La posición deO está dado por:

b =
m1a +m2c

m1 +m2

(el centro de masas siempre se escribe ası́ en cualquier sistema de coordenadas).

O también podemos expresarlo ası́:

m1(a− b) = m2(b− c). (3.20)

Realizando producto vectorial entre el vectorF 1 +F 2 y la ecuación (3.20), obte-

nemos:

m2(F 1 × c) +m1(F 2 × a) = 0.

Como el ángulo entreF 1 y c es el opuesto entre el deF 2 y a, podemos escribir

la ecuación de la siguiente manera (usamos además la siguiente propiedad del

producto vectorial:|A×B| = |A||B|sen(A,B)):

m2F1c = m1F2a, (3.21)
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126 El problema de los tres cuerpos

en dondeF1, F2, a y c son los módulos de los vectoresF 1, F 2, a y c respectiva-

mente.

En el caso de las fuerzas gravitacionales,F1 =
Gm1

a2
y F2 =

Gm2

c2
y ası́, de

la ecuación (3.21), resulta quea = c. De esta manera, el triángulo formado por la

partı́cula y las dos masas es isósceles. Esto implica queP vive en la mediatriz del

segmentom1m2 (observar la figura siguiente, en donde la lı́nea punteada denota

dicha mediatriz).

Para balancear o equilibrar la aceleración centrı́fuga dela partı́culaP con las

fuerzas por unidad de masa y dirigidas hacia el centro de masas, debemos tener lo

siguiente:

n2b = F1cosβ + F2cosγ (3.22)

dondeβ es el ángulo entreF 1 y b y γ entreF 2 y b. El términon2b es la velocidad

de rotación.

Figura 3.6:Geometrı́a del balance o equilibrio de fuerzas dondeP denota la ubicación

de la partı́cula de prueba en una posición de equilibrio. Laĺınea punteada indica la bisec-

triz perpendicular a la ĺınea que une a las dos masas, este esel lugar geométrico de las

posiciones de equilibrio en el caso de las fuerzas gravitacionales.
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3.4 Puntos Lagrangianos de equilibrio 127

Resulta entonces, de la ecuación (3.22):

n2 =
G

a2b2
(m1bcosβ +m2bcosγ) (3.23)

Además, por inspección de los triángulos formados porO, P y las dos masas,

tenemos que:

bcosβ = a− gcosα

bcosγ = a− (d− g)cosα

donded es la distancia entrem1 y m2; g es la distancia entrem1 y O y

cosα =
d

2a
. (3.24)

Por otro lado, por la definición del centro de masas, tenemos:

g =
m2

m1 +m2
d

d− g =
m1

m1 +m2
d.

(3.25)

Por lo tanto, la ecuación (3.23) es equivalente a la siguiente expresión:

n2 =
G(m1 +m2)

a3b2

(

a2 − m1m2

(m1 +m2)2
d2
)

. (3.26)

A partir de la ecuación (3.24) y por el teorema del coseno, tenemos la relación

siguiente (observar la figura anterior):

b2 = a2 + g2 − 2agcosα = a2 + g2 − gd.

Sustituyendo en esta última ecuación las expresiones para g desde la ecuación

(3.25), obtenemos:

b2 = a2 − m1m2

(m1 +m2)2
d2.
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128 El problema de los tres cuerpos

De esta manera, la ecuación (3.26) queda expresada como:

n2 =
G(m1 +m2)

a3
.

Además, el sistema de referencia está rotado (en el sistema inercial) con una ve-

locidad angularn, y de la ecuación (2.16) tenemos que:

n2 =
G(m1 +m2)

d3
,

de lo que resulta quea = d (mirando las dos últimas ecuaciones).

En el caso de las fuerzas gravitacionales ejercidas porm1 y m2, el sistema tie-

ne un punto de equilibrio en el vértice del triángulo equilátero con base formada

por la lı́nea que une las dos masas. Este resultado implica laexistencia de otro

punto de equilibrio localizado en la misma lı́nea, pero en elvértice que queda por

debajo. Estos son los puntos de equilibrio LagrangianosL4 y L5 respectivamente.

En el problema clásico hay tres puntos más de equilibrio,L1, L2 y L3 que viven a

lo largo de la lı́nea que une las dos masasm1 y m2.

Nosotros hemos considerado fuerzas gravitacionales, perosin embargo este análi-

sis puede hacerse para otro tipo de fuerzas.

3.5. Posicíon de puntos de equilibrio

Aunque el problema de los tres cuerpos circular restringidono es integrable,

podemos encontrar un número especial de soluciones. Esto puede ser realizado

buscando puntos donde la partı́cula tiene velocidad y aceleración cero en el siste-

ma de rotación. Tales puntos son llamados puntos de equilibrio del sistema. Desde

ahora en adelante asumiremos que todos los puntos están en el planoxy. Elegimos

128



3.5 Posicíon de puntos de equilibrio 129

la distancia entre las dos masas como uno. Entonces se sigue quen = 1, como

ya se explicitó en la sección (3.1). Nada de lo que asumimoscambia la escencia

dinámica del sistema.

Para facilitar el cálculo de la posición de los puntos de equilibrio seguiremos el

ejemplo de Brouwer y Clemence (1961) y reescribiremosU en una forma dife-

rente (U es el pseudo-potencial descrito en (3.9)).

Si multiplicamos la primera ecuación de (3.3) porµ1 y la segunda ecuación de

(3.3) porµ2 y luego sumamos ambas expresiones, (recordemos quez = 0, pues

nos movemos en el planoxy y µ1 + µ2 = 1) tenemos:

µ1r
2
1 + µ2r

2
2 = x2 + y2 + µ1µ2.

Ası́, resulta que:

U = µ1

(

1

r1
+
r21
2

)

+ µ2

(

1

r2
+
r22
2

)

− 1

2
µ1µ2. (3.27)

La ventaja de esto es queU no depende explı́citamente dex e y; y por lo tanto el

cálculo de las derivadas parciales es más simple. Notar que r1 y r2 son siempre

positivas, ya que son distancias.

Consideraremos ahora las ecuaciones de movimiento y las dosprimeras ecua-

ciones de (3.8), con̈x = ÿ = ẋ = ẏ = 0.

Para encontrar la posición de los puntos de equilibrio debemos resolver simultánea-

mente las siguientes ecuaciones no lineales:

∂U

∂x
=
∂U

∂r1

∂r1
∂x

+
∂U

∂r2

∂r2
∂x

= 0 (3.28)

∂U

∂y
=
∂U

∂r1

∂r1
∂y

+
∂U

∂r2

∂r2
∂y

= 0, (3.29)
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130 El problema de los tres cuerpos

usando la expresión deU = U(r1, r2) establecida en la ecuación (3.27).

Evaluando las derivadas parciales, podemos escribir las ecuaciones de la posición

de los puntos de equilibrio como:

µ1

(−1

r21
+ r1

)

x+ µ2

r1
+ µ2

(−1

r22
+ r2

)

x− µ1

r2
= 0 (3.30)

µ1

(−1

r21
+ r1

)

y

r1
+ µ2

(−1

r22
+ r2

)

y

r2
= 0 (3.31)

Inspeccionando las ecuaciones (3.28) y (3.29) se observa laexistencia de una

solución trivial:
∂U

∂r1
= µ1

(−1

r21
+ r1

)

= 0

∂U

∂r2
= µ2

(−1

r22
+ r2

)

= 0

que dar1 = r2 = 1 en nuestro sistema de unidades.

Usando las ecuaciones dadas en (3.3), las dos ecuaciones anteriores implican:

(x+ µ2)
2 + y2 = 1

(x− µ1)
2 + y2 = 1

que tiene dos soluciones, a saber:

x =
1

2
− µ2 e y = ±

√
3

2
.

Comor1 = r2 = 1, cada uno de los dos puntos definidos por las ecuaciones ante-

riores(1
2
− µ2,

√
3
2
) y (1

2
− µ2,−

√
3
2
) forman un triángulo equilátero con las masas
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3.5 Posicíon de puntos de equilibrio 131

µ1 y µ2. Estos son los puntos de equilibrio Lagrangianos triangulares referidos en

la sección (3.4) comoL4 y L5.

Es claro que desde la ecuación (3.31),y = 0 es solución, por lo que también lo

es de la ecuación (3.29). Lo cual está indicando que los puntos de equilibrio per-

manecen a lo largo del ejex y satisfacen la ecuación (3.28). Hay, de echo, tres

soluciones correspondientes a los puntos de equilibrio Lagrangianos colineales

(los que están a lo largo del ejex), denotados porL1, L2 y L3, tal como ya lo di-

jimos. El puntoL1 vive entre las masasµ1 y µ2, elL2 fuera de la masaµ2 y elL3

vive en el eje negativox. Debemos encontrar una aproximación de sus posiciones.

Para elL1 tenemos:

r1 + r2 = 1 r1 = x+ µ2 r2 = −x + µ1
∂r1
∂x

= −∂r2
∂x

= 1.

Ası́, sustituyendo en la ecuación (3.30), obtenemos:

µ1

( −1

(1− r2)2
+ 1− r2

)

− µ2

(−1

r22
+ r2

)

= 0,

o equivalentemente:

µ2

µ1

= 3r32
(1− r2 +

r22
3
)

(1 + r2 + r22)(1− r2)3
. (3.32)

Si definimos

α =

(

µ2

3µ1

)
1

3

, (3.33)

entonces parar2 pequeño es claro quer2 = α es una solución. Si calculamos

Taylor de orden4 en (3.32), tenemos que:

α = r2 +
1

3
r22 +

1

3
r32 +

53

81
r42 +O(r52) (3.34)
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132 El problema de los tres cuerpos

Consideremos ahora la siguiente función:

f(r2) =
(1− r2 +

r2
2

3
)

(1 + r2 + r22)(1− r2)3
.

Usaremos el método de inversión de Lagrange (el cuál no setratará aquı́) para

invertir esta serie y expresarr2 como una función deα. Comparando la ecuación

(3.34) con la ecuación del método de inversión, se obtiene lo siguiente:

r2 = α +
∞
∑

j=1

(−1
3
)j

j!

dj−1

dαj−1
[φ(α)]j

r2 = α− 1

3
α2 − 1

9
α3 − 23

81
α4 +O(α5).

(3.35)

Nos falta encontrarL2 y L3.

Para el puntoL2, tenemos:

r1 − r2 = 1 r1 = x+ µ2 r2 = x− µ1
∂r1
∂x

=
∂r2
∂x

= 1.

Haciendo las sustituciones parar1 en la ecuación (3.30) obtenemos:

µ1

( −1

(1 + r2)2
+ 1 + r2

)

+ µ2

(−1

r22
+ r2

)

= 0,

o equivalentemente:

µ2

µ1

= 3r32
(1 + r2 +

r22
3
)

(1 + r2)2(1− r32)
.

Usando la definición deα en la ecuación (3.33) llegamos a:

α = r2 −
1

3
r22 +

1

3
r32 +

1

81
r42 +O(r52)

r2 = α+
1

3
α2 − 1

9
α3 − 31

81
α4 +O(α5).

(3.36)
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3.5 Posicíon de puntos de equilibrio 133

Para el puntoL3, tenemos las siguientes relaciones:

r2 − r1 = 1 r1 = −x− µ2 r2 = −x+ µ1
∂r1
∂x

=
∂r2
∂x

= −1.

Haciendo las sustituciones parar2 en la ecuación (3.30), obtenemos:

µ1

(−1

r21
+ r1

)

+ µ2

( −1

(r1 + 1)2
+ 1 + r1

)

= 0,

o equivalentemente:
µ2

µ1

=
(1− r31)(1 + r1)

2

r31(r
2
1 + 3r1 + 3)

.

Si ponemosr1 = 1 + β (que implica quer2 = 2 + β) tenemos:

µ2

µ1

= −12

7
β +

144

49
β2 − 1567

343
β3 +O(β4)

β = − 7

12

(

µ2

µ1

)

+
7

12

(

µ2

µ1

)2

− 13223

20736

(

µ2

µ1

)3

+O
(

µ2

µ1

)4

.

(3.37)

La posición de todos los puntos Lagrangianos y las curvas develocidad cero para

tres valores crı́ticos de la constante de Jacobi paraµ2 = 0,2, se muestran en la

figura3 · 7. En la figura3 · 8 la superficie definida por las curvas de velocidad cero

se muestra para el mismo valor deµ2.

Remitiendonos a las dos figuras mencionadas, el puntoL1 tiene el valor de la

constante de Jacobi más grande (Cj = 3,805 paraµ2 = 0,2) y se encuentra en

un punto crı́tico de la curva interior. Hay otra rama de la misma curva en donde

se encuentra el puntoL2 (que tieneCj = 3,552 paraµ2 = 0,2). L1 y L2 son

puntos silla en las curvas de velocidad cero. Una partı́culaconCj < CL2
deberı́a

orbitar en el interior o exterior de las regiones del plano. Dos ramas de las curvas
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134 El problema de los tres cuerpos

de velocidad cero se encuentran en el puntoL3 (Cj = 3,197 paraµ2 = 0,2). Los

puntos de equilibrio triangularesL4 y L5 tienen el valor más bajo de la constante

de Jacobi (Cj = 2,84 paraµ2 = 0,2); si una partı́cula tiene una constante de Jaco-

bi Cj < CL4,5
, entonces no hay regiones del plano que queden excluı́das. Esto no

implica que la partı́cula atraviese todas las regiones accesibles, sólo que la cons-

tante de Jacobi no puede proveer cotas del movimiento.

Tengamos en cuenta que todos los puntosLi tienen velocidad cero porque son

equilibrios.

Figura 3.7:Posición de puntos de equilibrio Lagrangianos asociados alas curvas de

velocidad cero conµ2 = 0,2. El gráfico muestra las curvas de velocidad cero para tres

valores crı́ticos de la constante de Jacobi3, 805, 3, 552 y 3, 197 que pasan a través de los

puntosL1, L2 y L3 para el mismo valor deµ2. El puntoO denota el centro de masas del

sistema.

No está universalmente aceptado el sistema de los puntos Lagrangianos de

equilibrio. Elegimos el nombre de los puntos, de acuerdo al valor que tome la
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3.5 Posicíon de puntos de equilibrio 135

Figura 3.8:Superficie tridimensional definida porCj = 2U y la posición de puntos

lagrangianos para distintos valores crı́ticos de la constante de Jacobi y para una masaµ2 =

0,2. Los puntosL1, L2 y L3 son puntos silla de la superficie. La superface está dibujada

de forma que la altura vertical representa el valor negativode la constante de JacobiCj.

constante de Jacobi, el más grande corresponde aL1, y los más pequeños paraL4

y L5. Podemos calcular esos valores de la constante de Jacobi usando series de ex-

pansión en la ecuación (3.15) (y tomandon = 1) con los valores apropiados dex

ey o r1 y r2. Incluyendo términos hasta los deO(µ2) en la expansión, obtenemos:

CL1
≈ 3 + 3

4

3µ
2

3

2 − 10
µ2

3

CL2
≈ 3 + 3

4

3µ
2

3

2 − 14
µ2

3

CL3
≈ 3 + µ2

CL4
≈ 3− µ2

CL5
≈ 3− µ2

Demostremos los casos paraCL4
y CL5

.
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136 El problema de los tres cuerpos

Sabemos que:

x =
1

2
− µ2

y = ±
√
3

2

Entonces,

Cj =

(

1

2
− µ2

)2

+
3

4
+ 2(µ1 + µ2)

= 3− µ2 + µ2
2

= 3− µ2 +O(µ2),

y ası́ demostramos lo que querı́amos.

En la expresión deCL1
, debemos usar que:

β = − 7

12

µ2

1− µ2

r1 = 1 + β ≈
12− 19µ2

12(1− µ2)
,

luego reemplazo en la expresión deCj y obtengo lo deseado más unO(µ2).

Notar que las ecuaciones (3.3) y (3.15) son idénticas si reemplazamosy por−y,

por lo que las curvas de velocidad cero deben ser simétricasrespecto al ejex (esto

se ve claramente en las figuras3 · 2 y 3 · 7), y los valores de la constante de Jacobi

paraL4 y L5 son los mismos.

El valor más grande paraµ2 =
m2

m1 +m2
en el sistema solar, ocurre en el sistema

Plutón-Charón (luna de Plutón), dondeµ2 ≈ 10−1. El sistema Tierra-Luna tiene

µ2 ≈ 10−2, pero todo otro par planeta-satélite y sol-planeta tienenvalores deµ2

mucho más pequeños. De esta manera, como estamos interesados en aplicaciones
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3.5 Posicíon de puntos de equilibrio 137

del sistema solar, consideraremos las curvas de velocidad cero y los puntos de

equilibrio Lagrangianos para valores pequeños deµ2.

Desde las ecuaciones deCL1
y CL2

, es claro que cuandoµ2 → 0, CL1
→ CL2

.

Además de las expresiones der2 dadas en (3.35) y (3.36), vemos que cuando

µ2 → 0, los términos deO(α2) pueden ser ignorados y ası́L1 y L2 equidis-

tan de la masaµ2. El puntoL3 está a distancia1 + β de la masa central, donde

β < 0 está dado por la expresión paraβ en la ecuación (3.37). Además, cuando

µ2 → 0, el puntoL3 se aproxima a un cı́rculo unitario. Los puntos triangulares

(L4 y L5) viven sobre un cı́rculo unitario centrado en la masaµ1 y está a distancia

r = (1− µ2 + µ2
2)

1

2 del centro de masas (para determinar este valor der aplico el

teorema del coseno al triángulo con vértices enµ1, L4 y O). Puesto que la canti-

dadµ2 es también la distancia entre la masaµ1 y el centro de masas del sistema,

cuandoµ2 → 0, el cı́rculo unitario centrado enµ1 se aproxima al cı́rculo unitario

centrado en el centro de masas.

La figura siguiente (figura3 · 9) muestra las curvas de velocidad cero y la po-

sición de los puntos de equilibrio Lagrangianos para el caso dondeµ2 = 0,01, un

valor comparable para el sistema Tierra-Luna. Notemos que los puntosL1 y L2

están equidistantes de la masaµ2 y que el puntoL3 está sobre un cı́rculo unitario.

Aunque la lı́nea punteada de la figura mencionada denota un c´ırculo unitario cen-

trado en la masaµ1, un cambio del1% de su radio producirı́a un cı́rculo unitario

centrado en el centro de masas del sistema.

Se puede mostrar que en primer lugar los puntosL3, L4 y L5 y luego los pun-

tosL1 y L2 se posicionan sobre un cı́rculo de radio unitario cuandoµ2 → 0. Esta

propiedad de curvas de velocidad cero y puntos de equilibrionos permite hacer
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138 El problema de los tres cuerpos

Figura 3.9:Posición de puntos de equilibrio Lagrangianos asociados acurvas de veloci-

dad cero conµ2 = 0,01. La ĺınea punteada denota un cı́rculo unitario centrado enla masa

µ1.

aproximaciones útiles cuando se discute el movimiento de la partı́cula de prueba

en el caso de un sistema con una masa pequeña.

Los puntos de equilibrio son puntos en el espacio donde se equilibran los cam-

pos gravitatorios de dos cuerpos masivos, como el sol y la tierra por ejemplo. Los

campos gravitatorios se combinan para proporcionar un equilibrio a un tercer or-

ganismo de masa despreciable.

Por ejemplo, el puntoL2 se encuentra a1, 5 millones de kilómetros de la Tierra en

la dirección opuesta al Sol, que le permite al satélite mantener sus paneles solares

hacia el sol y apuntando su telescopio hacia el sistema solarexterior. El puntoL2

es ideal para observar el universo profundo. El satélite WMAP está en este punto

desde el año2001. El satélite GAIA se asentó allı́ en2011, y el telescopio espacial
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3.5 Posicíon de puntos de equilibrio 139

James Webb lo hará en2013.

Entre los cinco puntos de equilibrio, sóloL4 y L5 son estables, lo que significa

que la materia y el polvo tiende a acumularse en estas regiones. Los puntosL1,

L2 y L3 son inestables, por lo que no pueden retener a los satélitesnaturales. Sin

embargo, los satélites artificiales sólo periódicamente pueden corregir su órbita, y

ası́ permanecer en estas zonas.
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Caṕıtulo 4

Métodos Nuḿericos

Introducci ón

En la mayorı́a de los casos, cuando planteamos un problema que está goberna-

do mediante una ecuación diferencial ordinaria, su solución exacta es muy difı́cil

de encontrar. Es por eso que recurrimos al análisis cualitativo de las soluciones

y la utilización de algún método numérico con el cuál podamos aproximar esas

soluciones con cierto margen de tolerancia.

Los métodos numéricos constituyen un medio para reforzarla comprensión de

las matemáticas, aumentando su capacidad de comprensióny entendimiento del

problema planteado.

Existen distintos tipos de métodos, los de un paso y los de muchos pasos (mul-

tipaso). Los primeros se llaman ası́ porque en el cálculo decada punto sólo se usa

la información del último punto. Los segundos, en cambio,utilizan la información

de los puntos previos.

Entre los métodos de un paso para la resolución de ecuaciones diferenciales
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142 Métodos Nuḿericos

ordinarias, los de Taylor y los de Runge-Kutta son los más utilizados. El método

más sencillo es el de Euler, aunque también es el que mayores errores produce.

En cambio, el método de Runge-Kutta de cuarto orden proporciona soluciones

con una precisión más aceptable y ha sido y es ampliamente utilizado en diferentes

campos cientı́ficos. Los métodos multipaso tienen una mayor complicación ya que

en cada paso se tiene que resolver una ecuación generalmente no lineal. Los más

utilizados son los métodos de Adams-Bashforth-Moulton y el de Milne-Simpson.

Si se utiliza un tamaño de paso variable, se puede mejorar laeficiencia de

los métodos. En este sentido, los métodos adaptativos de paso variable ajustan el

tamaño de paso para que el error cometido se mantenga siempre por debajo de

una cierta tolerancia fijada a priori. Los más populares sonel de Runge-Kutta-

Fehlberg y el Predictor-Corrector de Adams con paso variable.

El método de colocación (y sobre el cual se harán algunos comentarios) es am-

pliamente conocido por ser un procedimiento altamente eficiente y preciso para la

solución numérica de ecuaciones diferenciales. Una caracterı́stica que lo distingue

es que su formulación es muy simple. Su aplicación se da generalmente en espa-

cios donde las funciones y sus derivadas pueden tener discontinuidades de salto.

Los métodos de colocación, también se pueden formular con un paso variable y

se los conoce como métodos de colocación adaptativos.

4.1. Método de Euler

Consideremos el siguiente problema a valores iniciales (P.V.I.):







ẋ = f(x, t)

x(t0) = x0
(4.1)
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4.1 Método de Euler 143

conf : I × Ω −→ R
n, en dondeΩ es un subconjunto deRn, e I es un intervalo

deR.

El sistema (4.1) puede ser no autónomo.

Integrando la ecuacióṅx = f(t, x(t)) entret0 y t y usando la regla de Barrow,

obtenemos:

x(t) = x(t0) +

t
∫

t0

f(s, x(s))ds

= x0 +

t
∫

t0

f(s, x(s))ds

(4.2)

Hemos convertido la ecuación diferencial en una ecuaciónintegral. En varias

oportunidades utilizaremos esta formulación de la ecuación (4.1). Notemos además

que la ecuación (4.2) ya “contieneı̈nformación del valorinicial, pues six satisface

(4.2):

x(t0) = x0 + 0 = x0.

No obstante, la ecuación (4.2) tiene ax en el primer y segundo miembro, de modo

que no puede ser usada en forma directa para encontrarx.

Miremos la ecuación (4.2) en un intervalo “pequeño”de tiempo[t0, t0 + h]:

x(t0 + h) = x0 +

t0+h
∫

t0

f(s, x(s))ds (4.3)

Si el intervalo es suficientemente pequeño uno esperarı́a que f(t0, x0) sea una

buena aproximación af(s, x(s)) cuandos ∈ [t0, t0 + h].
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Reemplazandof(s, x(s)) porf(t0, x0) en la ecuación (4.3) tenemos:

x1 := x(to + h) ≈ x0 +

t0+h
∫

t0

f(t0, x0)ds = x0 + hf(t0, x0)

Ahora hagamos lo mismo en el punto(t1, x1), cont1 = t0 + h y consideremos

t2 = t1 + h x2 = x1 + hf(t1, x1).

Y ası́ continuamos construyendo las sucesionestk y xk como sigue:

xk+1 = xk + hf(tk, xk) tk+1 = tk + h.

Uno esperarı́a que que los puntos(tk, xk) sean buenas aproximaciones a los res-

pectivos sobre la gráfica de la solución real. Llamaremos ah el paso del método.

Programar el método es muy sencillo:

t0 = tiempo inicial

tfinal = tiempo final

x0 = valor inicial

h = paso

n =
tfinal − t0

h

for i = 1, ..., n

yi+1 = x0 + hf(ti, yi)

end

El método funciona ya sea una ecuación o un sistema de ecuaciones diferenciales,

dando la sucesiónyi de números o vectores respectivamente.

Como vimos, este método consiste en encontrar una aproximación en cada sub-

dominio[t0, t0 + h] sobre el cual se ha particionado el dominio de integración.
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4.2. Forma de Newton del polinomio interpolante

Dadosn + 1 puntosx0, x1,...,xn todos enRn y todos distintos yf(xk) = yk,

conk = 0, 1, ..., n, para alguna funciónf definida en algún intervaloI ⊂ R que

contiene a los nodos distintosx0, x1,...,xn. El polinomioPn(x) de grado menor o

igual quen que interpola af en los datos dados, puede expresarse en la forma:

Pn(x) = b0+b1(x−x0)+b2(x−x0)(x−x1)+....+bn(x−x0)(x−x1)....(x−xn−1),

para ciertas constantesbi.

La pregunta es entonces: ¿Cómo calculamos esas constantes?

Puesto que

Pn(xk) = yk = f(xk),

conk = 0, 1, ..., n ,entoncesPn(x0) = b0 = f(x0), ası́ queb0 = f(x0).

Por otro lado, tenemos

Pn(x1) = b0 + b1(x1 − x0) = f(x1),

ası́ queb1 =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
.

Hagamos un paso más

Pn(x2) = b0 + b1(x2 − x0) + b2(x2 − x0)(x2 − x1) = f(x2),

ası́ queb2 =
f(x2)− f(x0)−

f(x1)− f(x0)

x1 − x0
(x2 − x0)

(x2 − x0)(x2 − x1)
.

Después de hacer algunas manipulaciones algebraicas en esta última expresión,

arribamos a:

b2 =

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
− f(x1)− f(x0)

x1 − x0
(x2 − x0)

.
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Los otros coeficientesb3, b4,...,bn se pueden obtener consecutivamente, siguiendo

el método anterior.

Para facilitar la escritura de los coeficientesb0, b1,...,bn del polinomio interpolante

obtenido de esta manera, se introduce la siguiente notación de diferencia dividida

hacia adelante o progresiva de Newton.

Definición 4.1 Dadosn+1 puntos(x0, f(x0)), (x1, f(x1)),...,(xn, f(xn)) conx0,

x1,...,xn números distintos yf alguna funcíon, definimos:

a) La diferencia dividida cero def con respecto axk es

f [xk] = f(xk),

k = 0, 1, 2, ..., n.

Aśı que, con respecto al polinomio interpolantePn(x), se tiene queb0 =

f [x0].

b) La diferencia dividida uno def con respecto axk y xk+1 es

f [xk, xk+1] =
f [xk+1]− f [xk]

xk+1 − xk
,

conk = 0, 1, ..., n− 1.

Observemos que las diferencias divididas uno dependen de las diferencias

divididas cero y que, mientras hayn + 1 diferencias divididas cero, hay

n diferencias divididas uno. También observemos queb1 = f [x0, x1] =
f [x1]− f [x0]

x1 − x0
.

c) La diferencia dividida dos def con respecto axk, xk+1 y xk+2 es

f [xk, xk+1, xk+2] =
f [xk+1, xk+2]− f [xk, xk+1]

xk+2 − xk
,
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conk = 0, 1, ..., n− 2.

Observe que las diferencias divididas dos dependen de las diferencias di-

vididas uno y que, mientras hayn diferencias divididas uno, hayn − 1

diferencias divididas dos.

Tambíen observemos queb2 = f [x0, x1, x2] =
f [x1, x2]− f [x0, x1]

x2 − x0
.

d) En general, conocidas lasn− (i− 1)+ 1 = n− i+2 diferencias divididas

i − 1 de f con respecto axk, xk+1,..., xk+i−1, se definen lasn − i + 1

diferencias divididasi def con respecto axk, xk+1,...,xk+i, aśı

f [xk, xk+1, ...., xk+i] =
f [xk+1, xk+2, ...., xk+i]− f [xk, xk+1, ...., xk+i−1]

xk+i − xk
,

conk = 0, 1, ..., n− i.

Con esta notación de diferencia dividida se tiene que

bi = f [x0, x1, ..., xi],

i = 0, 1, ..., n y ası́ el polinomio interpolante toma la forma siguiente:

Pn(x) = f [x0] + f [x0, x1](x− x0) + f [x0, x1, x2](x− x0)(x− x1) + ....

+ f [x0, x1, ...., xn](x− x0)(x− x1)....(x− xn−1).

Esta forma del polinomio interpolante se conoce como fórmula de diferencia di-

vidida (progresiva) interpolante de Newton o forma progresiva de Newton del

polinomio interpolante, y se usa en los cálculos numéricos cuando se interpola en

un puntox que está más cerca dex0 que dexn (suponemos ordenados los nodos

x0, x1,...,xn). Si el puntox en el cual vamos a interpolar está más cerca dexn que
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dex0 se usa la fórmula de diferencia dividida (regresiva) interpolante de Newton:

Pn(x) = f [xn] + f [xn−1, xn](x− xn) + f [xn−2, xn−1, xn](x− xn)(x− xn−1)+

....+ f [x0, x1, ...., xn](x− xn)(x− xn−1)....(x− x1).

Es muy importante tener en cuenta que el polinomio progresivo y el polinomio re-

gresivo de Newton son el mismo polinomio (siempre y cuando seusen los mismos

datos); lo que ocurre es que en la fórmula progresiva el datoque más “pesa” es

f [x0], mientras que en la regresiva el que más “pesa” esf [xn].

La forma de Newton del polinomio interpolante tiene la ventaja de que el cálculo

de los coeficientes va usando la información anterior.

4.3. Métodos de Colocacíon

Los métodos de colocación son un procedimiento para la solución de ecua-

ciones diferenciales con valores de frontera, que se basa enla aproximación de

una función general por una clase de funciones más simples. Este procedimien-

to es muy eficiente y muy utilizado. La clase de funciones de aproximación más

comunes es la de los polinomios, aunque también se pueden utilizar funciones

trigonométricas, exponenciales y racionales. De todas estas, la interpolación poli-

nomial es la más utilizada y es por eso que se introdujeron enla sección (4.2).

La función general que se quiere aproximar es la solución de la ecuación diferen-

cial y es expresada como la suma de aquellas funciones más simples multiplicadas

por un coeficiente, que en principio es una incógnita. El método de colocación in-

terpola en puntos conocidos, llamados nodos, ası́ como en elinterior de los inter-

valos utilizando ciertos puntos de colocación que por razones que no analizaremos
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aquı́ son los ceros del polinomio de Legendre de cada intervalo. Ası́ se construye

un sistema de ecuaciones para despejar el valor de los coeficientes.

Seaf una función definida sobre un intervalo real[a, b]. Consideremos una parti-

ción de dicho intervalo:

a = t0 < t1 < t2 < .... < tj < tj+1 < .... < tn−1 < tn = b.

Consideremos a su vez una partición del intervalo[tj , tj+1] de la siguiente manera:

tj = tj0 < tj1 < ..... < tjq−k+1
= tj+1,

en dondeq es el grado del polinomio interpolante en la subdivisión yk es el grado

del polinomio interpolante de[tj , tj+1]. Obviamenteq > k, ya que, al agregar más

puntos para interpolar, el grado del polinimio aumenta.

Este método intenta mejorar el método de Euler dado en (4.1), y para ello se defi-

nen épocas extras en un intervalo de una partición del intervalo.

El polinomioP que aproxima la solución en[tj , tj+1], es

Pj(t) =

q
∑

i=0

yi
i!
(t− tj)

i

A los valores dey0, ...., yk−1 los determinamos como lo hicimos con el método de

Euler (mirar (4.1))(o son condiciones iniciales o resultande aplicar el polinomio

en condiciones anteriores).

En nuestro caso, faltan averiguar los valores deyk, ...., yq que son vectores enRn.

Haciendo el cambio de variable

xj = yk+j,
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los valores a encontrar sonx0, ...., xq−k.

El polinomio puede ser escrito como:

P (t) =
k−1
∑

i=0

yi
i!
(t− tj)

i +

q
∑

i=k

xi−k
i!

(t− tj)
i,

en donde debe cumplirse que

P (k)(tjs) = f(tjs, P (tjs), ...., P
(k−1)(tjs)). (4.4)

Derivandok veces el polinomio, obtenemos:

P (k)(t) =

q
∑

i=k

xi−k
(i− k)!

(t− tj)
i−k

=

q−k
∑

l=0

xl
l!
(t− tj)

l

Aquı́, hemos cambiadoi − k por l. Además supondremos que el paso es fijo, es

decir, tomamosh = tj+1 − tj ∀j.
También tomaremos como supuesto que cada subintervalo en[tj , tj+1] es equidis-

tante, es decir

tjs = tj + s
h

q − k
, s = 0, ...., q − k.

Ahora si evaluamos la derivadak-ésima deP entjs, obtenemos:

P (k)(tjs) =

q−k
∑

l=0

xl
l!

slhl

(q − k)l
=

q−k
∑

l=0

xlCls = [x0|....|xq−k].C∗s. (4.5)

En dondeCls representa una matriz yC∗s indica la columnas de dicha matriz.

No perdamos de vista en este desarrollo que justamentex0, ...., xq−k son los vec-

tores que debemos determinar. Es importante notar que a la hora de programar
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este método, la matrizC debe calcularse una sóla vez, es decir debe ir programa-

da fuera del bucle, para evitar perdida de tiempo y realización de cuentas extra por

la computadora.

Como dijimos antes, debe verificarse lo escrito en (4.4).

Si llamamos

fs := f(tjs, P (tjs), ...., P
(k−1)(tjs)),

deberı́a cumplirse que

P (k)(tjs) = fs.

Llamemos

f0 = ∆0
0 f1 = ∆0

1 ... fq−k−1 = ∆0
q−k−1 fq−k = ∆0

q−k

Además, llamemos

∆0
1 −∆0

0 = ∆1
0 ... ∆0

q−k −∆0
q−k−1 = ∆1

q−k−1

y ası́ seguimos definiendo∆2
s, ∆

3
s,....,∆

s
s. Todos estas diferencias∆j

i son vectores

enRn.

Por otro lado, podemos escribir lo siguiente:

P (k)(tjs) = ∆0
0 +∆1

0s+ ..... +∆s
0

(

s

s

)

s = 0, ....., q − k, (4.6)

en donde∆j
0 son diferencias y además∆j

0 ∈ R
n×1.

Igualando las expresiones (4.5)y (4.6), obtenemos:

[x0|.....|xq−k]C∗s = ∆0
0 +∆1

0s+ .....+∆s
0

(

s

s

)

,

151



152 Métodos Nuḿericos

en donde

X = [x0|....|xq−k] ∈ R
n×(q−k+1)

y la matriz realC tiene dimensiones(q − k + 1)× (q − k + 1).

Entonces

X.C = ∆F.B,

en donde

∆F = [∆0
0|∆1

0|......|∆s
0] ∈ R

n×(q−k+1)

y la matrizB ∈ R
(q−k+1)×(q−k+1) tiene la forma





























1 1 1 . . .
(

q−k
0

)

0 1 2 . . .
(

q−k
1

)

0 0 1 . . .
(

q−k
2

)

. . . . . . .

. . . . . . .

0 0 0 . . .
(

q−k
q−k
)





























debemos tener en cuenta que

∆F = ∆F (X),

es decir depende de las incógnitas.

Entonces ocurre que:

X.C = ∆F (X).B

X = ∆F (X).B.C−1

= ∆F (X).D
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Y esta última es una expresión de punto fijo. Por lo tanto debemos comenzar con

un buen valor inicialX0 y luego iteramos la siguiente relación de recurrencia:

Xn+1 = ∆F (Xn).D.

Este método converge a la solución de la ecuación anterior. En el primer paso se

pueden utilizarq − k iteraciones para obtener buenos resultados. En los demás

pasos, se suele utilizar una menor cantidad de pasos.

Para el primer paso se puede utilizar como valor inicial lo siguiente:

X0 = f(tj , y0, ..., yj−1) X1 = 0 ... Xq−k = 0

4.4. Programando un ḿetodo de colocacíon en el len-

guaje MATLAB

MATLAB (Laboratorio de Matrices) es un sistema de computación interactivo

que combina calculo numérico, gráficos, visualización yun lenguaje de progra-

mación de alto nivel. Fue desarrollado inicialmente por Cleve Moler entre1977 y

1984 como ayuda para la docencia.

MATLAB puede realizar operaciones aritméticas reales y complejas con matri-

ces y escalares, resolver sistemas de ecuaciones no lineales, integrar funciones

y sistemas de ecuaciones diferenciales y algebraicas, polinomios e interpolación,

regresión, entre otras cosas.

Vamos a resolver numéricamente el problema de losn cuerpos tratados en la

sección (2.1). Notemos que este es un problema que se modeliza con ecuacio-

nes diferenciales de orden dos. Por lo tanto, todo lo que se implemente de ahora
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en adelante es para resolver ecuaciones de ese tipo.

La siguiente función implementa un método de colocaciónpara resolver proble-

mas autónomos de segundo orden. En particular se aplica al problema de losn-

cuerpos.

Los siguientes items son valores que el usuario debe introducir para comenzar

con la ejecución del método

. t ini = tiempo inicial

. posicion= posicion inicial de los cuerpos

. velocidad= velocidad inicial de los cuerpos

. iteraciones = cantidad de iteraciones para resolver la ecuacón no lineal en

cada paso del método

. orden = orden del método

. pasos = longitud del paso (fijo)

. cantpasos = cantidad de pasos a realizar

. fuerzanb = funcion

La salida del programa es: solucionepocasalmacenadas

y velocidadepocasalmacenadas.
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function[solucion epocas almacenadas, velocidad epocas almacenadas] =

metodo colocacion(valores iniciales)

%warningoff ;

Pasos = t(j + 1)− t(j)%Los datos ingresados deben estar como columnas

orden ecu = 2;

mat dim = orden− orden ecu;

H = matriz dif(orden, orden ecu);

C2 = matriz C2(pasos, orden, orden ecu);

B = matriz B(mat dim);

m = vector fila(pasos,mat dim);

m1 = vector fila1(pasos,mat dim); %pasos de extrapolacion

G = matriz G(pasos, orden, orden ecu); %matriz de extrapolacion

D = vector D(pasos, orden, orden ecu); %vector de derivada

C = C2(orden ecu : orden, :);

C1 = C2(1 : orden− orden ecu+ 1, :);

M = B ∗ inv(C1);
n = length(posicion);

f = fuerza nb;

X(:, 1) = f(posicion);

X(:, 2 : mat dim+ 1) = zeros(n,mat dim);

solucion epocas = repmat(posicion, [1, mat dim+1])+velocidad∗m+X∗C;
solucion epocas almacenadas = zeros(n, cant pasos);

%La aproximacion de solucion epocas esta en columnas
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funcion epocas = f(solucion epocas);

delta F = funcion epocas ∗H ;

forI = 1 : mat dim

X = delta F ∗M ;

solucion epocas = repmat(posicion, [1, mat dim+1])+velocidad∗m+X∗C;
funcion epocas = f(solucion epocas);

delta F = funcion epocas ∗H ;

end

forj = 1 : cant pasos

solucion epocas = repmat(posicion, [1, mat dim+ 1]) + velocidad ∗m1 +

X ∗G;
posicion = solucion epocas(:, 1);

velocidad = velocidad+X ∗D;

solucion epocas almacenadas(:, j) = posicion;

velocidad epocas almacenadas(:, j) = velocidad;

forI = 1 : iteraciones

funcion epocas = f(solucion epocas);

delta F = funcion epocas ∗H ;

X = delta F ∗M ;

solucion epocas = repmat(posicion, [1, mat dim+1])+velocidad∗m+X∗C;
end

solucion epocas almacenadas(:, j) = solucion epocas(:, mat dim+ 1);
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%guardamos la ultima columna de solucion epocas

end end

MATRICES Y FUNCIONES AUXILIARES

functionC = matriz C2(pasos, orden, orden ecu)

mat dim = orden− orden ecu;

C = (repmat((0 : 1 : mat dim) ∗ pasos/mat dim, [orden+ 1, 1]).̂

repmat((0 : 1 : orden)′, [1, mat dim+ 1]))./

(repmat(factorial(0 : 1 : orden)′, [1, mat dim+ 1]));

end

functionH = matriz dif(orden, orden ecu)

mat dim = orden− orden ecu+ 1;

A = eye(mat dim);

for i = 1 : mat dim− 1

B = zeros(mat dim);

forj = i : mat dim− 1

B(j, j + 1) = −1;

end

A = A ∗ (eye(mat dim) +B);

end

H = A;

end
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functionB = matriz B(mat dim)

B = eye(mat dim+ 1, mat dim+ 1);

for i = 1 : mat dim+ 1

for j = i+ 1 : mat dim+ 1

B(i, j) = nchoosek(j − 1, i− 1);

end end end

function m = vector fila(pasos,mat dim)

m = (0 : 1 : mat dim) ∗ pasos/mat dim;

end

functionG = matriz G(pasos, orden, orden ecu)

mat dim = orden− orden ecu;

G = (repmat(((0 : 1 : mat dim)∗pasos/mat dim)+pasos, [mat dim+1, 1]).̂

repmat((orden ecu : 1 : orden)′, [1, mat dim+ 1]))

./(repmat(factorial(orden ecu : 1 : orden)′, [1, mat dim+ 1]));

end

function m1 = vector fila1(pasos,mat dim)

m1 = zeros(1, mat dim+ 1);

m1 = (0 : 1 : mat dim) ∗ pasos/mat dim+ pasos;

end

functionD = vector D(pasos, orden, orden ecu)

mat dim = orden− orden ecu;
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D = (ones(mat dim + 1, 1) ∗ pasos).((1 : 1 : orden − 1)′).(factorial(1 : 1 :

orden− 1)′);

end

functionestado aceleracion = fuerza nb(estado,GM, indices, Indicador)

n = size(GM, 1);

s est = size(estado, 1);

R = permute(reshape(estado′, [3, n, s est]), [2, 1, 3]);

sR = size(R);

R0 = reshape((−[−GM(2, n+1), GM(1, 1 : n−1)]/GM(1, n))∗R(:, :), [1, sR(2 :

end)]);

R = cat(1, R, R0);

diferencias = R(indices(:, 1), :, :)−R(indices(:, 2), :, :);

norma diferencias = (sum(diferencias.2, 2).̂(−1,5));

diferencias = repmat(norma diferencias, [1, 3, 1]). ∗ diferencias;
diferencias = diferencias(Indicador, :, :);

sdif = size(diferencias);

estado aceleracion = permute(reshape(−GM ∗ diferencias(:, :), [n, sdif(2 :

end)]), [2, 1, 3]);

estado aceleracion = reshape(estado aceleracion, [3 ∗ n, s est])′;

En esta última función, los valores deGM , estado, indices e indicador están car-

gados en otro archivo, el cual se debe ejecutar antes de comenzar con el arranque

del método en si. A su vez las posiciones y velocidades iniciales usadas en el

método de colocación, están dentro de la variable estado.
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Los valores de la posición y la velocidad de los cuerpos, losvalores deGM y

demás información necesaria, se encuentra disponible enuna base de datos pro-

porcionada por la NASA. La misma se actualiza diariamente y en ella consta la

información de8 planetas,175 satélites planetarios,3153 cometas,587581 as-

teroides, el sol y naves espaciales selectas, como el Voyager mencionado en el

capı́tulo3. Toda esta información es accesible mediante la página

http : //ssd.jpl.nasa.gov/horizons.cgi (4.7)

COMENTARIOS FINALES

La importancia del empleo de modelos para el estudio de algún sistema radica en

la posibilidad de trabajar con una representación alternativa e indirecta de la reali-

dad, es decir, tener la posibilidad de contar con algo que se comporte, parezca o

reaccione como el sistema que deseamos estudiar. También es claro que un mode-

lo será mejor en cuanto más fidedigna sea la información que se obtenga de él. El

concepto de modelo matemático en este estudio tiene, quiz´as, un nivel de abstrac-

ción mayor, ya que se refiere a una ecuación que contiene la mayor información

posible acerca del sistema a estudiar basada en las leyes querigen su comporta-

miento. De este modo, al analizar dicha ecuación mediante ,la variación de los

posibles parámetros que contenga, la obtención de su representación gráfica, la

solución de sus incógnitas, etcétera, nos permitirá obtener conocimiento acerca

del sistema original al cual modelamos.

En el estudio de sistemas de partı́culas, que es el problema central de esta tesis,
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el empleo de modelos matemáticos es indispensable, ya que uno de los objeti-

vos de la Fı́sica es la predicción de su comportamiento. Para ello, se cuentan con

las reglas que gobiernan su evolución, es decir, los cambios que sufre cuando se

modifica alguno de sus parámetros. Dichos cambios pueden ser representados a

través del concepto matemático de la derivada, de modo queal plantear la relación

que sostiene ésta con las reglas antes mencionadas, empleando una ecuación, se

tendrá como resultado un modelo matemático.

Ante esto, como se ha mostrado, hemos construı́do e implementado un método

numérico a nuestro problema. Vale mencionar, que el método de colocación desa-

rrollado en este capı́tulo nos ha llevado bastante tiempo. Sin embargo, una vez

finalizada su programación, hemos comprobado, con datos oficiales de la NA-

SA (en la página web (4.7) mencionada), que las salidas de nuestro programa no

se corresponden con los mismos. Notando de esta manera que nuestro programa

presentaba ciertos errores, que si bien se intentaron detectar y solucionar no fue

posible.

Por esta razón, es que nos fue proporcionado otro método decolocación, que re-

suelve el mismo problema. Dicho método es aún más eficiente que el desarrollado

en términos teóricos, ya que utiliza un paso variable en vez de fijo, por eso es

que recibe el nombre de Método de Colocación Adaptativo (el término “adap-

tativo” permite el refinamiento de la discretización sólolocalmente). Aunque el

mismo no fue desarrollado por nosotros, su análisis y aplicación a nuestro proble-

ma tanto para losn cuerpos como para los tres resultó una valiosa experienciade

estudio y producción matemática.
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Con este nuevo método de colocación hemos podido determinar la evolución del

estado (posición y velocidad) de cualquier cuerpo de nuestro sistema con origen

en algún otro. Tomando en particular el planeta Tierra, y elSol como centro (coor-

denadas heliocéntricas), podemos determinar aproximaciones de su estado dentro

de varios años.

Aplicando dicho método se determinó que la posición y velocidad de nuestro pla-

neta el primero de enero del2100 serán:

Posicíon

(−1,5730914765493·10−01; 9,7065394214171·10−01;−2,1821552308329·10−04)

Velocidad

(−1,7258774565285 · 10−02;−2,8133371537586 · 10−03; 1,6997859718205·−06)

En donde, la posición está expresada en Unidades Astronómicas (una unidad as-

tronómica es igual a149597870,691 kilómetros) y la velocidad está expresada en

Unidades Astronómicas por dı́a (UA/dia). Dichos datos se corresponden con una

buena aproximación a los proporcionados por la NASA.

Por último, creo pertinente mencionar una valoración personal sobre esta etapa

de programación que me ha permitido un buen acercamiento a lo que es el trabajo

de investigación, más allá del mal funcionamiento que presentó nuestro progra-

ma. Creo fuertemente que este trabajo de estudio me ha fortalecido y ampliado la

mirada sobre lo que es la investigación cientı́fica.
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