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Resumen

En este trabajo de tesis se desarrollan algoritmos de control supervisor para vehiculos
eléctricos hibridos (VEH) que minimizan el consumo de combustible y son aplicables en
tiempo real. En otras palabras se generan las funciones de referencia de potencia que deben
entregar cada una de las fuentes de energia a bordo del vehiculo, el motor de combustién
v las baterias, de manera de minimizar el consumo de combustible durante el recorrido
de un trayecto.

El trabajo se basa en el planteo de un problema de control éptimo con restricciones
en el control y en la variable de estado que es resuclto usando el principio del Méaximo de
Pontryagin(PMP).

El modelo se basa fuertemente en los requerimientos de potencia por parte del con-
ductor, que se impone sean satisfechos en todo momento. La dificultad del problema de
control radica en que si bien se busca determinar el control en cada instante con el cono-
cimiento de la potencia requerida hasta ese instante (problema puntual), el objetivo es de
naturaleza global, ya que se trata de reducir el consumo en un trayecto, desconociéndose
en cl instante los requerimientos de potencia a futuro en el resto del trayecto.

Puede verse que en la formulacién de la solucién basada en el PMP, cl estado adjunto
representa un peso con el que se penaliza instantdneamente el uso de energia de las
baterias, para transformarlo en un equivalente de consumo de combustible. De esta forma,
el problema de minimizacién global, se convierte en un problema de minimizacién local
por lo que el conocimiento del valor del estado adjunto en cada instante permite el disefio
de algoritmos aplicables en tiempo real.

En esta tesis mostramos cémo obtener la evolucién del estado adjunto con algunas
suposiciones sobre las funciones de rendimiento y con conocimiento previo de potencia
requerida en el trayecto, tanto para el caso en que las restricciones de estado no devienen
activas como en el caso en que si lo hacen. Se muestra que, para el modclo considerado,
el estado adjunto resulta continuo y se describe su evolucién en el intervalo en que la
restriccion de estado deviene activa, lo que determina su comportamiento fuera del mismo.

Las soluciones son obtenidas mediante la formulacién de las condiciones de optima-

lidad y la resolucién de las mismas mediante una versitil herramienta de software para
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la resolucién de valores de contorno (PASVA4), que, entre otras facilidades, maneja dis-
continuidades en el lado derecho de las ccuaciones diferenciales y también en la solucién
vy permite estimar parametros adicionales mediante el agregado de condiciones de borde
multipuntuales.

En base a las soluciones de los problemas anteriores, se disciian algoritmos aplicables
en tiecmpo real. Unos se basan en el uso del “factor de consumo equivalente” calculado en
base a los requerimientos de potencia de un intervalo inmediato anterior. Otros consisten
en usar la solucion del problema de control con horizoute finito, mediante las predicciones
de los requerimientos de potencia en un intervalo futuro breve, en un esquema de control

predictivo.
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Abstract

In this thesis, algorithms for supervisory control of hybrid electric vehicles
that minimize fuel consumption and may be used on real time are developed.
In other words, reference functions for the power that must be delivered by
cach one of the cnergy sources on board (the internal combustion engine and
the bank of batteries) are gencrated in such a way that fuel consumption
during a trip is minimized. The work is based on the statement of a control
and state-constrained optimal control problem, that is solved by the use of
Pontryagin Maximum Principle (PMP).

The model depends on power requirements from the driver, which are
imposed to be fulfilled at every instant. The difficulty of the control problem
arises from the fact that although it is sought to obtain the control action
at each instant based on the knowledge of required power up to that instant
(pointwise problem), the objective is global in nature, since it is wanted to
minimize consumption throughout a trip and the power requirements at future
times in the trip are not known.

It can be seen that in the formulation based on PMP, the adjoint state
represents a weight that penalizes instantaneously the use of energy from the
batteries, to translate it into a fuel consumption . This way, the minimization
throughout an interval is turned on a pointwise minimization. This allows the
design of real time algorithms.

In this thesis it is shown how to obtain the time evolution of the adjoint
state under the hypotheses that the efficiency from the electrical path does
not depend on the energy in the batteries and that the power requirements
are known a priori for the whole trip. This is done both for the cases where
the state constraints become active or not. It is shown that, for the considered
model, the adjoint state is continuous and its time evolution in the binding
interval, which determincs its behaviour outside it, is described.

The problem is solved by stating the optimality conditions and solving the
resulting boundary value problem by a versatile software tool, named PASVA4,
that, among other facilities, can manage discontinuities in the right hand-side
of the differential equations and also in the solution and is able to estimate
additional parameters if the corresponding additional multipoint boundary
conditions are added.

Based on the above solutions, real time algorithms are designed. Some
are based in «Equivalence consumption minimization strategics», where the
cquivalence factor is computed on the base of power requirements from an
immediately prior time interval. Other consist of using the solution of a finite
horizon control problem in a short forward time interval, where the future
power requirements arc predicted, within a model predictive control scheme.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Descripcién del problema

Los vehiculos eléctricos hibridos son aquéllos en los que la traccién es llevada a cabo
por uno o mas motores eléctricos, alimentados por baterias electro-quimicas, a los que se
suma un motor de combustién interna convencional. La potencia generada por el motor de
combustién interna no sélo contribuye a la traccién complementando la potencia entregada
por los motores eléctricos, sino que también mueve un generador que recarga las baterias.

Entre las muchas ventajas que presentan estos vehiculos a los fines de ahorrar combus-
tible y reducir las emisiones contaminantes, estd la del frenado regenerativo. Esto significa
que durante el frenado, los motores eléctricos que ejercen la traccién, pueden cambiar su
modo de operacién, devenir generadores y asf reconvertir la energia cinética acumulada
en el vehiculo en energfa eléctrica que es devuelta a las baterfas.

De lo anterior se infiere que en el sistema de traccién de este tipo de vehiculos se
producen multiples flujos de energia en diferentes direcciones y sentidos. Para que la
operacién de un vehiculo de estas caracteristicas sea verdaderamente mas econémica en
combustible que la de un vehiculo convencional, es necesario definir un sofisticado sistema
de control que decida en cada momento cudl de las fuentes de energia debe proveer la
potencia necesaria en cada instante y en qué cantidad y direccién. Este problema de
gerenciamiento de energia sucle ser llamado “control supervisor”, ya que es un control
definido en un nivel superior al de los controladores particulares de cada uno de los
dispositivos del vehiculo (motores eléctricos de traccién, generadores, convertidores de
potencia, etc). Se asume que los comandos del control supervisor son ejecutados en un
nivcl inferior por los controladores de cada uno de los dispositivos, que responden en forma
instantanea.

Muchas estrategias de control supervisor en tiempo real para VEH se basan en las
llamadas “Estrategias de control de consumo cquivalente” (ECMS, por sus siglas en inglés,

por Equivalent Consumption Minimization Strategies)([1]; [2];[3]). La idea subyacente es la
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siguiente. Supongamos que el vehiculo realiza un recorrido determinado. Al fin del mismo
habrd consumido cierta cantidad de combustible y cierta cantidad de energia eléctrica
de las baterias. Si, al fin del ciclo, se pusiese a funcionar el motor de combustién de
manera de reponer la energfa consumida del sistema de almacenamiento eléctrico (SAE), se
produciria un consumo extra de combustible que deberia ser sumado al consumo anterior
para hacer este consumo comparable con el de un vehiculo convencional. Claro estd que
este consumo dependerd del punto en que se opere el motor de combustién, siendo minimo
si este se opera en su punto de mayor eficiencia. La idea es entonces hallar un factor que
indique en cada instante, de acuerdo al punto en que se opera el vehiculo, que a su
vez depende de los requerimientos del conductor, cudl seria el consumo equivalente de
combustible para el correspondiente consumo de energia del SAE. En otras palabras, un
factor de peso que multiplique la potencia proporcionada por las baterias de manera de
convertirlo en una potencia comparable para ser sumada a la potencia proporcionada por
el motor de combustién. Lo interesante de esta idea proviene del hecho de que a través
de csta cquivalencia, cl problema de minimizar cl consumo durante todo un trayecto (un
problema global) puede ser transformado en una minimizacién instantdnea de esta suma
pesada de potencias, permitiendo asi su utilizacién en tiempo real. El problema de control
6ptimo se reduce entonces al problema de determinar este “factor de consumo equivalente”
([1); [3]; [4).

Sin embargo, este factor de peso varia de acuerdo a la eficiencia relativa de las fuentes
de energia y a las caracteristicas del ciclo de trabajo requerido del vehiculo. Hay actual-
mente un gran esfuerzo de investigacion orientado a la determinacién de este factor ([1];
[2]; (3]; [5])-

En trabajos anteriores ([6]) hemos formulado el problema del control supervisor en
vehiculos hibridos como un problema de control éptimo con restricciones en el control y
en cl cstado, y hemos planteado las condiciones de optimalidad dadas por el Principio
del Maximo de Pontryagin ([7]; [8]; [9]; [10]; [11]; [12]; [13]). Bajo cstc enfoque, puede
observarse que el factor de consumo equivalente estd relacionado con el ecstado adjunto o
co-cstado del problema de control éptimo ({1]). En counsecuencia, resolviendo las condi-
ciones de optimalidad y obteniendo la evolucién del estado adjunto seria posible obtener

cl factor de consumo cquivalente. Este es entonces nucstro propdésito.

Ahora bien, debe sefialarse que la solucién numérica de estos problemas no cs simple de
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obtener. Generalmente las condiciones de optimalidad constituyen ecuaciones algebraico-
diferenciales ([14] y [15]). En algunos casos, las ecuaciones algebraicas pueden ser resueltas
en funcién de las variables dindmicas y reducirse el problema a la solucién de un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias con valores de frontera. Se precisa entonces una
herramienta para resolver este tipo de problemas. Ademds en cste problema particular,
las restricciones en ¢l control y en cl estado pueden introducir discontinuidades en el lado
derecho de las ecuaciones difererenciales y en la solucién. Mds ain, en este problema esas
discontinuidades estan en lugares desconocidos a priori, ya que dependen de la evolucién
del estado mismo ([6]).

PASVA4 es una herramienta de software capaz de resolver problemas de valores de
contorno (PVC) no lincales con discontinuidades en el lado derecho de las ccuaciones di-
ferenciales y en la solucién, atin cuando éstas estén en lugares desconocidos, que ademés
puede calcular pardmetros desconocidos manejando condiciones de contorno en otros pun-
tos interiores. ([16];[17]). Esta herramicnta ha sido usada con éxito para problemas con
las dificultades antes mencionadas que aparecen en geofisica, electréonica, mecanica, etc.
Usaremos entonces esta herramienta para resolver este problema. Esperamos que ademas

se nos facilite el camino para resolver otros problemas de control éptimo con restricciones.

1.2. Estado del arte

Los primeros antecedentes del uso de la teoria de control 6ptimo para el control super-
visor de VEH aparccen cn (11} donde sc plantea un problema de control éptimo esencial-
mente similar al que presentaremos aqui, bajo la suposicién del conocimiento previo del
ciclo de potencia requerido, que es resuelto mediante las condiciones de optimalidad plan-
teadas en forma discretizada. El control 6ptimo es obtenido entonces en funcion del estado
adjunto mediante la resolucién de un sistema algebraico. El estado adjunto es obtenido
mediante una bisqueda dicotémica de manera de conseguir que la energia en las baterias
al final del ciclo sea igual a la inicial. En este articulo se supone que la eficiencia del seg-
mento eléctrico no depende de la energia en las baterias. En [13] se agrega un algoritmo
que considera esta dependencia. En [18], se remarca la importancia de la solucién dada por
el enfoque de control 6ptimo como valor de referencia para la evaluacién de estrategias de
gerenciamiento de energia implementables en tiempo real. Estos autores también remar-

can c6mo la suposicién de que la eficiencia de segmento eléctrico no depende de la energia
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en las baterias tal como es usada en esta tesis, es razonable para los ciclos de velocidad
urbanos y relativamente cortos. Claramente no lo es tanto para los recorridos prolongados
o sin eventos de frenado regenerativo. En [19] las soluciones basadas en la teoria de control
6ptimo anteriores, son usadas en un esquema de control predictivo, con el objetivo de di-
scnar un control aplicable en ticmpo real. En cste enfoque, el problema de control éptimo
es resuelto iterativamente en un intervalo que va corriéndose hacia delante en cl tiempo.
La estrategia que alli implementan no usa la prediccién de los requerimientos futuros de
potencia, sino que utiliza los valores de un intervalo anterior en el supuesto de que las
condiciones de conduccién no varian demasiado. El enfoque es esencialmente el mismo que
presentaremos en el capitulo 3, con la diferencia de que alli también el valor del estado
adjunto es determinado por una busqueda dicotémica. Estos mismos autores desarrollan

en [20] un control ulterior para rechazar errores de prediccién o perturbaciones.

También buscando algoritmos implementables en tiempo real, en [21] proponen uno
del estilo de control predictivo. Se basa en la relacién entre el principio del méaximo y
cl principio de optimalidad de Bellman. Estos autores dividen ¢l problema de control
optimo en uno con objetivo integral en un intervalo finito corto y una aproximacion del
costo minimo desde el final de este intervalo hasta el final del ciclo. Suponen una potencia
requerida que decrece exponencialmente en el intervalo de prediccién que, por ser breve,

puede ser resuelto por programacién dindmica.

En [5] se obtiene en forma andloga a lo que se mostrard en esta tesis, una derivacién
analitica de la estrategia de minimizacién por consumo equivalente basada cn el prin-
cipio del maximo de Pontryagin. En este articulo. sin embargo, el problema de valores
resultante de las condiciones de optimalidad es resuelto mediante algunos procedimientos
heuristicos. En primer lugar el valor del estado adjunto se obtiene adivinando un valor
inicial observando el valor final del estado obtenido usando el control 6ptimo e iterando el
procedimiento hasta obtener el valor final deseado para el estado. Por otra parte, el con-
trol es elegido entre un mimero finito de valores posibles. El multiplicador que acompana

a la restriccién de estado es también elegido por prueba y error.

En {22] se muestra que con el enfoque basado cn el principio del maximo de Pontryagin
pueden tratarse de una manera unificada problemas de control supervisor de vehiculos
eléetricos hibridos cada vez méas complejos. Se utilizan para ello diferentes modificaciones

del problema bésico del control supervisor, a saber: a) la adicién de nuevos términos al fun-
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cional objetivo, como, por ejemplo, tasas de emisién de contaminantes o la integral de las
corrientes entrantes o salientes de las baterias, que est4 relacionada con el envejecimiento
de las mismas. b) Variaciones de las condiciones de borde, para considerar por ejemplo el
caso de los vehiculos denominados “plug -in”, que son aquéllos cuyas baterias se recargan
en la red domiciliaria. En la operacién de estos vehiculos no s¢ busca un “mantenimiento
de carga” al recorrer un trayecto, sino que por el contrario se pretende que al momento
de llegar al préximo punto de recarga presenten el nivel més bajo de energia admisible.
c) Agregado de nuevas variables de estado para mejorar el modelo, como la temperatura
del motor de combustién que influye en su mapa de rendimiento, o la del convertidor
catalitico que influye en las emisiones contaminantes, o la temperatura de las baterias
que influye en su rendimiento y envejecimiento. d) Consideracién de nuevas restricciones,
como las que afectan las variables de estado que frecuentemente no son tenidas en cuenta
y son necesarias en el caso de los vehiculos que cuentan adicionalmente con un banco de
ultracapacitores para responder a los picos de requerimientos de potencia. De lo antes
mencionado, surge el interés por ganar experiencia en el enfoque basado en el principio

del maximo.

1.3. Contribuciones de esta tesis

Como puede verse en los articulos de reciente publicacién mencionados en la seccidén
anterior, la aplicacién del Principio del Maximo de Pontryagin al problema del control
supervisor de vehiculos eléctricos hibridos constituye un tema de investigacién muy pro-
misorio y de gran actualidad. Coincidentemente, la disponibilidad de una herramienta de
software de gran ductilidad como PASVA4, motiva la idea de su utilizacién a los fines
de la resolucién del problema de valores de contorno resultante del planteamiento de las
condiciones de optimalidad definidas por el Principio del Maximo. Del trabajo realizado
con este objetivo, podemos decir que la contribucion de esta tesis se refiere a los siguientes
resultados:

1. Conseguimos una metodologia para calcular el factor de consumo equivalente cn
forma numérica. Esto se obtuvo en el caso del modelo simplificado que consideramos, bajo
la suposicién del conocimiento previo de la potencia requerida en un ciclo y bajo ciertas
leves hipotesis en las funciones que modelan las pérdidas en los sistemas del vehiculo.

En la bibliografia estudiada la estimacion de este parametro siempre resulta de alguna
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heuristica.

2. La evolucién del factor de consumo equivalente se obtuvo especialmente en el caso
cn quc las restricciones de cstado devienen activas en un intervalo. Se hallé que, para el
modelo utilizado, este factor es continuo. Es constante fuera de ese intervalo frontcra y,
por la continuidad, los valores que toma fuera de él dependen de los valores que toma en
sus cxtremos. En el intervalo frontera, evoluciona como funcién de la potencia requerida.
Este resultado serd de utilidad en los casos de vehiculos equipados con ultracapacitores
que pueden ser totalmente descargados o cargados rapidamente. No hemos encontrado el
desarrollo de estas soluciones en la bibliografia (ver [22]). Esto probablemente sc deba a
que los textos de control 6ptimo con aplicaciones a la ingenieria, en general no analizan
las diferentes formulaciones de las condiciones de optimalidad que han sido publicadas y

que fueron las que permitieron en este caso llegar a la solucién buscada.

3. Usando el factor de consumo equivalente obtenido en tiempo diferido, se presenta

un algoritmo de control en tiempo real.

4. Aparte de la obtencién del factor de consumo equivalente el enfoque también pro-
porciona la funcién de control, por lo que la solucién numérica encontrada puede usarse

en algoritmos de control predictivo.

5. El enfoque utilizado constituye un marco sistematico en que pueden plantearse no
solamente otros problemas de control supervisor, sino también otros problemas de control
6ptimo con restricciones. La concatenacion de PASVA4 con herramientas de software de
programacion no lineal que también se realizd, abre también el camino a problemas en los
que las condiciones de optimalidad conducen a ccuaciones algebraico-diferenciales donde ¢l
control no puede despejarse de la condicién algebraica (H, = 0), que podrian ser resueltos

de manera similar.

Relacionados con esta tesis, han aparccido hasta e¢l momento dos articulos publicados
en revistas internacionales indexadas, un tercero en una revista nacional y ¢l cuarto ha sido
accptado para ser presentado cn un congreso nacional a realizarse préximamente. En [23]
se presenta la solucién del problema de control sin restricciones de estado (basicamente
el contenido del capitulo 3). En [6] se presentan las dificultades para resolver el problema
con restricciones de estado, mientras que en [24] se presenta la solucion finalmente hallada

para este problema (Capitulo 4). Algunos resultados del Capitulo 5 apareceran en [25].




Organizacién del texto

1.4. Organizacién del texto

En el capitulo 2 describiremos el modelo considerado y el planteo general del problema
de control a resolver en la forma tradicional de un problema de control éptimo.

El capitulo 3 muestra la solucién analitica y ejemplos de los resultados obtenidos para
el problema de control 6ptimo anterior, pero sin tener en cucnta las restricciones de estado.
Este es el camino usual en los casos de control dptimo con restricciones de estado dado
que la solucién del problema donde éstas no se consideran, arroja luz sobre la solucién
con restricciones. Estas son incorporadas en el capitulo 4.

En estos dos capitulos el texto sigue el orden cronolégico en que nos fuimos acercando
a la solucién. En otras palabras, en ambos casos comenzamos resolviendo problemas sim-
plificados de resolucién mads sencilla y gradualmente vamos agregando las dificultades de
a una por vez. En particular, en el capitulo 4, necesitamos inclusive generar un conjunto
de datos hipotéticos (potencia requerida, funciones de rendimiento, cotas a la potencias
y energia) para probar la correccién del software desarrollado. En el capitulo 5 describi-
mos algunos algoritmos en tiempo real que pueden implementarse sobre la base de las
soluciones numéricas halladas en los capitulos anteriores.

Finalmente, en el capitulo 6, resumimos nuestras conclusiones y algunas lineas posibles

de trabajo a futuro.
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Capitulo 2

Modelo y enunciado del problema

2.1. Modelo

Siguiendo los lineamientos presentados por Rizzoni et al. ([26]), se considerard que
para tratar el problema del control supervisor basta usar un modelo que tenga en cuen-
ta el almacenamiento y la conversion de energia en o entre tres dominios: el quimico, el
eléctrico y el mecédnico. La conversién de energia puede ser bidireccional (ej. un motor
eléctrico puede ser motor o generador) o unidireccional (ej. la conversién de energia quimi-
ca en mecéanica mediante un proceso de combustién). Cada dominio estd caracterizado
por dispositivos de almacenamiento (combustible, baterias, ultracapacitores, volantes de
inercia). Los dispositivos convertidores de energia establecen vinculos entre los diferentes
dominios (ej. un motor de combustién interna (MCI) convierte energia quimica a mecéni-
ca, un motor eléctrico convierte energia eléctrica en mecédnica y viceversa). Las variables
que interesan en la conversién de energia son de dos tipos: variables de flujo (corriente,
velocidad longitudinal y de rotacién, flujo de combustible) y variables de esfuerzo (ten-
sién, fuerza, torque, capacidad calorifica). En cada dominio el producto de ambas es un
valor de potencia. Ademds cada elemento estd caracterizado por un rendimiento que en
general depende simultaneamente de las variables de esfuerzo y flujo. Algunos converti-
dores actian en el mismo dominio (ej. rectificadores y convertidores dentro del dominio
eléctrico; la caja de velocidades dentro del dominio mecdnico) y otros entre diferentes
dominios, como los mencionados mas arriba. Ademés todos los elementos tienen restric-
ciones de funcionamiento. Los clementos almacenadores estén caracterizados ademés por
una variable interna que es la energia acumulada instantdneamente en cada uno de ellos.
Tanto para los VEH como para otros sistemas que contienen generadores, almacenadores
y consumidores de energia, este conjunto de elementos puede ser ensamblado de diferentes
formas o “configuraciones”. A los efectos de analizar el sistema de traccién basta entonces
considerar csos clementos en forma abstracta, dejando de lado los detalles de funciona-

miento de cada uno de los clementos particulares y concentrando la atencién en los flujos
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de potencia que los relacionan [26]. Mds aun, a los efectos de analizar el control supervisor
basta utilizar un modelo simplificado que considera tres elementos bésicos: las fuentes y
los sumideros de energia, los flujos de energia entre estos componentes elementales y una
funcién de rendimiento que, tal como se describird mds adelante, da cuenta de la porcién
realmente aprovechable de estos flujos, teniendo en cuenta las pérdidas. El modelo se
esquematiza en la figura 2.1 ([27]; [28]). Se indicard con el subindice C (C por “combus-
tible”) a los items correspondientes al segmento cuya fuente de energfa es el tanque de
combustible y donde se produce la conversién de la energia quimica en eléctrica mediante
un MCI m3és un generador eléctrico asociado. El flujo de potencia en el instante ¢ prove-
niente de este segmento sera considerada nuestra funcién de control y sera indicada por
u. Andlogamente se indicard con el subindice B a las variables y elementos del segmento
relacionado con el SAE (B por “baterfas”). En consecuencia Pg(t) serd el flujo neto de
potencia en el instante ¢ proveniente del banco de baterias.

La demanda de potencia requerida por el vehiculo serd denotada por r(t). Esta puede
ser calculada a partir del perfil de velocidad que se desea que el vehiculo cumpla median-
te el uso de un modelo inverso de la dindmica longitudinal del mismo. En el caso real,
la velocidad a desarrollar por el vehiculo a futuro es desconocida y depende en realidad
de las condiciones del transito. Sin embargo, en una primera etapa es necesario partir
de un ciclo de velocidad preestablecido, ya que cllo proporciona soluciones off-line para
situaciones paradigmadticas, de cuyo estudio pueden luego generarse estrategias de control
aplicables on-line. Asimismo este enfoque puede extenderse para incluir también el caso
real, mediante su aplicacién para horizontes cercanos y/o utilizando un modelo estocésti-
co de los requerimientos de potencia en una situacion de transito real. Establecemos la
siguiente convencion: FEl flujo de energia es positivo cuando ésta fluye desde el SAE hacia
las ruedas. En consecuencia durante el frenado regenerativo el flujo en cl segmento del
SAE serd negativo. Del mismo modo, el flujo u(t) no puede ser negativo: el proceso de
conversion en el segmento C es un proceso irreversible, ya que el tanque de combustible

no puede absorber ninguna energia.

2.2. Balance de potencias

Del esquema anterior, surge la siguiente ccuacién de balance de potencias, que establece

que cn cada instante la suma de las potencias entregadas por ambas fuentes debe igualar
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Energia

U. potencia del l
motor de

combustion

PB . potencia
de las baterias

¥. potencia requerida

?

Figura 2.1: Esquema simplificado de un vehiculo eléctrico hibrido “serie”.

a la potencia requerida por el vehiculo

u(t) + Pg(t) = r(t) (2.1)

La suma de ambas potencias instantdneas puede ocurrir fisicamente en diferentes lu-
gares. En el caso de la configuracion serie, esta adicion se produce en forma eléctrica; en la
configuracién paralela la adicién se produce en forma mecénica. El problema del control

supervisor involucra entonces la determinacién en cada instante de los flujos u(t) y Pg(%).

2.3. Energia

En la determinacién de la energia neta consumida de las fuentes debe tenerse en cuenta
que no toda la potencia entregada por las fuentes es realmente usada para satisfacer la
demanda, debido a que en todo proceso de conversién de energia existen pérdidas. En
consecuencia s6lo una porcién de la potencia entregada por una fuente (Peptregeda) Pucde
usarse para satisfacer el balance 2.1. Esta porcién serd representada por un factor llamado

rendimiento o eficiencia que se define como

Penreaa_Per
n= ~Snreeds “perd (2:2)

F, entregada

dondc FPj.,q representa la potencia disipada en el proceso de conversién. Vale que
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0<n<1

En recalidad 7 no es un valor fijo sino una funcién del punto de operacién del dispositivo

particular.

2.4. Funcion de rendimiento del MCI

En el caso del MCI la funcién de rendimiento depende del par velocidad de rotacién-
torque (we,T¢) del mismo y sus valores son determinados mediante ensayos realizados
sobre el conjunto MCI/Arrancador-Generador eléctrico. Un gréfico tipico de esta funcién
n.(we, Tc), extraido de http://rubydist.com/images/EngEffCurve.pdf, se muestra en la
figura 2.2.

Engine Efficiency Map
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Figura 2.2: Mapa de eficiencia de un motor de combustién.

Se observa que particularmente los motores de combustion interna son convertidores de
energia de muy bajo rendimiento (obsérvese que 32,5 % cs el maximo valor en el ejemplo

de la figura 2.2). Esto es evidente si se considera la enorme cantidad de energia en forma
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Figura 2.3: Funcidn representativa de las pérdidas en el segmento del motor de combustién

y la correspondiente funcién de rendimiento.

de calor que disipan. Se observa también que existe un punto de operacion en el cual el
rendimiento es mdximo (aproximadamente en el punto 2500 rpm, 95 Nm en el ejemplo).
En principio pareceria ser deseable que el MCI operara la mayor parte del tiempo cerca
de cse punto.

Sin embargo, a pesar de esta dependencia de dos variables, siguiendo a Brahma, et al.
([28]) y teniendo en cuenta que a los fines de obtener los aportes de potencia Gptimos de
cada fuente sdlo interesa el punto de operacién de méaximo rendimiento para cada valor
fijo de potencia, consideraremos que el rendimiento sélo depende de esta tiltima y que es
igual al valor méximo de todos los pares que correspondan a igual valor de la misma, i.

e..

u)= max we, Te).
ne(u) {(wc,Tc)/TCwC=u}QC( e, Ic)

La figura 2.3b muestra la forma tipica de la funcién nc(u).

La potencia que debe entonces ser entrcgada por el segmento de la fuente térmica
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serd entonces “/77 c(u) - En consecuencia la energia neta consumida de la fuente térmica

en cl instante ¢ puede entonces expresarse como

i
/ _uls)
J ne(u(s))
Por comodidad vamos a definir la funcién

u

fC(u) = ,’70(“)

La forma de esta funcién, no lineal, se ejemplifica en la figura 2.3a.

2.5. Funcion de rendimiento del SAE

En el caso del segmento correspondiente a los almacenadores, el rendimiento depende
del par tensién-corriente en el que se opera el sistema y también posiblemente del estado
de carga del mismo. Esta funcién debe obtenerse mediante ensayos. También en este
caso consideraremos que, a los efectos de interés en esta tesis, basta considerarlo como
funcién de la potencia (producto de tensién por corriente) y del estado, definiéndola por

la expresion

7B (x7 PB) = mMAax n ("L" (UB, ’LB))
{(Us,iB) / Upig=Pp}—B
En este caso, debe tenerse en cuenta que si se usa la definicién usual de rendimiento
(2.2), lo que lamamos Peptregada S€ refiere respectivamente a la potencia obtenida por

frenado regencrativo en la carga y a la potencia entregada por las baterias en la descarga.

Teniendo en cuenta que

0 < ng(z, Pp(t)) < 1,
para representar el hecho de que en ambos procesos se producen pérdidas, calcularemos

la energia neta contenida en el SAE en el instante ¢ mediante la siguiente expresién
t
z(t) = xo — /fB(:c(s),PB(s))ds (2.3)
0

donde
’I]B(IL', PB(t))PB(t) st PB(t) <0

Pg(t .
5 Pa®) st Pp(t) 2 0.

fe(z, Pp(t)) =

14




De este modo, durante la etapa de aceleracién la potencia entregada por las baterias,
positiva, es dividida por un factor menor que 1 y en consecuencia resulta mayor a los
efectos de calcular la energia real aportada por ellas, dado que deben aportar no sélo la
potencia necesaria para cumplir la ecuacién de balance (2.1) sino también la requerida
para cubrir las pérdidas. A la inversa, durante la etapa de desaceleracién, la potencia
recibida por el SAE proveniente del frenado regenerativo se multiplica por un factor menor
que 1, representando el hecho de que sélo una porcién de esta potencia serd realmente

reintegrada a las baterias.

2.6. Objetivo de Control

Tal como sc dijo anteriormente, para plantear el problema del control supervisor,
pueden elegirse diferentes formas que difieren segiin qué se considere como objetivo de
control, qué se considere como restriccién y qué se considere como accién de control o
variable manipulable ([29];[30]). En este particular enfoque consideraremos que el objetivo
de control es minimizar el consumo de combustible durante el cumplimiento de un ciclo de
velocidad predeterminado en un intervalo de tiempo [0, T), donde T se supone dado. En
otras palabras, minimizar la encrgia neta consumida desde el sistema de almacenamiento

de energia quimico (el tanque de combustible), que estd expresada por

T
/kmma

Veremos en la seccién siguiente que serd conveniente trabajar con el objetivo equiva-

lente que consiste en maximizar
T
- [ fetuyae
0

2.7. Accion de control y variable de estado

Se busca entonces determinar para cada instante ¢ en [0, T’} los valores de v y Pg que
minimizan el objetivo. Como 7 se considera conocida, puede usarse (2.1) para eliminar
una de estas dos funciones expresandola en funcién de la otra. Como consecuencia el pro-

blema puede plantearse de dos maneras alternativas. Cualquicra de cstas dos funciones
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puede tomarse como la accién de control o variable independiente sobre la cual se realiza
la minimizacién. La otra se considera la variable dependiente en razén de que se obtiene
de la primera. Esto significa fisicamente que el control puede ejercersc mediante el contro-
lador del MCI o mediante el controlador del SAE. En cada caso el dispositivo alternativo

proveerd la potencia restante necesaria para satisfacer la demanda 7. De (2.3) resulta que

(t) = — fp(z(t), Pp(t))

Por ello, consideraremos la tltima ecuacion como una ecuacion de estado y tomaremos
a z como la variable de estado. En ¢l caso que Py sca considerada la variable de control,
la ecuacién de estado tiene a la misma como entrada. En el caso en que la variable de

control sea u, se tiene que

Pp(t) =r(t) — u(t) (2.4)

y entonces la ecuacion de estado resulta

#(t) = —fa(xz(t),m(t) — u(t)) (2.5)

Puede usarse también la variable llamada “estado de carga” (SOC por sus siglas en

inglés) definida por

soc() = 20

Tmax
donde 4, es el valor maximo de energia que puede contener el SAE. Naturalmente esta

variable es siempre mcnor que 1.

2.8. Condiciones iniciales y finales

Es natural considerar un valor como cl contenido inicial de cnergia en el SAE, lo que
provee una condicién inicial para la ecuacién de estado (2.5). Por otra parte, hay quc
mencionar aqui que existen diferentes modos de operar estos vehiculos. Una forma es la
conocida como “de agotamiento de carga” (charge depleting operation, [30]), que consiste
en utilizar la fuente eléctrica hasta su limite inferior posible de carga y al cabo del ciclo

prefijado, efectuar la recarga del sistema mediante su conexién a una fuente externa o
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por medio del motor de combustion. La opuesta es la llamada de “mantenimiento de
carga” (charge sustaining operation, [30],[31],[32],[28]) que consiste en operar el vehiculo
de manera de que al final del ciclo considerado, el contenido de energia en el SAE sea
exactamente igual al contenido en ¢l instante inicial. A medio camino entre ambos modos
de operacién hay una gran gama de posibilidades. Esto significa que podria imponerse
una condicién final arbitraria z(T") = zr a la ecuacién de estado (2.5). Particularmente
en el caso del modo “mantenimiento de carga” se tendria x7 = xo . De esta forma el
problema de encontrar la solucién de la ecuacion de estado se convierte en un problema,

de valores de contorno.

2.9. Restricciones

Los flujos de potencia en los segmentos C y B estén limitados fisicamente. En el caso
de u, éste esta limitado por la potencia maxima vy 4, capaz de ser entregada por cl sistema

MClI-generador. De modo que se tiene

0 <u(t) < Umax Vit

En el caso del SAE, la limitacién proviene principalmente de las corrientes que puedan
circular en el sistema. Trabajaremos bajo la hipétesis de que la tensién del sistema per-
manece constante en su valor nominal U,,,, por lo que la potencia resulta proporcional

a la corriente circulante. De manera que si Ig . es la corriente mdxima que soporta el

max

sistema, se tienc que

Kmfn =—Ip_,

max

Unom < PB(t) < IBméxUnom = Kméx Vit

Kmiax ¥ K son las potencias mdxima y minima que puede entregar el SAE, respec-
tivamente.

Usando (2.4) resulta que

Kmin S T(t) - u(t) S Km'eix (26)

Por otra parte, si el SAE cstd constituido por un banco de baterfas, éstas deben ser

protegidas tanto de la sobrecarga como de la descarga profunda. Si, como en el caso del
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vehiculo eléctrico desarrollado en el Grupo de Electrénica Aplicada, las baterias son de
plomo-acido([33]), la sobrecarga puede producir burbujas de gas en el seno del liquido
donde se produce la reaccién generadora de corriente eléctrica (fenémeno denominado
"gaseo” ). Por otro lado, una descarga profunda de las baterias puede hacer que las mismas
entren en cortocircuito, lo que les produce un dano irreversible. Esto obliga a que la carga
del SAE y en consecuencia la energia neta contenida en el mismo deba mantenerse en
todo instante dentro de limites preestablecidos. Aparece entonces una nueva restriccion

al problema que se expresa matematicamente de la siguiente forma:

Tintn S CC(t) S Tmax Vt

2.10. Enunciado del problema

En base a los elementos del problema de control analizados en la seccién anterior, se
enunciara el problema de control a resolver. Para mantener la coherencia con la bibliografia
en que nos basamos ([7], [9]), maximizaremos ¢l opuesto del funcional que representa el
consumo de combustible, en vez de minimizarlo directamente. El problema queda entonces
enunciado en los siguientes términos: Hallar la funcion de control u(t) que mazimice el

funcional
T
- [ fotutey
0
sujeto a la ecuacion de estado con condictones de borde

z(t) = —foz(t),r(t) — u(t))
z(T) = xzp

y a las restricciones siguientes
0 <ult) < umgx VE
Ko < 7(t) — u(t) £ Kmax vt € [0, T]
Toin S 2(t) < Tmax VL

r(t), nc(w), fo(uw) y fe(u) son funciones conocidas, como asi tambicn las constantes T,

Ui s Ky, B, Lmins Lms
maxy miny max, min max-
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Comentarios
1. La ecuacién de estado no es lineal ya que fg no lo es.
2. Como se dijo, puede agregarse o no una condicién final fija z(T) = zr .

3. Hay restricciones sobre la entrada de control y sobre la variable de estado. Con

respecto a las restricciones sobre el control, ndtese que de 2.6 resulta que

T(t) - Km;ix < 'U,(t) < T(t) - Kmfn Vt.

De manera que las cotas en el control varian con el tiempo. Resumimos las dos res-
tricciones sobre la funcién de control definiendo las funciones
U(t) = méx {0,7(t) — Knax(t)}
U(t) = min {tmax, 7(t) — Kmi(t). }

Las restriccion para la funcién de control resulta entonces

U(t) <u(t) < U(t) (2-8)

Gran parte de la dificultad de este problema proviene de la forma de la funcién r(t).
Para el caso de nuestro vehiculo, la funcién que resulta de interés es fuertemente no
lineal ya que es la resultante del tren de sucesivas aceleraciones y desaceleraciones que un
vehiculo de esas caracteristicas debe realizar en cualquier trayecto urbano. Esta funcién
de potencia requerida determina a su vez la forma de las funciones U y U. En csta primera
etapa, los experimentos se basaran en el Ciclo Europeo Normalizado (NEDS, por las siglas
en inglés de Normalized Furopean Driving Schedule), escalado de manera que se ajuste
a las posibilidades de desempeno del vehiculo. Una parte de este ciclo, correspondiente
a la seccién urbana, se muestra en la parte superior de la figura 2.4. El gréfico central
de esa misma figura muestra la correspondiente potencia que este vehiculo requiere para
realizar el ciclo de velocidad del grafico superior. Nétese el signo negativo de la potencia
durante los intervalos de desaceleracién. El gréifico inferior muestra las funciones U y U
que resultan en este caso, considerando que se tomaron wu,s, = 15kW, K 4 = 6kW y
Ky = —6kW. Nétese que el control u debe mantenerse dentro de estas dos funcionces

l{imite.
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Modelo y enunciado del problema
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Figura 2.4: Ciclo de velocidad requerido, potencia requerida correspondiente para nuestro

vehiculo eléctrico urbano (VEU) y funciones limite superior ¢ inferior.
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Hamiltoniano del problema e interpretacién del estado adjunto

2.11. Hamiltoniano del problema e interpretacion del
estado adjunto

Para resolver este problema usando las condiciones de optimalidad dadas por el Prin-
cipio del Maximo de Pontryagin, es necesario definir el Hamiltoniano correspondiente a

este problema, que resulta
H(t,x, M u) = —fo(ult) - M) fe(z(t),r(t) — u(?))),

donde X es el estado adjunto.

Ma&s adelante, las restricciones algebraicas se agregan formando el Hamiltoniano au-
mentado o Lagrangiano. No obstante puede verse que ain considerando las restricciones,
la solucién dptima es la funcién u(t),t € [0,7], que maximiza H o cquivalentemente mi-
nimiza —H, cn el conjunto de las funciones que satisfacen (2.8). Esto significa que el
control w 6ptimo minimiza la suma de la potencia que tiene que ser aportada por el
segmento térmico, incluyendo las pérdidas en el mismo, més la potencia complementaria,
que tiene que ser provista por el segmento eléctrico multiplicada por el estado adjunto.
De manera que A(t) puede ser interpretado como un factor de peso que escala ¢l “costo”
de usar potencia del segmento eléctrico, contra el “costo” de usar potencia del segmen-
to térmico. Si este “factor de equivalencia” fuese conocido con anterioridad, el control
6ptimo podria calcularse simplemente minimizando el Hamiltoniano instante a instante,
necesitando solamente el valor actual de r(¢). Sin embargo, como la evolucién de A con el
tiempo depende de la solucién global del problema en todo el intervalo, el conjunto de las
condiciones de optimalidad debe ser resuelto en forma global, usando los valores de r(t)
de todo el intervalo [0, 7.

No obstante, puede calcularse A(t) en tiempo diferido, para formas tipicas de r(¢) o
sobre intervalos de tiempo cortos, anteriores al tiempo presente, de manera de obtener
valores representativos de A que puedan ser usados en el disefio de algoritmos que permitan
calcular funciones de control subdptimas mediante una minimizacién instantdnea. Este

sera nuestro proposito.
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Capitulo 3

Solucién del problema de control,
cuando no se consideran las
resticciones de estado

3.1. Introduccion

Para encarar la solucién del problema de control 6ptimo planteado se procedio en eta-
pas, empezando por planteos mas simples del problema, y agregando luego las dificultades
paso a paso. Una primera simplificacién, usada habitualmente para tratar problemas de
control 6ptimo con restricciones es hallar primero la solucién del problema sin las restric-
ciones de estado. La solucién asi hallada da orientacién para luego buscar la solucién con
restricciones.

La segunda simplificacién utilizada para comenzar fue la de suponer que la eficiencia
del segmento eléctrico no varia con el estado de carga de las baterias. El estado de carga
es el cociente entre la energfa instantanea en el sistema de almacenamiento eléctrico y la
energfa méxima que pueda contener el mismo. En otras palabras el estado de carga es
una constante por la energia contenida en las baterias, es decir, un multiplo de la variable
de estado. En consecuencia, esta simplificacién corresponde a despreciar la variacién de la
eficiencia con el estado. Puede verse que esto implica que el estado adjunto es constante
cn cl intervalo [0, T). Muchos trabajos sobre optimizacién del control supervisor utilizan
esta hipétesis (por ejemplo [27], [28], [11], [13], [5], [1]). En realidad, la misma parece ser
bastante aceptable en cierto rango de la energia en las baterias.

La tercera suposicién realizada se refiere a considerar que las funciones de eficiencia de
ambos segmentos, eléctrico y térmico, pueden ser aproximadas por polinomios de grado
menor o igual que 2. Bajo esta suposicién es factible obtener una expresién analitica
finica para el control minimizante. Esta estard en funcién del estado y del estado adjunto
en general. Esta suposicién evita tener que utilizar un algoritmo de minimizacién del

Hamiltoniano en cada instante de mancra de obtener el control minimizante o la bisqueda
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Solucién del problema de control, sin restricciones de estado

entre varias soluciones posibles.

La cuarta simplificacion consistié en despreciar directamente las pérdidas en el seg-
mento eléctrico. Esta suposicién es también bastante razonable dado que las pérdidas en
este scgmento son pequcenas frente a las que se producen en el segmento del motor de
combustién. Desde el punto de vista matemdtico, esta simplificacién es de gran ayuda
para facilitar la resolucién del problema ya que en este caso el control entra linealmente
en la ecuacién de estado. También esto resultaba en un problema m4és sencillo en el caso
del método de transcripcién directa (ver [34]). Como se verd en este capitulo, con esta
simplificacién puede resolverse el problema tomando un punto de arranque sencillo para la
herramienta de resolucién del problema de valores de contorno. La solucién obtenida para
este problema simplificado es luego usada para el problema donde las pérdidas eléctricas

si se tienen en cuenta.

En este caso, como se dijo, el estado adjunto, que representa el factor de consumo
cquivalente, resulta constante en el intervalo. Esta aproximacién ha sido utilizada en
numecrosas publicaciones. En ellas, el valor de esta constante es cstimado mediante una
bisqueda dicotdmica que implica la resolucién reiterada del problema a partir de un valor
inicial tentativo. Nuestra propuesta, en cambio, requiere dos resoluciones. La primera
bajo la suposicién de ausencia de pérdidas eléctricas. Obtenida ésta, la misma es utilizada
para el problema que incluye las pérdidas. Esta ltima, pese a que es la solucién de un
problema simplificado, es, por lo antedicho, aceptable como primera solucién del problema.
De hecho, muchas publicaciones presentan soluciones con ésta u otras simplificaciones
semejantes. Por tal motivo este capitulo concluye con la definicién de un algoritmo muy
simple basado en una estrategia de minimizacién por consumo equivalente aplicable en

tiempo real.

Se consignan aqui los resultados obtenidos para datos provenientes del vehiculo eléctri-
co urbano desarrollado en el Grupo de Electrénica Aplicada (GEA), agregandosele datos
hipotéticos para los items relacionados con el segmento del motor de combustién (potencia
del mismo, funcién de rendimiento, etc.). Los programas fueron también experimentados
con los datos de potencia requeridos por el vehiculo de transporte de carga liviana desa-

rrollado previamente en cste laboratorio.
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Caso sin pérdidas en el segmento eléctrico

3.2. Primera aproximacién: sin considerar las pérdi-
das en el segmento eléctrico

En esta primera aproximacién, como es usual en control 6ptimo [7]), no tendremos
en cuenta las restricciones de estado. Para favorecer al menos un comportamiento que
mantenga la carga de las baterfas, impondremos la condicién final (T") = z. Suponemos
ademds que la funcién de eficiencia del segmento eléctrico no depende del estado de las
baterias x, sino solamente de la potencia entregada por éstas r — u.

Supondremos que la funcién de eficiencia del segmento térmico es aproximable por

una cuadratica

fo(w) = acu® + bou + c¢

Maés aun suponemos que no se producen pérdidas en el segmento eléctrico por lo
cual la potencia entregada por ¢l mismo cs directamente la potencia complementaria a la

entregada por el segmento térmico u para satisfacer las demanda requerida r. Entonces

felu)=r—u
Con las hipdtesis anteriores, el problema queda entonces enunciado asi:

Hallar u continua a trozos que maximice

- A fc(u)dt (31)

sujeto a

&z = —(r(t)—u(t)) Vt €[0,T] (3.2)
z(0) = zy, z(T)=2x7 (3.3)
Uiy < u(t) <U®). (3.4)

3.2.1. Condiciones de optimalidad

Para obtener las condiciones de optimalidad necesitamos definir el Hamiltoniano an-

mentado o Lagrangiano ([7])
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Solucién del problema de control, sin restricciones de estado

H(t,u,z.0,0,0) = —(acu® + bou + cg) — AM(r — u) + (3.5)
+0(u —U) + 0(U — u).

donde #(t) y A(t) son incégnitas a resolver junto con el resto del problema. La derivacién
de las condiciones dc optimalidad pucde verse en las referencias [7] y [8]. En el Apéndice
A consignamos algunos argumentos que, sin constituir una demostracién, muestran su
plausibilidad.

Usando (3.6), las condiciones de optimalidad resultan:

v = argmaz{H} (3.6)
v < U >0 6U~u)=0 (3.7)
U<u 620 6(-U)=0 (3.8)
t = Hy=-—(r(t)—u(t)) Vt € [0,T] (3.9)
A= —H,=0

z(0) = =z, z(T) =zr.

3.2.2. Resolucion del problema

Usando (3.6),(3.7),(3.8), obtencmos:
Sig£0=>u=U

Sid#0=>u=0U.
Sig#0yH#0=u=U=U lo cual sucede solamente si U = U
Sif=0y6=0=u=argmaz(—(acu® + bou + cc) — A(r — u)) sujeto a U(t) <
u(t) < U(t). Si existiese un maximo interior, diferenciando se obtienc
A—bc

3.10
2CLC ’ ( )

—2acu—bc+/\=O=>u=

cntonces

U & e<U
c
—J 2-b A=b 7 A A-bc 7
u = FCQ S —U—.STCQSU ——sat(zac,Q,U))
. S .
U S1 —ECQ Z U.
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Caso sin pérdidas en el segmento eléctrico

De manera que el PVC a resolver es el siguiente:

X — b
QCLC

z = —(r(t) — sat( U,D) (3.11)
A =0

z(0) = =, z(T) = z7.

El lado derecho de la ecuacién estd definido a trozos, y alterna entre ellos segiin el
valor del estado adjunto. Esta situacién es tipica en los llamados problemas de combustible
minimo cuando hay restricciones. Nétese que, como fg no depende del estado z, A resulta

constante.

3.2.3. Implemetacién computacional

El PVC anterior fue resuelto usando PASVA4. Esto implica calcular los Jacobianos
del lado derecho de la ecuacién diferencial respecto del estado y del estado adjunto y el
Jacobiano de las condiciones de borde respecto de z(0), A(0), z(T") y A(T'). La solucién fue
encontrada ain cuando el punto de arranque no era cercano a la solucién. Particularmente,
la solucién fue obtenida cuando el punto de arranque fue tomado como la trayectoria
correspondiente al modo de operacién puramente eléctrico, o sea u(t) = 0 para todo t. De
modo que esta trayectoria, no necesariamente una solucién factible (pues posiblemente
no cumpla las restriccioncs), pero posible de ser calculada a priori a partir de los datos
de entrada, puede ser tomada como punto de arranque en todos los casos.

Con respecto al punto de arranque para el estado adjunto, los resultados convergieron
siempre al mismo valor, independicntemente del punto de arranque usado, tanto para el
estado como para el estado adjunto. Incluso se llegd al mismo valor arrancando de A = 0.
En el ejemplo que se muestra mas abajo, en que fp(u) = 0.0476u2 + 1.7517u + 3.2738, el
resultado fue A = 1.802.

En la figura 3.1 se muestran los resultados obtenidos para un ciclo urbano. Para los
ejemplos de las figuras se usé Kyuor = 6kW, K, = —6kW, que son las potcncias
nominales maxima y minima de los motores eléctricos de este vehiculo, T = 200sec
y Zo = 400kWsec. Este ultimo valor es ficticio y ha sido elegido pequefio para luego
poder mostrar ¢l comportamicnto de la cstrategia cuando ¢l estado llega a su limite

inferior. Las dos primeras partes de la figura 3.1 muestran respectivamente el control
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Solucidn del problema de control, sin restricciones de estado
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Figura 3.1: Resultados para el caso en que las pérdidas eléctricas no son consideradas;

ciclo urbano.

u que minimiza ¢l consumo de combustible y la potencia complementaria que debe ser
aportada por las baterfas. La potencia requerida r fue incluida también en estos gréaficos
(linea punteada) como referencia. En el grafico inferior se representa la trayectoria de
estado correspondiente, esto es, la evolucion de la energia en el sistema de almacenamiento
eléctrico. Nétese que en este ejemplo se usdé xg = zp. Se indican también el valor del

objetivo en el minimo y el factor de consumo equivalente .

3.3. Segunda aproximacion: incluyendo las pérdidas
eléctricas

Ahora, resolveremos el problema usando una funcién de la forma fg(u) = agu? +u
para representar las pérdidas que se producen en el segmento eléctrico. Particularmente
en ¢l cjemplo se utilizo ag = 0.0684. Esta funcién es en realidad ficticia, ya que has-

ta el momento disponemos de un sélo valor experimental del rendimiento del segmento
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Segunda aproximacién: incluyendo las pérdidas eléctricas

eléctrico de nuestro vehiculo. Este es el que corresponde a la potencia nominal de los
motores, u = 3kW. Esta funcién ficticia, fue construida de la forma de un polinomio de
segundo grado, con caracteristicas particulares que emulan un comportamiento tipico de
la potencia extraida o ingresada al sistema de almacenamiento eléctrico en funcién de la
potencia verdaderamente entregada. Es necesario que valga 0 en el origen y ademés que
sea siempre mayor que la funcién identidad. Esto se debe a que la potencia extraida debe
ser necesariamente mayor a la efectivamente entregada. Ademds, la potencia ingresada a
las baterias, de signo negativo, debe ser en valor absoluto menor a la generada por frenado
regenerativo.

La expresién correspondiente para el Hamiltoniano es ahora

H(t,u,z, X 0,0) = —(acu® + bou + ceo) — (3.12)
~Aap(r —u)? + (r — u)) +
+0(u —U) + 0(U — u).

La deduccidon del control maximizante procede de la misma forma que en la seccién ante-

rior. Las condiciones de optimalidad se completan con el siguiente PVC

u = argmazH (3.13)
u<U 0>0 6(U—-u)=0 (3.14)
U<u 08>0 4u-U)=0 (3.15)
= —(ap(r(t) —u(®))®+ (r(t) — u(t)) Vt € [0, T) (3.16)
A=0
z(0) = =z, z(T) = z7,
donde
. bc—XM(2a r(t!-i—l!
v 5 < 2(004113)\) <U
— bo—A(2apr(t)+1) . bc—A(2apr(t)+1) &
u € 2(ac-£13>~) st U< 2(ac-lf13>\) <U (3.17)
7 . bo—A(2apT(t)+1) 3 )
v s < 2(0043113/\) 2U
< sat(tegGemOi) U 7).
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Solucidn del problema de control, sin restricciones de estado

A = 1.689;consump. = 830.77kW sec
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Figura 3.2: Resultados para el caso en que las pérdidas en el segmento eléctrico son tenidas

en cucnta; ciclo urbano.

3.3.1. Solucion

Para facilitar la convergencia, se tomd en este caso como punto de arranque para
PASVAA4, la solucién hallada en la seccién anterior. Los resultados aparecen en la figura
3.2. Debido a la inclusién de las pérdidas eléctricas en el modelo, el consumo se incre-
ment6 respecto del de la seccién anterior. En cambio, el factor de consumo equivalente
decrecid.

Tras numerosas pruebas del algoritimo, se observé que A cambia de acuerdo a

a) el tamafo relativo de z7 respecto de zy,

b) la forma de 7(t),

¢) la longitud del intervalo del intervalo T,

d) la forma de fe,

¢) la forma de f5.

En relacién a a) se observa que A decrece segin decrece la diferencia 1 — . La tabla
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Algoritmo en tiempo real

Tabla 3.1
T — I A
40 kW | 1.774

0kW | 1.691
-20 kW | 1.631

3.1 muestra los valores hallados para el ciclo usado en las figuras 3.2 y 3.1 para diferentes
valorcs de csa diferencia.

En lo que respecta a b), si el vehiculo cumple un ciclo donde la velocidad permanece
aproximadamente constante por un periodo de tiempo relativamente prolongado (como
por ejemplo en una avenida o una via rdpida), la potencia requerida es menor, ya que en
ese intervalo no se requiere potencia para accleraciones o desaceleraciones, sino solamente
la potencia necesaria para compensar las fuerzas de resisterncia mecdnica. En la figura 3.3
se ilustra tal situacién. Se esperaria que el valor de A fuese mayor en cste caso, dado que en
ausencia de situaciones de frenado regenerativo, el costo de utilizar el segmento eléctrico
deberia incrementarse. Los resultados fueron A = 1.885 contra A = 1.691 obtenido para
un trayecto urbano de similares caracteristicas, o sea de igual longitud de tiempo y valores
maximos de potencia similares.

Con respecto a los demés aspectos, la forma en que A cambia no es para nada intuitiva.
Esta es la razén por la cual un algoritmo en tiempo real debe actualizar el valor de X en

forma permanente.

3.4. Algoritmo en tiempo real

Hay muchas posibilidades de diseno de algoritmos en tiempo real. A manera de ¢jem-
plo, proponemos a continuacién un algoritmo muy simple, que consiste basicamente en
actualizar A cada T, segundos usando el método descripto anteriormente. Como éste re-
quicre el conocimiento previo de la potencia requerida, haremos la suposicién de que en los
proximos T, segundos el ciclo serd igual al de los T, segundos inmediatamente anteriores.
Como también se necesita imponer una condicién final, tomaremos a ésta como igual a la

condicion inicial en cada uno de los intervalos.
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Solucién del problema de control, sin restricciones de estado

A = 1.885;consump. = 2521.72934kW sec

10 T T T T T T T
3
-1 0 i i 1 i 1 i i
0 50 100 150 200 250 300 350 400
10 I T T 1 ] L] ]
3 L
x L e
Q.
-10 i 1 I L L L 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400
__s00fF T T T T T T T ]
D
4
< 300 .
200 - i 1 1 1 L 1 i =
0 50 100 150 200 250 300 350

time (sec)

Figura 3.3: Resultados considerando las pérdidas eléctricas, ciclo sobre via rapida
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Algoritmo en tiempo real

ALGORITMO

Se define el arreglo T[1...Ty,], inicializa X

Para INTERVAL=1,NINTERVAL

Parat=1,T,

s=t+INTERVAL % T,

Lee r(s] (lee la potencia requerida en el instante presente)

Calcula ux = argmin,(fo(u) + X x fe(r[s]| — u))

(minimiza instantdneamente usando el valor de \ actual)
fin para.
Calcula A usando r[1, ..., T,
(cada T, seg. recalcula X\ resolviendo cond. optim.)

fin para.

En la figura 3.4 se muestran los resultados de la aplicacién de este algoritmo sobre
una modificacién del Ciclo Europeo Normalizado, adaptada para las caracteristicas del
vehiculo eléctrico urbano desarrollado en el GEA. Este ciclo presenta un intervalo urbano
([0sec, 800sec]) seguido de un intervalo ([800sec, 1200sec]) donde la velocidad es aproxima-
damente constante (sin aceleraciones ni desaceleraciones). El ciclo fue elegido de manera
de ilustrar el comportamiento del algoritmo con respecto a cambios en la circulacion. T,
se tomé igual a 200seg.

La figura 3.4 muestra el control minimizante obtenido por la resolucion de las condi-
ciones de optimalidad en ¢l intervalo completo tomando z7 = x4 en el grafico superior y
los controles (subéptimos) dados por el algoritmo en los graficos restantes. El valor inicial
de A es arbitrario. La curva en el grafico central muestra la solucién dada por el algorit-
mo cuando el valor de X inicial fue simplemente 0 y la del gréafico inferior la que resulta
cuando suponemos tener una estimacién mejor del valor de A. Para este ciclo, las tnicas
diferencias significativas entre las funciones de control resultantes aparecen en el primer
intervalo (debido a la eleccion arbitraria del A inicial), y en el viltimo intervalo debido que
alli cambia la forma de circulacién. Nétese que el consumo de combustible fue finalmente
menor en el caso de los controles subdptimos, pero a expensas de un consumo positivo de
energia de las baterfas.

El pardmetro T, es un pardmetro arbitrario que debe ser sintonizado de acuerdo al tipo

de vehiculo y de ciclo. Otro aspecto a decidir es la manera de dar un punto de arranque
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Figura 3.4: Comparacién de la funcién de control éptima con las funciones de control

sub6ptimas calculadas con un algoritmo simple basado en consumo cquivalente.
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Conclusiones

al problema de control en cada intervalo que asegure la convergencia a la solucién. Una
opcién puede ser la misma solucién del problema obtenida en el intervalo anterior. Otra
opcion es resolver sucesivamente, como ya se describid, primero el problema donde no se
consideran las pérdidas eléctricas, arrancando con una trayectoria inicial nula en primer
lugar, resolviendo luego el problema considerando las pérdidas. Si sc impone que cl estado
inicial sea igual al estado final, un buen punto de arranque para intervalos cortos es una
trayectoria de estado constante igual a ese valor. Para el estado adjunto, como se ha
explicado, el punto de arranque es menos critico. No obstante, como las soluciones en
cada intervalo pueden calcularse independientemente (excepto cuando se re-usan como
puntos de arranque), si se diese el caso de que no hubiese convergencia en algin intervalo,
el algoritmo podria modificarse de manera de mantener el valor de A sin modificar, hasta
el préximo intervalo en que se recuperara la convergencia. En cuanto a las condiciones
de frontera en cada intervalo, también podrian plantearse variantes, que dependeran del
modo de operacién elegido. Como se menciona en [22], por ejemplo, podria proponerse
una evolucién de la energia en las baterfas semejante a un perfil de descarga nominal y

ajustar las condiciones de borde del algoritmo con ese objetivo.

3.5. Conclusiones

En este capitulo hemos calculado el factor de consumo equivalente A, con la condicién
de que la energia en el sistema de almacenamiento eléctrico al finalizar el ciclo fuese la
misma que al momento inicial. Para muchos ciclos de trabajo, esta condicién es suficiente
para asegurar que la trayectoria de estado no se desvie demasiado del valor inicial, evitando
de esta forma que la misma alcance sus cotas superior o inferior. Méas atin, el valor de
energia final en el sistema de almacenamiento eléctrico es un parametro del algoritmo que
puede elegirse de manera. de forzar una trayectoria estable.

Muchos autores sélo tienen en cuenta las restricciones de estado de la manecra prece-
dente, es decir, a través de la sola imposicién de la condicién de frontera terminal igual
a la inicial. Otra veces, alguna funcién de la diferencia zr — zy cs adicionada al objetivo
como un término de penalizacién del uso de energia de las baterias. Esta formulacién con-
duce a problemas de control éptimo que pueden ser resueltos de manera similar usando
PASVA4. A manera de ejemplo hemos resuclto el caso en que el término de penalizacién

2y 1
es de la forma cuadrética 3 (z7 — 2¢)?, que conduce a un problema de valores de contorno
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con condiciones de frontera mixtas. Los resultados numéricos fucron bastante parecidos
a los presentados aqui. El caso en que el término de penalizacién se elige como |z — zo],
conduce a dos valores diferentes de ), dependiendo del signo de esa diferencia.

Hay sin embargo muchos ciclos en los que de todas formas la trayectoria de estado
puede alcanzar sus cotas superior o inferior, por lo que cn cl capitulo siguiente analizaremos

esa situacion.
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Capitulo 4

Solucién del problema con
restricciones de estado

4.1. Introduccion

Cuando se tratan las condiciones de optimalidad para el problema con restricciones
de estado, lo primero que surge es que la formulacién de estas condiciones no es nica.
Aparecen en la literatura diversas formulaciones, las cuales usan diferentes definiciones
tanto del estado adjunto como de los multiplicadores.

La formulacién mas difundida en la literatura, que fue la primera con la que se trabajd,
presenté dificultades a los fines de determinar la solucion del problema a partir de las
condiciones de optimalidad. Especificamente, tal como se describié en [6], la formulacién
presentada en [7], conduce a un estado adjunto que puede tener una discontinuidad de
salto en la entrada o la salida del intervalo en que la restriccion de estado es activa.
El valor de este salto no pudo scr determinado a partir del conjunto de las condiciones
de optimalidad dadas alli, como asi tampoco los instantes de entrada y la salida de ese
mismo intervalo. Tampoco pudieron en consecuencia determinarse los multiplicadores que
acompanan a las restricciones en el control ni a la restriccién de estado que completan
la solucién del problema. Esto mismo es manifestado en numerosas publicaciones (como,
por ejemplo, en [5], donde sc resuclve el problema de control éptimo buscando los valores
del estado adjunto mediante una bisqueda dicotémica).

En este capitulo intentamos, comenzando con un ejemplo muy particular, obtener una
comprensién més profunda acerca de los saltos en el estado adjunto que se producen en la
entrada y salida del intervalo en que la restriccién de estado deviene activa. Se vera que,
en nucstro problema, cl estado adjunto es en realidad continuo y que los valores que toma,
fuera de él dependen de su evolucién durante el intervalo en que la restriccién de estado
es activa.

En [9], se presentan tres formulaciones diferentes para los problemas con restricciones

de estado. Las mismas varfan de acuerdo a la forma en que se adjunta la restriccién de

37



Solucién del problema con restricciones de estado

estado al Hamiltoniano. Estas son basicamente las siguientes:
= a) la restriccién de estado se adjunta en forma directa,

= b) la restriccién de estado se adjunta en forma indirecta, csto es, se adjunta la
primera derivada total respecto del tiempo de la restriccidén, en la que aparczca

explicitamente la funcién de control,

= ¢) la restriccién de estado se adjunta en forma indirecta, pero se impone la conti-

nuidad del estado adjunto.

Como se dijo, cada una de ellas involucra una definicién diferente para el estado adjunto
v para el multiplicador que acompana a la restriccién de estado. En el mismo articulo se
analizan finalmente las relaciones que ligan a los estados adjuntos y a los multiplicadores
de la restriccién de estado de las diferentes formulaciones.

Otro aporte del articulo mencionado es que define condiciones sobre el comportamiento
de la mencionada derivada total de la restriccién de estado respecto del tiempo, las cuales
permiten determinar, en la primera formulacidn, si el estado adjunto es o no discontinuo
en los extremos del intervalo en que la restriccién es activa.

Un anélisis prolongado de las tres formulaciones en este caso, permitié obtener infor-
maciones fundamentales para la resolucion del problema.

La primera es que el estado adjunto debe ser continuo. Las formulaciones a) y ¢) son
las que permiten calcular las discontinuidades de salto en el estado adjunto, que por ser
continuo, resultan iguales a 0.

Otra se refiere a la interpretacion del estado adjunto, en relacién con el factor de
consumo equivalente, cuya determinacion era el objetivo de utilizar PASVA4 para resolver
este problema. En [9] sc muestra que el estado adjunto en la formulacién a) es igual a
la suma del estado adjunto més el multiplicador de la restriccién en la formulacién ¢) y
puede verse que esta suma es ¢l valor que debe interpretarse como el factor de consumo
equivalente buscado.

En ese mismo articulo se desarrollan varios ejemplos, calculandose para ellos todos los
multiplicadores involucrados en cada una de las tres formulaciones. Si bien la reproducciéon
de estos cjemplos proporciona un intercsante entrecnamiento cen la resolucion de estos

problemas, al intentar aplicarlos a este problema se presentaron nuevamente dificultades
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para llegar a una solucién completa, en el sentido de obtener la evolucién temporal de
todos los multiplicadores involucrados.

Como primer paso se plante entonces un ejemplo que, por ser un caso muy particu-
lar, permite hallar la solucién completa del problema. Especificamente, si se estudia un
caso en que las restricciones sobre el control nunca sean activas en el intervalo, por las
condiciones de holgura complementarias, los multiplicadores que las acompanan se hacen
cero, desapareciendo como incégnitas del problema y quedando entonces aislado el mul-
tiplicador de la restriccién de estado. Asimismo, en este caso la funcién de control tiene
una expresién sin “conmutaciones” en cada intervalo de continuidad, lo que facilita las
derivaciones algebraicas.

Esta particularizacién permitié formular un problema de valores de contorno capaz de
ser resuelto con PASVA4. Como para este problema pueden obtenerse muchas expresiones
analiticas para describir la evolucién de las variables involucradas, su resolucién permite
validar muchos de los resultados numéricos obtenidos ya sea usando PASVAA4 o los progra-
mas va desarrollados dentro del enfoque de programacion dindmica. Por analogia con esta
primera solucién, se fueron obteniendo las soluciones de los problemas més generales, que
fueron a su vez comparadas con las soluciones de programacién dindmica correspondien-
tes, pudiéndose comprobar que los resultados son similares. De manera que este capitulo
describe primero la derivacién de la solucién a partir de las condiciones de optimalidad

en cste caso particular y luego se derivan las soluciones en los casos més generales.

4.2. Planteo del problema restringido

A los efectos de resolver el problema, comenzamos por realizar una serie de supuestos
o restricciones que simplifican su tratamiento. Los mismos son enumerados en la seccién
siguiente. Estos supuestos irdn siendo eliminados en forma sucesiva a lo largo del capitulo.
El conocimiento de la solucién en cada caso, facilita a derivacién de la resolucién del

problema maés amplio subsiguiente.
4.2.1. Supuestos para simplificar el analisis
» 1) Hay una sola restriccién para el estado (cota inferior).

» 2) Se conoce el nimero de veces que el estado alcanza el intervalo frontera.
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= 3) Més ain, hay un tnico intervalo en que la restriccidn es activa, esto es, el intervalo

frontera sc alcanza una sola vez.

= 4) Un dnico cruce por cero de la potencia requerida después de entrar en cl intervalo

frontcra.

= 5) Los pardmetros elegidos aseguran que el control nunca alcanza sus cotas (superior

¢ inferior).
» 6) fc es una funcién cuadratica.
» 7) fg = Id (no hay pérdidas en el segmento eléctrico).

= 8) Se conoce una expresién analitica para r (no es preciso interpolar cuando PASVA4

necesita evaluar en puntos intermedios).

= 9) Se conoce una expresién analitica para 1’ (para poder calcular con funciones
intrinsecas del lenguaje el jacobiano del lado derecho de las ecuaciones diferenciales,

necesario para PASVA4) sin necesidad de aproximarlo por un esquema numérico.

Con respecto a las suposiciones 1), 2) y 3) es importante remarcar que hemos ana-
lizado primeramente el caso en que la restriccion de estado deviene activa en un tnico
intervalo interior al intervalo de interés. En el problema del control supervisor, puede en
realidad haber més de un intervalo frontera. Que la restriccién de estado devenga activa
significa en este problema que la energia en las baterias ha alcanzado su limite inferior
(z(t) = Zmm), por lo que no pueden aportar més potencia para satisfacer los requerimien-
tos del conductor. Esto implica que en el intervalo frontera, la potencia para la traccién
debe ser entregada enteramente desde el segmento del motor de combustién. La salida de
este intervalo se produce cuando la energia en las baterias aumenta, ya sea por frenado
regenerativo o por aporte extra desde el motor de combustién, separdandose de su cota
inferior(z(t) > Zwm).

Es claro que en una situacién real de circulacidn estas situaciones pueden repetirse.
Como estas repeticiones complican la obtencién de la solucién por medio de las condiciones
dc optimalidad, trabajarcmos cn principio suponiendo que cl intervalo frontera se recorre

una Unica vez y por lo tanto existen un tnico punto de entrada y un tinico punto de salida
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de este intervalo en el lapso a considerar. Se vera mas adelante si se puede generar un
algoritmo para tratar el caso general.

Llamarcmos respectivamente ¢, y £9 a los instantes de entrada y salida de esc intervalo
frontera. Por lo dicho, en ¢; se produce un cambio en el lado derecho de la ecuacién
de estado, ya que el control u, que es la potencia que aporta el segmento del motor de
combustién, debe pasar a ser igual a toda la potencia requerida y las baterias no pueden
aportar mdas potencia. En ¢, al salir de este intervalo, se produce un nuevo cambio en el
lado derecho de la ecuacién de estado, pues se produce un nuevo cambio en cl control al
revertirse la situacién anterior.

Tal como lo hemos planteado, los instantes de entrada y salida de este intervalo son
estimados por PASVA4 como pardmetros adicionales. Se verd que finalmente el problema
consiste en dos problemas de frontera libre.

El supuesto en 5) es fundamental para poder encontrar una primera solucién, ya que,
como sc dijo, elimina dos multiplicadores del Lagrangiano o Hamiltoniano aumentado
simplificando, como se vera, la derivacién de la solucién. Los pardmetros de este caso
no corresponden a un caso real pero son tales que la funcién de control nunca alcanza
sus cotas superior ni inferior, con lo que, por las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker,
estos multiplicadores resultan iguales a cero en todo el intervalo. Los valores para el
ejemplo se eligieron usando las soluciones dadas por algoritmos de programacién dindmica
desarrollados con anterioridad.

El supuesto en 6) se hace con el objetivo de que el Hamiltoniano presente un tnico ex-
tremo en el intervalo en que se hallan los controles admisibles en cada instante, facilitando
también la derivacién de la solucién y luego la programacion.

Los supuestos en 8) y 9) se hacen con el objetivo de facilitar la evaluacién del lado
derecho de la ecuacion diferencial y del jacobiano del mismo respecto de las variables de
estado. En el caso general la potencia requerida serd una funcién dada por una tabla por
lo que se hace necesario algiin mecanismo de interpolacién para su evaluacién en puntos
intermedios. Para cvitar las complicaciones que pudicse introducir esta interpolacién,
elegimos para comenzar una funcién incorporada al lenguaje computacional de modo de
evaluarla directamente. Elegimos una onda sinusoidal con una constante sumada tal que
presenta una parte positiva y una parte negativa. De esta forma representa basicamente un

intervalo que corresponde a una “aceleracién” seguida de un intervalo que corresponde a
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“frenado”. Asimismo, presenta un tinico cruce por cero en el intervalo de interés y resulta
derivable respecto de las variables de estado en el interior del mismo. En la figura 4.1

puede verse en linea gris punteada esta funcién r(t).

4.2.2. Diferentes formulaciones de las condiciones de optimali-
dad

Como se expresd en la introduccién, existen por lo menos tres formulaciones diferentes
de las condiciones de optimalidad. Estas difieren a partir de la forma en que se adjunta
la restriccién de estado al Hamiltoniano.

El Hamiltoniano para cste problema, en el caso restringido, cstd dado por
H(z,u,\t) = —fc(u) — A(r —u) (4.1)
En el enfoque llamado “de adjuncién directa”, el Lagrangiano se define por
L(z,u, ), 0,0, 1,t) = —fo(u) = Ar —u) +8(u — U) + (U — v) + (% — Tpi)  (4.2)

En otras palabras, la restriccion del estado se adjunta al Hamiltoniano con un multipli-
cador de Lagrange, en forma andloga a la que se adjuntan las restricciones en el control.
En [9] se muestra que, usando esta definicién del Lagrangiano, el estado adjunto A debe
ser absolutamente continuo solamente a trozos. La informacién sobre las discontinuidades
debe extraerse de las condiciones de optimalidad.

El enfoque llamado “de adjuncién indirecta con holgura complementaria” fue sugerido
por Pontryagin y puede aplicarse en casos como el presente, en que la restriccién de
estado es funcion exclusiva del estado (y no del control) y que es de orden 1. Se dice que
la restriccion (en este caso unidimensional) es de orden 1 cuando la primera derivada total
respecto del tiempo en que aparece explicitamente el control es la primera. En este caso

se tiene que la restriccién es de la forma
h(z,t) >0 (4.3)
y su derivada total primcera
h'(z,t) = hyd + hy. (4.4)

La idea es la siguiente: si la trayectoria de estado toca la frontera en cl instante, digamos,

t1, o sea h(t;) = 0, para que sc mantenga sobre la frontera hasta t; debe ser constante en
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el intervalo (¢, t5]. Debe ser entonces
h'(z,t) =0 (4.5)
En el punto de salida debe ser
Y (z(t),t3) >0 (4.6)
Entonces formalmente uno podria imponer la restriccién
Rt >0 4.7)
siempre que
h =0, (4.8)

para evitar que la trayectoria viole la restriccién h > 0. Esto motiva las siguientes defini-

ciones del Hamiltoniano y Lagrangiano

HY(z,u, A, t) = — fo(u) — AHr — u) (4.9)

LYz, u, AL 0,0, 8, t) = —folu) = A (r —u) + (4.10)

+0(u —U) + 0(U — u) + p*h*(z,u,t)
El nombre de este enfoque proviene de que se adjunta la derivada temporal h! en vez h
directamente. En este caso también, el estado adjunto A! resulta absolutamente continuo
a trozos y la informacion sobre las discontinuidades aparcce entre las condiciones de

optimalidad.

Para este problema la idea es la siguiente: la restriccion es
hz,t) =2 —Tpp > 08 > Ty (4.11)
y su derivada temporal primera
h'(z,t) = & = —(r — u). (4.12)

Si la trayectoria de estado, o sea la energia en las baterias, toca la frontera en el instante

t1, entonces z(t;) = Zpmm. Como esta energia no puede bajar de ese valor, para que se

43




Solucidn del problema con restricciones de estado

mantenga sobre la frontera hasta 2, x debe ser constante en el intervalo [¢;, ts]. Debe ser

entonces
R(z,t) =0 h'(z,t) =3 =0& (r—u)=0< Pg=0. (4.13)

En otras palabras, cuando la energia en las baterfas alcanza su minimo valor, éstas no
pueden entregar més potencia, por lo que el control u, que es la potencia entregada por cl
segmento del motor de combustién, debe ser igual a la totalidad de la potencia requerida
T.

En el punto de salida de cste intervalo, debe volver a ser > 1, por lo que se pide

que
E=—(r—u)>0 (4.14)

En [6] analizamos las condiciones de optimalidad bajo este enfoque y mostramos las
dificultades que aparccen a los efectos de hallar la solucién al problema. Especificamente,
es dificil obtener condiciones que definan la magnitud de los saltos que se producen en los
puntos de discontinuidad.

El tercer enfoque para formular las condiciones de optimalidad, cs el llamado “de
adjuncién indirecta con estado adjunto continuo”. Este enfoque es similar al descrito
anteriormente , excepto que en este caso se impone que el estado adjunto, ahora llamado

A, sea continuo.

En este caso el Hamiltoniano se define directamente como
H(z,u,\u,8,0,ji,t) = —fo(u) = Mr —u) + 8(u —U) + H(U ~ u) — ji(r —u) (4.15)

Dctalles sobre esta formulaciones pueden encontrarse en [9]. En la seccién siguiente
mostraremos cémo el enfoque en a) permite, bajo las hipitesis mencionadas en la sec-
cién anterior obtener la solucién completa, incluyendo la descripcién de la evolucién del

multiplicador p.

4.2.3. Relaciones entre los multiplicadores de los distintos mo-
dos de adjuncién

Los estados adjuntos y multiplicadores que aparecen en las distintas formulaciones,
estdn relacionados entre si. En el articulo antes mencionado ([9]) se realiza un pormeno-

rizado andlisis de estas relaciones. Para nuestro problema solamente usarcmos que
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A(t) = Mt) + AD)ha(?) (4.16)
Como en este caso
ha(t) =1 (4.17)
Tenemos que
A(t) = 2t) + i(t) (4.18)

Por lo anterior, es importante notar, que, como se senalé en el capitulo anterior, nuestro
objetivo al resolver las condiciones de optimalidad se centraba en obtener la evolucion
del estado adjunto, ya que este podia interpretarse como el “factor de consumo cquiva-
lente” (factor que penaliza en cada instante a la potencia entregada por las baterias para
dar cuenta del consumo futuro de combustible que implica la utilizacién instantanea de
aquéllas). Esta interpretacién se deriva del hecho de que una de las condiciones de opti-
malidad es la minimizacién del Hamiltoniano (o la maximizacién de su opuesto aditivo),
con respecto a todos los controles admisibles u. Si miramos la expresiéon del Hamiltoniano

cn (4.15), vemos que tanto el estado adjunto A como el multiplicador i son factores que

multiplican la potencia entregada por las baterias r — u. De manera que en la biisqueda
de un factor de consumo equivalente en el caso del problema con restricciones de estado,
pareceria razonable tener en cuenta a la suma de ambos. Esto lo refuerza la relacién men-
cionada en (4.18) ya que en el caso de “adjuncién directa” la potencia entregada por cl
segmento eléctrico aparece solamente afectada por el estado adjunto. De manera que en el
caso de existir restricciones de estado consideraremos esta suma como factor de consumo
equivalente o sea, el estado adjunto A correspondiente al enfoque de “adjuncion directa”

de la restriccién de estado.

4.2.4. Condiciones de optimalidad para el enfoque de adjuncién
directa

Para obtener las condicioncs de optimalidad usamos el teorema que aparece en [9]
con el nimero 4.1 y los comentarios sobre sus diferentes demostraciones alli mencionados.
Presentaremos aqui directamente la aplicacion al caso restringido descripto maés arriba.

El enunciado de problema restringido resulta entonces el siguicnte:
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Hallar v que maximice

T
- / (acu® + bou + co)dt
0

sujeto a
T=—(r—u)
z(0) = =y
z(T) = zp
T 2 Tmin

donde r(t) = Asin(%t) + B.
Un requerimiento del teorema mencionado es que se cumpla la siguiente “calificacién”

de las restricciones:

Tg o =3 (4.19)

-1 0 U—-u 0

Esto es verdadero excepto en los casos anormales en que u, U y U coincidan, que

expresamente excluimos en este ejemplo o que 4 = Upay = U =7 0u=0=U =7r
mientras T = Iy, que dejamos para un andlisis posterior.

Recordemos que el Hamiltoniano y el Lagrangiano en este caso estdn dados por

H(z,u,\t) = —fo(u) — AMr —u) (4.20)

L(z,u, A, 8,0, u,t) = —fo(u) = A(r —u) +8(u —U) + 6(U — u) + p(x — o) (4.21)

Las condiciones de optimalidad resultan

u(t) = arg méax H(x,u, \, t), (4.22)
u€eN
siendo
Oz, t) = {w/U<u<U} (4.23)
Ly =—2acu—~boc+A+8-6=0 (4.24)
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t=—(r—u), z(0)=z, z(T)==zp (4.25)
A=—L, =y, (4.26)
>0, u-U)=0 6>0, 06U —-u)=0 (4.27)
dH
— = H, 4.28
a (4.28)
8,8 y u son continuos a trozos (4.29)
>0, wz—2Tmm) =0 (4.30)
aH _dL_oL
dt dt ot

En el instante final T

)‘(T) = /3 + e Y Z 0, ’}’(SC(T) - xmiu) =0 (431)

donde 3 y vy son pardmetros a determinar.
Para todo 7 en un intervalo frontera o punto de contacto, el estado adjunto A pucde

tener una discontinuidad dada por las siguientes condiciones de salto:

A(TT) = A7) +0(7)
H(r™)=H(7"), n(r) 20, n(7)(€ — Tom)

(4.32)

4.2.5. Solucion

Partiendo del instante final T y suponiendo que z(T") # Zpym tenemos que de (4.31)
resulta que v = 0, A(T") = 3; de (4.30), u(T) = 0. En (¢2, T], como x(t) > T, por (4.30)

u(t)

[

0. (4.33)
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Entonces por (4.26) se ticne que A= —L; = 1 = 0 por lo que ) es constante en este
subintcrvalo, o sea, A = 5.
Como supusimos que en este cjemplo U < u < U, de (4.27), resulta § = § = 0, por lo

que, usando (4.24), se tienc que

L,=-2acu—bo+X=0 (4.34)
Entonces
A—bc
u= S0 (4.35)

rXT=—\Tr—Uu)=—I\r — A:.IZQ
(r=w)=—~{r= 5 (4.36)
=0
con condiciones de borde
Z(l2) = Tmm
(t2) (4.37)
:L‘(T) = ZIT,

se podria obtener el valor de A = 8 en (¢2,7]. Como aiin desconocemos el valor de t,,
necesitamos informacién adicional para obtener el valor del estado adjunto.
En el intervalo (t1,ts], T = T, por lo que £ =0 y por (4.25), u = 7.

De (4.34)
L, = —2acr —bc+ A =0= A(t) = 2acr(t) + bc (4.38)
y usando (4.26)
p=—Ly=—\=—2acr(t). (4.39)
Usando ahora (4.32) resulta que

2acr(ts) + bc = 8+ n(ts)

(4.40)
—acr(t2)* = ber(t2) — co = _ac(éﬁa)z - bC(%;b?c) —cc — B(r(t:) — Bz;?;c)
Despejando 3 de la segunda ecuacién resulta
8 = 2acr(ts) + be. (4.41)
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Esta relacién provee la informacién adicional que juntamente con (4.36) y (4.37) con-
forma un sistema de frontera libre que puede ser resuclto con PASVA4, con t; como un
parametro extra a estimar.

Nétese que de (4.41) y de (4.40) surge que 7(t2) = 0 y por lo tanto A resulta continuo
en ts.

En el intervalo [t, T, el control u resulta entonces constante y

L Alta) —be _

o r(ts). (4.42)

Nétese que el control también es entonces continuo en t; v que la solucién en este
intervalo es independiente de la condicién en el primer intervalo. Se observa también que
en el intervalo [t ts], el estado adjunto evoluciona como una funcién afin de la potencia
requerida 7. En ese intervalo el multiplicador de Lagrange u puede calcularse a partir de
(4.39).

En el intervalo [0,%], se tiene una situacion similar a la del intervalo final. Allf nue-
vamente como T > Imm, 4 = 0, por lo que A=0 y entonces A es constante. Usando
nuevamente (4.34), las ecuaciones dindmicas para el estado y el estado adjunto son como

en (4.36) cambiando solamente las condiciones de contorno que son ahora

#(0) = =0 (4.43)

x(tl) = ZTmin-

Tampoco en este caso se conoce el valor de ¢;, pero usando (4.32) resulta que

- 2 —\_ _ -\
H(ty) = —ao(X522%2) — bo (M0 — cp — A7) (r(ty) — 22be) —

= H(t]) = —acr(t,)? — ber(ty) — co

de donde operando algebraicamente resulta que

A(ty) = 2acr(ty) + be

y en consecuencia A = 2acr(t1) + be, relacién que permite estimar a t; como parametro
adicional juntamente con la resolucién del sistema de ecuaciones diferenciales. Nétese que

nucvamente cl estado adjunto y el control resultan continuos en t;.
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Tabla 4.1

x A U 7

[0,t1] | soluc. de & = —(r — (t1)), 2(0) = To, z(t1) = Tmin | 2acT(t1) + be | 7(t1) 0

(tl, tz] Tmin 2acr(t) + b T —2ac71

(t2,T) | soluc. de & = —(r — u)),z(T) = 27, 2(t2) = Tmm | 2ac7(t2) +bc | T(t2) 0

En sintesis, el estado adjunto, cuya evolucién queriamos conocer pues estd asociada
al factor de consumo equivalente, cs la siguicnte: en los primeros instantes, hasta ¢; toma
un valor constantc que depende de ¢4, el instante en que la restriccién de estado se hace
activa. A partir de ese instante, el estado adjunto evoluciona variando como una funcién
afin de la potencia requerida segin (4.38). Nétese que en este intervalo, sin embargo, el
factor de consumo equivalente no tiene una interpretacién fisica clara, ya que no pudiendo
en ese intervalo el sistema de almacenamiento eléctrico aportar potencia alguna, cs claro
que el control 6ptimo es el Gnico posible, o sea el que indica entregar toda la potencia
requerida desde el segmento del motor de combustién. A partir de ¢, el estado adjunto
permanece nuevamente constante, manteniendo el valor que tiene en t,. Nétese entonces
que los valores del factor de consumo equivalente en este caso dependen fuertemente de
los instantes ¢; y 1.

En la tabla 4.1, se resumen los resultados anteriores. En la figura 4.1 se muestra la
funcién de control obtenida en este caso (linea llena) juntamente con la solucién del mismo
problema obtenida con el algoritmo de programacién dindmica desarrollado previamente
en la tesis de maestrfa [35] (linea punteada). Como se dijo anteriormente, en linea de
trazos gris se presenta la potencia requerida, sinusoidal. Otras dos curvas (punteadas)
presentan las cotas superior e inferior del control que, como se dijo, en este ¢jemplo no
son nunca alcanzadas. La figura 4.2 muestra la evolucién de la energia en las baterias,
o sea, la trayectoria de estado. Los pardmetros usados en este cjemplo se resumen en la
tabla 4.2, y los valores obtenidos para los limites del intervalo frontera, para el estado
adjunto y para el consumo en la tabla 4.3. Obsérvese que la funcién de control toma un
valor constante en el intervalo [0, t1], es igual a la potencia requerida en el intervalo (¢4, 12)
cn que la variable de estado alcanza su cota inferior, y toma un valor constante diferente

en cl intervalo [t2, T'.
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Figura 4.1: Control 6ptimo obtenido usando PASVA4 (linea llena) y usando programacién

dindmica (linea de trazos) en el caso restringido tomado como punto de partida; se indican

también el ciclo de potencia requerida (linea de puntos y rayas) y las cotas del control

(Ifneas punteadas).

Tabla 4.2
yixmax 120 kWs
Znin 10 kWs
Umsx 40 kW
Kmax 30 kW
Ko -30 kW
fe(u) | 0.0476u” + 1.7517u + 3.2738
/B (U) U
T 20 s
Ty =ZT 90 kWs
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Figura 4.2: Trayectoria de estado éptima obtenida usando PASVA4(linea llena) y usando
programacién dindmica (linea de trazos), en el caso restringido tomado como punto de

partida

Tabla 4.3
t 10.5 s
1) 13.0s
A €[0,t) 3.8213
A€ [t2, T 2.6037
consumo | 270.4348 kWs
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Planteo del problema restringido

4.2.6. Condiciones de optimalidad para el enfoque de adjuncién
indirecta con estado adjunto continuo

Presentaremos en esta seccion la derivacién de la misma solucion obtenida en la seccién
anterior usando el enfoque de adjuncién directa. El objetivo es simplemente corroborar
la solucién obtenida previamente y también la relacién entre los multiplicadores senalada
en (4.18). Para obtener las condiciones de optimalidad usamos el teorema que aparece
en [9] con el nimero 7.1, cuya demostracién aparece en las referencias alli mencionadas.
Presentaremos aqui directamente la aplicacién al caso restringido descripto mas arriba.

Un requerimiento de este teorema es que se cumpla la llamada calificacién fuerte de

las restricciones, que en este caso se refiere a que

1 u-U 0 0
rgl -1 0 U-u 0 =3 (4.44)
1 0 0 T — Tmin

Esto es verdadero excepto en los casos anormales en que u, U y U coincidan, que expre-
samente cxcluimos en este ejemplo, o que u = Uy = U =7 0 u = 0 = U = r micntras
T = Tmin-

Las condiciones resultan

u(t) = arg max H(z,u, X\, u, 8,0, i, t), (4.45)
ue
siendo
Qz,t) = {uw/U <u< U} (4.46)
H, =0, (4.47)
z=—(r—u), z(0)=z, z(T)=zr (4.48)
\=-H, =0, (4.49)
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>0, Bu-U)=0, >0, AU —-u)=0

dH

et H
dt ¢

8,0 y Ji son continuos en los intervalos de continuidad de u

ji es continuo toda vez que h' es discontinuo

it es constante en los intervalos en que © > Tpn,

En el instante final T

NT)

l
@

i(T) =0

4.2.7. Solucion

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

Obtendremos la solucién a partir de las condiciones anteriores en el caso restringido

que mencionamos al principio y usando la siguiente condicién que caracteriza los extremos

del intervalo frontera cn que el cstado adjunto cs continuo ([9], Proposicién 4.2.): si la

restriccién es de orden 1, A es continuo en una juntura T si —(r(77) — u(77)) < 0 o

—(r(r*) — u(r*)) > 0. En otras palabras, si la entrada o la salida del intervalo frontera

se producen en forma no tangencial.

Particndo del instante final T, tenemos que de i(T) =0, A(T) = 8. En (¢, T] , como

z(t) > Ty, por (4.55)

54




Planteo del problema restringido

at) =0 (4.58)

Como supusimos que cn cste cjemplo U < u < U, por tratarse de un Hamiltoniano
cuadratico, el maximo tiene que ser interior, por lo que usando (4.45) o (4.47) se tienc

que

H,=—2acu—bc+0—-6+X1=0 (4.59)

Por otra parte, del supuesto U < u < U, por (4.50) resulta § = § = 0 y entonces

= A—=2b
—2acu —bc+A=0=u= < (4.60)
2aC
Resolviendo ahora ¢l sistema
b= —(r—u)=—(r— At
. ( )= (4.61)
A=0
con condiciones de borde
z({ly) = Tmin
(t2) (4.62)

.’L‘(T) = X7,

podemos obtener el valor de A (constante) en (t, T]. Falta aiin conocer el valor de t,.
En el intervalo (t1,t3], £ = T por lo que £ =0y por (4.48, u = 7.

De (4.47)

H, = —2acr —bc+ A+ ji=0= i =2acr +bc— \ (4.63)

Como por (4.49) ) es constante y (en este enfoque) continuo, resulta A(t) = M(t;) = M(tF)

y entonces

i(t) = 2acr(t) + be — A(ta). (4.64)

Si cn ty fuese h!(t) > 0 (salida del intervalo frontera no tangencial), fi resultaria

continuo cn ty:

f(t3) = 0 = 2agr(t2) + be — A(ta), (4.65)
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de donde A(t3) = 2a.r(t;) + be. Como A es continuo y su derivada nula, éste es su valor
cn todo cl intervalo, mientras que en (t1,ts], i = 2ac(r(t) — r(t2))

Si en ty, h1(t4) = 0 resultaria

At2) — be
20,0

— (r(t2) — ( ) =0, (4.66)

y cntonces igualmente A(ty) = 2acr(t) + be.
En [0,,], por la continuidad del estado adjunto se tiene también \(t) = 2acr(t;) +be.
De (4.47), se tiene que

Hu = ——2acu — bc + 2acr(t2) + bc + ﬁ =0 (467)

de donde

Yy i+ 2acr(ta)

2o (4.68)

Nuevamente si h'(t7) < 0, o sea que la salida del intervalo frontera es no tangencial,

ji es continuo en ¢; por lo que
a(ty) = a(t]) = 2ac(r(t:) — r(t2)) (4.69)
y como [ es constante cn este intervalo
E(t) = 2ac(r(ty) — r(t2)). (4.70)

Si en cambio hl(t;) =0

,L_L + 2acr(t2)
2(LC

_ —=2acr(t1) + i+ 2acr(ty)
20,(;

= (r(t1) - ) =0 (4.71)

y entonces también resulta i = 2ac(r(t;) — r(t2)) y cn consccuencia u = r(t).
Para obtener t; resolvemos

T = —(T = T(tl))

- (4.72)
A=0

con condiciones de borde

z(0) = xo
)\(tl) = 2acT‘(t2) + bc

(4.73)

con t; como un parametro desconocido, caracterizado por la condicién z(¢1) = Tmm.
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Tabla 4.4

T A {7 i
[0,24] | soluc. de & = —(r — w), | 2acr(ta) + bc | 7(t1) | 2ac(r(t:) — r(t2))
z(0) = xp, x(t1) =
(t1, 2] T 2acr(ts) +be | T(t) | 2ac(r(t) — r(t2))
(t2, T) | soluc. de & = —(r — w)), | 2acr(t2) + be | r(t2) 0

x(T) =T, iL'(tg) = Tmin

En resumen, las caracteristicas de la solucién se muestran en la tabla 4.4

Obsérvese que el factor de consumo equivalente (que es la suma X + /i), es constante
en el primer intervalo, varia en funcién de la potencia requerida r en el intervalo en que
la encrgia en las baterias alcanza su valor minimo y es constante nuevamente en ¢l dltimo
intervalo, pero con un nuevo valor. El valor en el primer intervalo depende de la condicién
inicial del estado zy, ya que t; depende fuertemente de ese valor, mientras que en el
ultimo intervalo depende de la condicién final, que a su vez condiciona el valor de t,.
Noétese también que estos resultados son coincidentes con los obtenidos con el enfoque de

la seccién anterior.

4.3. Caso restringido con restricciones en el estado y
también en el control

En la seccidén anterior se observa que el estado adjunto en el 1iltimo y primer intervalos
cs una constante. A su vez el control cs constante y tal que la trayectoria del estado
pasa de su valor inicial a su valor minimo permitido y de su valor minimo al valor final
respectivamente. Los valores de cstos controles constantes son respectivamente r(t;) y
r(t2). En el intervalo central ¢l control es independiente del estado adjunto y resulta igual
a la potencia requerida.

En base a esta observacién y a los resultados de la seccién anterior, postulamos que
la solucién al problema con restricciones en el estado y también en el control es similar
a la anterior, con el agregado de las conmutaciones en la funcién de control que se pro-
ducen cuando ésta alcanza las cotas superior o inferior del mismo. En otras palabras, la

solucién es la que se muestra a continuacién, después de consignar, para mayor claridad,
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Solucidn del problema con restricciones de estado

el enunciado del problema.

Hallar u continua a trozos que maximice

T
- /0 fe(u)dt (4.74)
sujeto a
T = —(r(t) —u(t)) Vt € [0,T] (4.75)
Uty < u(t)<U(t) (4.77)
T > Tmin- (4.78)
4.3.1. Soluciéon
En (tz, T]
T=—(r—u)
A=

donde u es ahora

u(t) = ¢ r(ty) siU(t) < r(ty) <UR)

con condiciones de borde

+y
T (t2 ) = Tmin
z(T) = zp
Si conociésemos ty. resolviendo este sistema podriamos obtener el valor constante de

A vy la trayectoria de z. En este intervalo el multiplicador i resulta idénticamente nulo.

En (tl, tg]
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Caso restringido con restricciones en el estado y también en el control

T=0=2=ZTnn
A = 2acr + be
u=rsiU<r<U
Nétese que si 7 > U el problema no tiene solucién, ya que en esta situacién la energia
de las baterias estd en su valor minimo g, y en consecuencia el segmento eléctrico no
puede entregar potencia alguna, mientras que el requerimiento de esta 1ltima es mayor
que la potencia mdxima que puede aportar el segmento del motor de combustién (nétese
que T > U = 7 > Upgy).
Por otra parte si r < U, serfa o bien 1 < r — K4 (imposible pues K4 > 0) o bien
T < 0 lo que implica que w = r < 0, potencia imposible de ser entregada por el segmento
del motor de combustién. De manera que debe ser U < r = u < U por lo que u = r es
un maximo interior de H y entonces H, =0
La expresién (4.32) no cambia respecto del caso sin restricciones en el control ya que

las funciones h y H no cambian, por lo que, igual que en ese caso, resulta

AMt5) = MtT) = 2acr(ts) + be (4.79)

condicién algebraica extra que nos permitira calcular ¢, simultdneamente con la resolucién
de las ccuacioncs diferenciales.

En [Oa tl]

T=—(r—u)

donde

U(®) sir(t) < U()
wt) = r(t) silU(t) <r(t) < U(t)
Ul(t) si U(t) < r(ty)

y t1 es tal que z(t1) = Tmm. En este intervalo

A= 2ac7‘(t1) + bc
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Tabla 4.5
Tomax 120 kWs
ZTmin 10 kWs
Umgx 40 kW
Komax 15 kW
Kmin -15 kW
fo(u) | 0.0476w? + 1.7517u + 3.2738
fB(v) u
T 20 s
Tog = IT 90 kWs

La demostracién de la optimalidad de esta solucién a partir de las condiciones dadas
por el principio del maximo es engorrosa, debido a que deben contemplarse por scparado
cada uno de los casos en que conmuta el control. Para ilustrar su validez, la comparamos
con la solucién discreta, obtenida usando programacion dindmica. Con este fin, tomamos
el mismo cjemplo anterior, pero reduciendo los valores de potencia maxima y minima del
segmento eléctrico. Esto redunda en que se estrecha la franja en la que debe moverse el
control y entonces éste toca efectivamente las cotas superior e inferior. En la figura 77 sc

muestran las curvas obtenidas para el conjunto de parametros indicado en la tabla 4.5.

La curva de linea llena es el control éptimo obtenido, mientras que la curva de trazos
es el control obtenido usando el algoritmo de programacién dindmica. Se senalan en linea
punteada los limites superior e inferior admisibles para el control y en linea de puntos
y rayas el ciclo de potencia requerida. En la figura 4.4 se muestra la trayectoria de es-
tado correspondiente y su comparacién con la obtenida usando programacién dindmica.
Obsérvese que en los intervalos inicial y final, el control es constante excepto cuando al-
canza sus cotas supcrior o inferior cn que sc pega a cllas. En cl intervalo [t;, t5] ¢l control

cs igual a la potencia requerida, de la misma forma que en cl problema anterior.

En lo concerniente a la solucién numérica, la solucién que se muestra en el grafico
se obtuvo utilizando como punto de arranque la solucién de programacion dinamica. El

valor de t; es correctamente estimado ain partiendo de valores iniciales que difieren del
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50 T T ;

u (kW)

-20 : '
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Figura 4.3: (linea llena) y usando programacién dindmica (linea de trazos) en el caso
en que se consideran las restricciones en el control pero no las pérdidas en el segmento

eléctrico; se indican también el ciclo de potencia requerida (linea de puntos y rayas) y las

cotas del control (lineas punteadas).

Tabla 4.6
2 10.9192199 s
to 12.847302 s
A €[0,t) 3.7
X E (t2,T) 2.1
consumo | 279.0412 kWs
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Figura 4.4: Trayectoria de estado 6ptima obtenida usando PASVA4(linea llena) y usando
programacién dindmica (linea de trazos) en el caso en que sc consideran las restricciones

en el control pero no las pérdidas en el segmento eléctrico.
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valor correcto. Cabe mencionar que en este caso el cémputo de los jacobianos necesarios
para usar PASVA4 es engorroso también debido a que éstos presentan discontinuidades

de salto en los puntos en que ¢l control conmuta.

4.4. Caso en que se incluyen las pérdidas en el seg-
mento eléctrico

En forma similar a lo realizado en el capitulo anterior, representaremos aqui las pérdi-
das que se producen en cl segmento eléctrico por una funcién fp que depende de la

potencia entregada por las baterias 7 — u y que toma la forma cuadritica siguiente:
fe(r —u) =ag(r —u)®*+ (r — u)

Para facilidad de la presentaciéon, mantenemos todas las hipétesis simplificatorias mencio-
nadas en la seccién 4.2.1, excepto las nimero 5 y 7. El problema queda entonces planteado
asi

Hallar u continua a trozos que maximice

- /T acu® + bou + ccdt (4.80)
sujeto a
i = —ag(r(t) —u®))? - (r(t) — u(t)) Vt € [0, T] (4.81)
z(0) = =z, z(T)=zp (4.82)
Ut) < u(t) <U®) (4.83)
z > T (4.84)

4.4.1. Condiciones de optimalidad en el enfoque de adjuncién
directa en el caso en que se incluyen pérdidas en el seg-
mento eléctrico

Nuevamente, para definir el Lagrangiano, usamos el enfoque de adjuncién directa.

H(.T,U,)\, t) = -G'CU'Q - bCu —~Cc — A(GB(T - U)2 + (7' - ’U,))
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L(xz,u, ) 0,8, u.t) = —acu? — bou — cc — Mag(r — u)? + (r — u))+
+0(u—U) + 6(U — u) + p(z — Tmin)
La funcién h que define la restriccion de estado (4.3) es nuevamente h(z,t) = £ — Ty,
su derivada respecto de z es hy(z,t) = 1 y su derivada total respecto del ticmpo cs
hl(z,t) = 2 = —(ap(r — u)? + (r — u)).

Las condiciones de optimalidad resultan entonces las siguientes ([9]):

u(t) = argméx H(z,u, A\, 1), (4.85)

u€e)

con Q(t) = {u/U <u< U}

L, = —2acu—bc+2X ag(r—u)+A+0—-6=0

MT)=8+v 720, ¥z(T) - ZTmn) =0
Enr=ty7r=1
AMr7) = A7) +(7)
H(r™)=H(7")
n(r) 20, n(r)(#(7) = Tmm) =0

4.4.2. Solucién del caso que incluye pérdidas en el segmento
eléctrico, cuando el control no alcanza sus cotas

En t = T, suponcmos z(T) # Ty por lo que v = 0 y centonces A\(T) = S. En el

intervalo (¢2, T, £(t) > Zmm entonces 4 = 0 por lo que

A=0
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y entonces ) es constante e igual a 3.
Analizaremos primeramente el caso en que la funcién de control no alcanza nunca sus

cotas superior e inferior. De manera que el méximo en (4.85) es siempre interior, por lo

cual
L, = —2acu(t) — bc + 2 ag(r —u)+ A =0 (4.86)
y cntonces
ol asn
y
=6=0 (4.88)

Entonces si conociésemos %5, bastaria resolver el problema de valores de contorno

= —(ag(r —u(N))? +r —u()))
A=0 (4.89)

I(T) =X, l‘(tg) = Tmin-

Noétese que u depende de A y de r.

En (t1,t2), £ = Zmm, entonces £ = —(ap(r — )2 +r — u) = 0 de donde
1
T=U 0 U=7T+-—
ap

Como ag > 0, r + a—lg > r. Ademis el coeficiente ag cs en general pequenio dado que la
funcién fg que representa las pérdidas en el segmento eléctrico, no se aleja demasiado de
la funcién identidad. De ahi que ﬁ resulte relativamente grande frente a r. Esto permite

descartar la segunda solucién y usar que u = 7. De (4.86)
—2a0T —bo +2Xag(r —r)+A=0 — A=2acr+bc y p=-\=—2acr.

En t,,
Alty) = At3) + n(t2)
H(ty) = H(t3)
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Esto es
2acr(t2) +be =B+ n(ta) = - n(t2) = 2acr(ts) +bc — B
——ac’f‘2(t2) — bc’l’(tz) — Co = ‘—G,Cu2(t-2+) - bc’u(t;—) — Cc (490)
—B(as(r(tz) — u(t3))® + r(t2) — u(ty)).
Como

bC - 2/3(13’!‘@2) — [3
—2ac — 2[3(13

u(td) = (4.91)

reemplazando en la expresién anterior resulta una expresién en 3 a partir de la cual, tras

alguna manipulacién algebraica (ver Apéndice C) se obtiene

ﬂ = 2acr(t2) + bc (492)

por lo que 7(t3) = 0. La expresién (4.92) es la condicién algebraica adicional que nos
permite calcular ¢, al resolver (4.89).

Si reemplazamos 3 en (4.87) resulta que

u— bc — 2(2(107‘(t2) + bc)aBr —_ (2acr(t2) + bc) . 2aCr(t2)aB7‘ + bcaBT + acT(tg)

—2a¢ — 2(20,07"(t2) + bc)aB ac + 2acr(t2)a3 + bcag

lo que muestra que en este caso el control es una funcién afin de la potencia requerida
7(t). Con esta expresién para u estamos en condiciones de resolver el problema de valorces
de contorno dado por (4.89) mds la condicién algebraica adicional (4.92).

En [0,¢;] tenemos nuevamente que £ > Zyg, por lo que 1 = 0. Entonces A=0 por lo
que X resulta constante en el subintervalo. En la suposicién de que el control nunca toca

sus cotas superior e inferior, se tiene que L, = H, = 0, de donde igual que en (¢, T

bc—ZAaBT—/\
U =

. 4.93
—2CI,C — 2)\0,}3 ( )

En ¢4,
A(tr) =A@ +n(t)
= A =2acr(ty) +bc + n(t1)
= n(t1) = A — 2acr(t1) — be
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Caso en que se incluyen las pérdidas en el segmento eléctrico

y

H(ty) = H(t)
—acu?(t7) — bou(ty) — cc — Mag(r(t) — u(ty))” + (r(t) — u(ty))) = —acr?(t1) — bor(ts) —
= —ac(r3(t) — v2(t7)) — bo(r(t) — u(ty)) + Aap(r(t) — u(t)))” + Mr(t) — u(t7)) =0
= [—ac(r(t1) + u(t])) — bc + Aap(r(ty) —u(ty)) + Al(r(t1) — u(t7)) = 0.
Si T(tl) = u(tl_)a

c — 2}\(1,3’7'(t1) - A
—2(1(; — 2/\&3

r(ty) = 2

de donde
~2acr(t1) — 2 apr(t)) = bc — 2 apr(t) — A

= \= 2acT‘(t1) + bc

Si fuese 0 el otro factor de 4.94, tras una cngorrosa manipulacién algebraica (ver Apéndice
C) puede verse que resulta igualmente A = 2acr(t;) + be.
Podemos ahora resolver cl problema de valores de contorno con frontera libre dado
por
z=—ag(r —u(X))2+r—u(})
A=0
z(0) = zo, (1) = Tmin

con la condicién algebraica adicional
A= 2acT(t1) + b(;

que nos permitird determinar ¢;. Obsérvese que también en este subintervalo el control u
resulta una funcién afin de la potencia requerida 7.

La tabla (4.7) resume la evolucién del estado, estado adjunto, control, y multiplicador
de Lagrange en cada subintervalo.

Las figuras 4.5 y 4.6 muestran los resultados obtenidos y su comparacién con los obte-
nidos para el mismo problema usando programacién dindmica. En el ejemplo mostrado en
la figura, se utilizé6 como punto de arranque, la solucién obtenida en el caso en que no se
consideran las pérdidas eléctricas, tratado en la seccién 4.3. Los pardmetros usados para
estas figuras son los consignados en la tabla 4.8 y el resto de los resultados se muestran

cn la tabla 4.9
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Solucién del problema con restricciones de estado

Tabla 4.7
z A U 7
[0,t1] | soluc. de & = —(r — u) | 2a¢r(t1) + be % 0
z(0) = 20, 2(t1) = Tmin
(t1, 2] Tmin 2a¢7(t) + be r —2a07
(t2, T | soluc. de £ = —(r — u)) | 2acr(t2) + bc % 0

2(T) = zpr,z(t2) = Tmin

Tabla 4.8
Tméx 120 kWs
Zmin 10 kWs
Uméax 40 kW
Kinix 15 kW
Ko -15 kW
fe(u) | 0.0476u? + 1.7517u + 3.2738
fB(w) 0.0093(r — u)? + (r — u)
T 20 s
Tg = T 90 kWs
Tabla 4.9
t 11.25641 s
to 12.2792698 s
A €[0,t1) 3.4
A E [ty, T 2.5
consumo | 279.2984 kWs
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Caso en que se incluyen las pérdidas en el segmento eléctrico

u (kW)

50 — T T
40+ D NS, -
N ’ ‘N
’ RN
30 = - \,: :' b

20

10

AT R A A 4 ) 1

i i i

5 10 15 20
t (sec)

Figura 4.5: Control éptimo obtenido usando PASVA4 (linea llena) y usando programacion

dindmica (puntos discretos) en el caso en que se incluyen las pérdidas eléctricas pero el

control no alcanza sus cotas; se indican también el ciclo de potencia requerida (linea de

puntos y rayas) y las cotas del control (lineas punteadas).
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Solucién del problema con restricciones de estado

100
90
80
70
60

50

x ( kWsec )

40

30

20

10

0 5 10
t(sec)

Figura 4.6: Trayectoria de estado 6ptima obtenida usando PASVA4 (linea llena) y usan-
do programacién dindmica (linea de puntos discretos) en el caso en que se incluyen las

pérdidas eléctricas pero el control no alcanza sus cotas.
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Caso en que se incluyen las pérdidas en el segmento eléctrico

4.4.3. Solucién en el caso en el que se consideran las pérdidas
eléctricas y el control alcanza las cotas

Tal como se procedid en el caso en que no se consideraron las pérdidas eléctricas, en el
caso cn que el control toca efectivamente las cotas impucstas, planteamos directamente la
solucién por analogfa a la solucién obtenida en el caso de la seccién anterior. Procedemos
de esta manera ya que la derivacién de la solucién a partir de las condiciones de optima-
lidad en esta situacién se vuelve muy engorrosa debido a las sucesivas conmutaciones que
se producen en el control maximizante definido en (4.85), cuando las restricciones sobre él
sc hacen activas, lo que obliga a analizar scparadamente cada situacién. Validamos nues-
tra solucién mediante la comparacién con los resultados que para el mismo caso fueron
obtenidos usando programacién dindmica (Figuras 4.7 y 4.8).

Postulamos entonces que, con el mismo razonamiento que seguimos en la seccién an-

terior, en (to, T €l control que satisface (4.85) es en este caso

U si bo+ )\aBT!t! A U

- —2ac+2iap -

u(t) — bo+2Xapr(t)—X si U< bc+2/\a3r!t!—/\ S U (495)

—2ac+2hap - — —2ac+2Xap

i si [ < betRaprt)-)

—2ac+2X\aB

de donde el estado y el estado adjunto evolucionan nuevamente segin (4.89). Nuevamente
resolvemos este sistema con £, como parametro adicional a ser estimado conjuntamente,

mediante el agregado de la condicién algebraica

/\(t;') = 2acT(t2) + bc.

En [t1,1,], nuevamente u = 7, T = Tmp ¥ A = 2a¢7(t) + be. Si en algiin ¢t de este
intervalo v = r > U 6 u = r < U el problema no tiene solucién por el mismo razonamiento
consignado en la seccion (4.3).

En [0,t;), u cs nuevamente como en (4.95), de donde de resolver el sistema en (4.89)
pcro con condiciones de borde z(0) = zp,z(¢1) = Zmm y con la condicién algebraica
adicional A(t]) = 2acr(t;) + be, resulta que X es idénticamente igual a este 1iltimo valor.

Las figuras 4.7 y 4.8 comparan los resultados anteriores con la solucién de programacién
dindmica. Nuevamente en este caso tenemos que X resulta continuo, constante cuando la

restriccién de estado no es activa y una funcién afin de la potencia requerida, cuando la
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Solucidn del problema con restricciones de estado

50 ‘\\1I T T T

power(kW)

5 10 15 20
t(sec)

Figura 4.7: Control éptimo obtenido usando PASVA4 (linea llena) y usando programacién
dindmica (puntos discretos) en el caso en que se incluyen las pérdidas eléctricas y el
control alcanza cfectivamente las cotas impuestas; se indican también el ciclo de potencia

requerida (Iinea de puntos y rayas) y las cotas del control (lineas punteadas).

restriccion de estado es activa. Los pardmetros usados en este caso son los consignados
en la tabla 4.8 y los valores obtenidos para el estado adjunto, los tiempos de entrada y

salida del intervalo frontera y el consumo, se consignan en la tabla 4.10.

Hasta aquf hemos extendido la solucién al problema més general eliminando las hipdte-
sis simplificatorias 5 y 7. En otras palabras, tenemos resuelto el problema enunciado en
(4.80)-(4.84). En el apéndice B incluimos la derivacién de la solucién para este mismo
caso usando el enfoque de adjuncién indirecta con estado adjunto continuo, que conduce

a idénticos resultados.

Para la resolucién numeérica del problema usando PASVA4, se tomaron como puntos
de arranque la solucion del problema donde se descartan las pérdidas eléctricas descripto

en la seccion anterior y la solucién del problema con pérdidas eléctricas pero sin restric-
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Caso en que se incluyen las pérdidas en el segmento eléctrico

energy(kWsec)

10

0 5 10
t(sec)

Figura 4.8: Trayectoria de estado 6ptima obtenida usando PASVA4 (linea llena) y usan-
do programacién dindmica (linea de puntos discretos) en el caso en que se incluyen las

pérdidas eléctricas y el control alcanza efectivamente las cotas impuestas.

Tabla 4.10
t 11.4540428 s
to 12.2760209 s
A €[0,t) 3.2
A€ [t2, T 2.5
consumo | 279.7097 kWs
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Solucidn del problema con restricciones de estado

Detemino la trayectoria resultante de tomar u=0, 2 =1

L1

Resuelvo problema  Sin pérdidas eléctricas
Sin restricdones de estado

L

Resuelvo problema  Con pérdidas eléctricas
Sin restricdones de estado

L1

Resuelvo problema  Con pérdidas eléctricas
Con restricciones de estado

Figura 4.9: Sccuencia para obtener puntos de arranque.

cioén de estado tratado en el capitulo anterior. En ambos casos la solucién dié los mismos
resultados, que son los que aparecen en la figura . Como se dijo en el capitulo anterior,
el problema con pérdidas eléctricas sin restricciones de estado puede resolverse numéri-
camente usando como punto de arranque la solucién del problema sin pérdidas eléctricas
y sin restricciones de cstado, la que a su vez puede ser obtenida usando como punto
de arranque la trayectoria de estado correspondiente al modo de operacién puramente
eléctrico (u = 0) y cualquier valor de arranque para el estado adjunto, por cjemplo A = 1.

Por consiguiente, para lograr convergencia podria llegar a ser necesario resolver suce-

sivamente los tres problemas segun el esquema de la figura 4.9:

4.5. Caso en que r(t) proviene de un ciclo normaliza-
do de velocidad

Hasta aqui hemos considerado que disponemos de una expresién analitica para la po-
tencia requerida r(t). Para extender los resultados a los casos en que la potencia requerida
es el resultado de aplicar un modelo de la dinamica inversa del vehiculo a un ciclo de velo-
cidad estandarizado, se necesita modificar el software desarrollado de dos maneras. Por un
lado se requiere usar una forma numérica de computar la derivada temporal de r(t), que

aparcce en los jacobianos usados por PASVA4. En scgundo lugar, como PASVA4 adccua

74




Caso en que r(t) proviene de un ciclo normalizado de velocidad

Tabla 4.11
t1 11.4540083 s
to 12.2760177 s
A€ (0,t) 3.2
A€ [ty, T) 2.5
consumo | 279.7103 kWs

el paso temporal para mantener controlado el error, se necesita la incorporacién de algiin
algoritmo de interpolacién para la evaluacion de esa funcién en puntos intermedios. Estas

dos modificaciones son tratadas en las secciones subsiguientes.

4.5.1. Cémputo de r'(t) en forma numérica

En esta seccién se muestran los resultados obtenidos eliminando la suposicién 9 reali-
zada al principio del capitulo. En este caso, en los jacobianos necesarios para usar PASVA4
en que aparece 7'(t) se reemplazé el computo realizado con la férmula analitica por di-
ferencias finitas. Se utilizaron para ello diferencias hacia adelante y diferencias centrales,
dando estas ultimas resultados practicamente iguales a los obtenidos anteriormente, como
puede verse en las figuras 4.10 y 4.11 y en los valores de la tabla 4.11.

En este punto merece observarse que PASVA4 precisa calcular las derivadas temporales
de las funciones U y U. Estas derivadas presentan discontinuidades de salto dado que U
y U tienen puntos angulosos cada vez que la funcién de control alcanza su cota superior
o inferior como puede verse en las figuras. Sin embargo, como se dijo, los resultados
practicamente no variaron. El punto de arranque para resolver el PVC fue el mismo que

se tomd en la seccion anterior.

4.5.2. Interpolacién de r(t)

En esta seccién se muestran los resultados de resolver el problema eliminando la res-
triccién que al principio del capitulo, en la seccién 4.2.1 numeramos como 8. Para probar
estos algoritmos tendientes al gerenciamiento de energia en vehiculos, suelen usarse ciclos

de potencia requerida correspondientes a ciclos de velocidad normalizados, por lo que la
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Solucién del problema con restricciones de estado

50 - :
:

power(kW)

0 5 10 15 20
t(sec)

Figura 4.10: Control éptimo obtenido usando PASVA4 (linea llena) y usando programa-
cién dindmica (puntos discretos) en el caso en que se incluyen las pérdidas eléctricas, el
control alcanza efectivamente las cotas impuestas y los jacobianos se calculan por diferen-
cias centradas. Se indican también el ciclo de potencia requerida (linea de puntos y rayas)

y las cotas del control (lineas punteadas).
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Caso en que r(t) proviene de un ciclo normalizado de velocidad

100 — T

energy(kWsec)

0 5 10
t(sec)

Figura 4.11: Trayectoria de estado éptima obtenida usando PASVA4 (linea llena) y usan-
do programacién dindmica (linea de puntos discretos) en el caso en que se incluyen las
pérdidas eléctricas, el control alcanza efectivamente las cotas impuestas y los jacobianos

se calculan por diferencias centradas.
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50 T ¥ T

40 “|||IIII_I/‘IU—I(—II>\I|IIIII, .

power(kW)

0 5 10 15 20
t(sec)

Figura 4.12: Control éptimo obtenido usando PASVA4 (linea llena) y usando programa-
cién dindmica (puntos discretos) en el caso en que se incluyen las pérdidas eléctricas. el
control alcanza cfectivamente las cotas impuestas, los jacobianos se calculan por diferen-
cias centradas y la potencia requerida viene dada por una tabla de valores. Sc indican
también el ciclo de potencia requerida (linea de puntos y rayas) y las cotas del control

(lineas punteadas).

funcién 7(t) pucde venir dada por una tabla. Como PASVA4 adccua cl paso temporal para
mantener controlado el error, se necesita la incorporacién de algin algoritmo de interpo-
lacién para la evaluacién de esa funcién en puntos intermedios. Se incorporé entonces a
este fin una rutina de interpolacién lineal. Las figuras 4.12 y 4.13 muestran los resultados

obtenidos cn este caso.

4.6. Caso en que fc 'y fp no son cuadraticas

En esta seccién eliminamos las hipdtesis sobre la forina de las funciones f¢ y fB, que

fue enumerada al principio del capitulo como 6).
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Caso en que fc y fp no son cuadrdticas

100 i T T

energy(kWsec)

5 10 15 20
t(sec)

Figura 4.13: Trayectoria de estado éptima obtenida usando PASVA4 (linea llena) y usan-
do programacién dindmica (linea de puntos discretos) en el caso en que se incluyen las
pérdidas eléctricas, el control alcanza efectivamente las cotas impuestas, los jacobianos se
calculan por diferencias centradas y la potencia requerida viene dada por una tabla de

valores.
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Solucidn del problema con restricciones de estado

Para mayor claridad, repetiremos aqui el planteo del problema y consignaremos el

Hamiltoniano, el Lagrangiano y las condiciones de optimalidad.

4.6.1. Planteo del problema

Hallar u continua a trozos tal que mazimice

T
/—fc(u)du

sujeto a

£ =—fp(r—u), z(0) ==z, =z(T)=2zr
U<r<U

x Z Tmin

El Hamiltoniano se define como
H(z,u, A t) = = fo(u) = Afp(r —u)
y el Lagrangiano, segin el enfoque de adjuncién directa
L(z,u, A\, 0,0, 1) = —fo(u) = Mfa(r —u) + 0(u— U) + 00 — u) + p(z — Traqn)
4.6.2. Condiciones de optimalidad
Las condiciones de optimalidad resultan entonces

u(t) = argméx H(x, u, A\, t),
ue}

donde O = u/U <u < U,

L,=—%E| 4 \@¢) 40 +0-6=0 (4.96)

z=—fp(r—u), z(0) =z, z(T)=2zr

).\:'“H:c:—/*‘
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Caso en que fo y fg no son cuadréticas

>0, u-U)=0 86>0, 80U ~-u)=0 (4.97)

2 > O; ,LL(SL‘ - mml’n) =0

dH _dl, _ 9L
dt  dt  dt

AMTT)=8+~

¥>0, V(T — Zpin) =0 (4.98)

Para todo 7 en un intervalo frontera o instante de entrada o salida de un intervalo frontera,

A puede tener una discontinuidad dada por las siguientes condiciones de salto

A7) = ArT) +0(7)

(4.99)
H(r™) = H(r%), n(r) 20, n(7)(z(7) — Zmim) =0

4.6.3. Solucién

La derivacién de la solucién es completamente anéloga a la de los casos anteriores.
Partiendo del instante final se tiene que suponiendo z(T) # Zmm debe ser, por (4.98),
v = 0 y entonces A(T™) = . En el intervalo (#2,7], £ > Zmm, por lo que p = 0y

en consecuencia A = 3. En este intervalo  u(t) = argmdéx H = u(f8). Nuevamente si
uE)

conociésemos tq, el valor de f3, es decir de A, resultaria de resolver el sistema de ecuaciones

diferenciales

A=0

(4.100)

con condiciones de borde z(t]) = Zmm y (T) = zr v donde la accién de control u es de

la forma

U stu<U

u=1< u(t,A) siU<u<U (4.101)
U siU < u.




Solucién del problema con restricciones de estado

lo que resulta de 4.97 y de resolver (4.96) para wu(t,)). Sin embargo se necesita una
ecuacién adicional pues no se conoce to.

En cl intervalo (¢1,%3), £ = Zmm, por lo que £ = 0 y entonces —fg(r — u) = 0. Es
razonable suponer que fg tiene una forma tal que fg(0) = 0. Esto implica que u = r en

este intervalo. Por (4.99), para 7 = t, se tiene que

Aty) = B +n(tz)
—fe(r(ta)) = —fo(u(ts)) — Bfa(r(t) — u(t3))-

Esta 1ltima ecuacién relaciona S con t; y constituye entonces una ecuacién adicional

(4.102)

que permite resolver cl problema de valores de frontera libre dado por (4.100) y hallar
simultdneamente el valor de t,. Nétese que 8 = A(t;) y que u(tS) depende de este valor.
Por otra parte, en (t1,:), con el mismo razonamiento usado en los casos anteriores,

L,=0y8=60=0, esto es

dfc(s) dfg(s) d(r — u) dfc dfp
- — At = - A(t =
ds |,._, ®) ds |,_,_, du ds |,_, A0 ds |, 0
donde con 2f¢(2) C(s) y df = (s) indicamos la derivada de f¢ y fp respecto de su variable respec-
tivamente. De aqui resulta que
_I_
)\(t) - S _ds ls=r (4.103)
ds s=0
cn todo el intervalo (q,%3) v también en ¢; . Reemplazando el valor de
id& (¢2)
- s ls=r(t
ds 15=0
en (4.102), se obtiene 7(ty). Como A = —pu, p =- Le s=0)~1 %ég T
Anélogamente en t;, de las condiciones (4.99) resulta
MET) = A(ET) + n(t)
H(ty) = H(t}),
o0 sea
dfc(S)
Mty) = T S+ (t)
s=0 (4.105)

—folu(ty)) = Aty fe(r(t) — u(ty, A(#))) = —fe(r(t)) — (tT)fB(T(tl)v—U(tI“))-

0
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Caso en que fo vy fz no son cuadriticas

En el intervalo [0, t;), nuevamente z > Zp,, por lo que p = 0y entonces \ es constante.
Particularmente A = A(¢]). Entonces igual que en (%2, 7] podemos expresar la accién de

control u en funcién de A(t7), usando

dfc(s) -\ dB(s) -
— + A(ty) 222 =0
ds s=u(ty) ( ! ) ds s=r(ty)~u(t; )

de donde resulta una expresién similar a (4.101).

Uniendo (4.105) al sistema diferencial

z = —fp(r(t) — u(t,\)
A=0 (4.106)

z(0) = zo, z(t1) = Tmin
resulta un problema de condiciones de contorno con frontera libre que puede resolverse
usando PASVA4, obteniéndose conjuntamente el valor desconocido de ;.

Nétese que
u(ty, Aty)) = r(t)

es siempre solucién de la segunda ecuacién en (4.105). Nétese también que hemos usado
que dfc(s)/ds y dfs(s)/ds existen, lo que implica que si las funciones de eficiencia vienen
dadas por una tabla de valores, deben usarse aproximaciones con esa suavidad. Hemos
usado ademés que dfg(s)/ds es, en s = 0, distinta de 0 (en nuestra aproximacién con
cuadréticas esta derivada tomaba el valor 1 en el 0).

De (4.105) tenemos que

dfg(-ﬁ) dfg(S)
S ls=u(t] A(t])) S ls=r(t1)
) = ULl 1 i
) = 2 dfps)
a5 | smr(ty)~ults Aty ) a5 {s=0

que resulta 0 si u(t], A(t;)) = r(t1), con lo que resulta que el estado adjunto A no presenta

salto y es por lo tanto continuo en ;.

Resumimos los resultados obtenidos en la tabla 4.12 donde f(s) indica df;gs), para

a=C,By f&(s) indica f%l.

En cuanto al control u(t, ), se obtiene de (4.96). Si no puede expresarse explicitamente
en funcién de A como en los casos anteriores, puede intentarse efectuar una minimizacién
numeérica en cada instante para el valor corriente de A, como se explica en lo que sigue.
Nétese que el PVC en (4.106) es en realidad un sistema algebraico-diferencial por lo que

la resolucién puede presentar severas dificultades ([14]).
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Solucién del problema con restricciones de estado

Tabla 4.12
z, A y t; solucion de A u 7
z = —fg(r —u(t,A))
A=0
[0, 1] z(0) =zo, z(t1) = Tmin E% arggr;f;(ﬁH 0
—fo(u(ty)) — A1) fa(r(t) — u(ty)) = (4.101)
= —fc(r(t1))
(t1,to] Tmin fo(r())/F5(0) r -fo(r(t))7/ f5(0)
z = —fg(r —u(t,\))
A=0
(t2, T z(T) =z, z(t2) = Tmm ﬁi_(f%%g%)()T""))- argggé;cﬁH 0
~Jelrita)) = (1101)
= —fo(u(ty) + Mt3) fa(r(tz) — u(t3))

Para realizar la minimizacién numérica, realizamos una prueba con MINOS 5.4, una
conocida herramienta computacional desarrollada en lenguaje FORTRAN dischada en
realidad para resolver problemas de optimizacién no-lineal de gran escala con restricciones
[36, 37]. En este caso, no hace falta usar muchas de las facilidades que esta herramienta
ofrece, sino solamente su capacidad para resolver problemas en recintos acotados, en este
caso, el conjunto Q = {u/U < u < U}.

El interés en utilizar una herramienta numdrica en esta maximizacién radica en la
intencién de eliminar la suposicién 6, acerca de la forma cuadritica de la funcién fg y
también la suposicién adicional introducida en la seccién (4.4) accrca de la misma forma
cuadritica de la funcién fe. Si estas funciones son cuadraticas, el Hamiltoniano resulta
cuadratico en u por lo que es facil expresar el maximo que serd el que satisface H, = 0, si
es interior a (2, o alguno de los extremos en caso contrario. Ademads este miximo es uinico
pues H, es lineal, lo que facilita la programacién. Esta suposiciéon nos ha permitido en
los casos anteriores expresar el control minimizante u en funcién del estado y el estado
adjunto, para luego proceder a resolver un PVC con una frontera libre en cstas variables.

La idea era la siguiente: si no pudiese expresarse explicitamente el control u en funcién
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del estado y el estado adjunto, se puede igualmente obtener el control w minimizando
el Hamiltoniano en cada instante ¢ para los valores corrientes de A(t) y z(t) en forma

numérica y utilizarlo en cada iteracién del resolvedor del PVC.

Claramente no es necesario utilizar una herramienta tan poderosa como MINOS para
este fin. Fue elegida sencillamente por la familiaridad que tenfa con su uso, resultante de
trabajos anteriores ([34]). MINOS tienc la facilidad de permitir su uso como subrutina
FORTRAN 77 (subrutina MINOSS). De esta forma la rutina que evalia el lado derecho
del PVC a resolver (subrutina F de PASVA4), llama cada vez a la subrutina MINOSS

para obtener el valor de u. Al usar MINOS se abren muchas posibilidades, tendientes a

eliminar la suposicién 6. En primer lugar, podemos relajarla suponiendo nada més que fc
vy fB son representables por alguna expresién analitica cualquiera con la Unica condicién
que el Hamiltoniano resulte suave y convexo. Por ejemplo, si estas funciones viniesen
dadas por tablas como es usual, supongamos que podemos representarlas por expresiones
analiticas ajustadas a ellas por cuadrados minimos o por alguna forma de interpolacién.
De esta forma, en un primer ensayo y con el objeto de testear cl software implementado
para el algoritmo propuesto, utilizamos las mismas cuadriticas ya usadas, reemplazando
solamente el computo analitico de u por el computado por MINOS. Los resultados se

presentan en las figuras 4.14 y 4.15.

MINOS necesita el gradiente de la funcién objetivo, en este caso, el Hamiltoniano, el

que puede ser provisto por el usuario o en caso contrario, puede ser computado numéri-

camente en forma automatica. Para los resultados de la figura anterior, este gradiente fue
provisto por el usuario. No conseguimos convergencia cuando intentamos que el mismo
fuese computado numéricamente por MINOS.

Otro problema maés profundo que surge si se quiere usar una herramienta numérica
para calcular el control maximizante, aparece cuando se necesita calcular el jacobiano del
lado derecho de las ccuaciones diferenciales, donde aparece el control u que es funcién de
uno de los cstados: cl estado adjunto A. Claramente el jacobiano incluye la derivada de
u respecto de A por lo que habria que encontrar una forma de calcularla numéricamente.
Sin embargo, el diseio de PASVA4 no permite disponer més que del valor corriente de
los estados. La herramienta de minimizacién sélo evalia el control maximizante u para
cada instante del tiempo y sélo para ¢l valor corriente del estado adjunto X. En ¢l caso

cuyos resultados se muestran en las figuras anteriores, si bien se calculé el valor de u

85




Solucién del problema con restricciones de estado
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Figura 4.14: Control éptimo obtenido usando PASVAA4 (linea llena) y usando programa-
cién dindmica (puntos discretos) en el mismo caso de la figura 4.12 pero con el control
maximizante calculado por MINOS 5.4. Se indican también el ciclo de potencia requerida

(linea de puntos y rayas) y las cotas del control (lineas puntcadas).
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Figura 4.15: Trayectoria de estado éptima obtenida usando PASVA4 (linea llena) y usando
programacion dindmica (linea de puntos discretos) en el mismo caso de la figura 4.13 pero

con el control maximizante calculado por MINOS 5.4.
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minimizando el Hamiltoniano mediante MINOS 5.4, los jacobianos se calcularon a partir
de la expresién explicita de © en funcién de A (4.95).

Tal como se consigna en el parrafo anterior, podrian estudiarse numecrosas variantcs
cxplotando las diferentes opciones que ofrece MINOS para su uso. La necesidad de analizar
una u otra opcién dependera en cada caso de las funciones fg y fe¢ por lo que, habiendo

mostrado la posibilidad de la propuesta, no avanzaremos mas alld con este tema ahora.

4.7. Caso en que la restriccion de estado se hace ac-
tiva mas de una vez

En esta seccién, analizamos la posibilidad de eliminar los supuestos que se realizaron
al principio del capitulo, numerados como 2) y 3). Para ello consideramos la siguiente
idea: si el software puede calcular los tiempos de inicio y finalizacién del intervalo frontera
t1 y t2, podria indicdrsele un conjunto de subintervalos “posibles”. Si los instantes de
entrada y salida del intervalo resultaran coincidentes (¢; = t), esto significarfa que en
realidad ese subintervalo no era en realidad uno en que la restriccién fuese activa sino uno
ficticio. Con este objetivo, realizamos una primera prueba, bajando el valor de la cota
inferior del estado a un valor tal que no fuese alcanzada durante ¢l ciclo. Efectivamente,
el software calculé valores para t; y {3 que diferfan en un valor igual al paso temporal de la
solucién final (recuérdese que PASVA4 recalcula la malla para controlar el error global).

Los resultados se muestran en las figuras 4.16 y 4.17.

4.8. Ejemplo de aplicacién sobre un ciclo normaliza-
do

En esta seccién ejemplificamos los resultados usando los datos de potencia requerida
obtenidos a partir de aplicar el modelo de dindamica longitudinal inversa del vehiculo
eléctrico en desarrollo en el Grupo de Electrénica Aplicada, con el perfil de velocidad de
un ciclo normalizado. En este caso consideramos cl ciclo US-EPA-Highway Fuel Economy
Test, dado que el ciclo normalizado Europco que utilizamos en el capitulo anterior, no
permite ilustrar el caso en que la restriccién de estado alcanza su cota inferior. El ciclo
fue escalado para adecuarlo a las capacidades del vehiculo. La figura 4.18 muestra en

lfnea de rayas la potencia requerida por el vehiculo con los pardmetros de la tabla 4.13
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Figura 4.16: Control 6ptimo obtenido usando PASVA4 (linea llena). Se indican también

el ciclo de potencia requerida (linea de rayas) y las cotas del control (lineas punteadas).
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100 T 1 L]
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Figura 4.17: Trayectoria de estado éptima obtenida usando PASVA4 (Iinea llena) y usando

programacién dindmica (linea de puntos discretos) en el mismo caso de la figura 4.13.
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Tabla 4.13
Tmsx 0.1389 kWh
Znin 0.1 kWh
Umax 15 kW
Knax 6 kW
Kinin -6 kW

fo(u) | 0.0476u* + 1.7517u + 3.2738
IB(u) 0.0684(r — u)® + (r — u)

T 765 s
To =TT 0.1111 kWh
Tabla 4.14
t1 720.337507 s
ty 727.994241 s
A €]0,t) 1.913

A€ [t2, T 1.851
consumo | 1.4183 kWh

para cumplir el ciclo de velocidad y en linea llena el control 6ptimo obtenido. Se sefialan
ademas, con linea de circulos, el control éptimo obtenido para la misma situacién usando
programacion dinamica. Se indican también, con linea de puntos, las funciones que acotan
el control U y U. La figura 4.19 muestra las correspondientes trayectorias de estado. En
la tabla 4.14 se consignan los valores constantes del estado adjunto A en los intervalos
anterior y posterior al intervalo frontera, los instantes de entrada y salida del mismo y el

consumo minimo resultante en kWh.

4.9, Conclusiones

En este capitulo hemos analizado la forma de obtener la evolucién del estado adjunto

cuando el estado tiene restricciones que devienen activas en el intervalo de interés. Debido
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Figura 4.18: Control éptimo obtenido usando PASVA4 (linea llena) y usando programa-
cién dindmica(puntos discretos) para el ciclo US-EPA-Highway Fucl Economy Test. Sc
indican también el ciclo de potencia requerida (linea de rayas) y las cotas del control

(lineas punteadas).
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Figura 4.19: Trayectoria de estado 6ptima obtenida usando PASVA4 (linea llena) y usando

programacién dindmica (linea de puntos discretos) en el mismo caso de la figura 4.18.
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a que a la entrada o salida del intervalo en que la restriccién de estado es activa el estado
adjunto puecde presentar discontinuidades de salto, se consideraron las diferentes formas
de adjuntar la restriccidn de estado al Hamiltoniano analizadas en el articulo de revisién
[9]. Las formas de adjuncién directa e indirecta con estado adjunto continuo permitie-
ron determinar la evolucién completa del estado adjunto y de los multiplicadores en el
intervalo, dando resultados coincidentes entre si y con las soluciones obtcnidas mediante
el enfoque de programacién dindmica anteriormente utilizado. Si las aproximaciones de
las funciones de eficiencia son suaves, el estado adjunto resulta continuo en los extremos
del intervalo frontera. Més adn los valores del estado adjunto dependen de las propias
funciones de eficiencia y del valor del requerimiento de potencia en ¢l instante de entrada
y salida dcl intervalo frontera. Asimismo en cl intervalo frontera, el estado adjunto varia
en funcién de la potencia requerida.

El anélisis de las diferentes formas de adjuntar la restriccién de estado al Hamitoniano
conduce a pensar que es el estado adjunto correspondiente a la forma de adjuncién di-
recta (que aqui denominamos M) el representante mdas adecuado del factor de consumo
cquivalente buscado.

Consideramos que este andlisis constituye un aporte al conocimiento de la evolucién
temporal de este factor que contribuird a superar los cémputos por prucba y error del
mismo que hemos encontrado en la bibliograffa ([11], [13], [5]).

El software desarrollado implementa un algoritmo en el que se resuelve iterativamente
el problema de minimizacién del Hamiltoniano mediante una herramienta de programa-
cién no lineal general y luego se resuelve un problema de valores de contorno mediante
PASVAA4. Si bien no podemos asegurar a priori la convergencia a la solucién, la experien-
cia ganada permitird la extensién de este enfoque a otros problemas de control 6ptimo
que, a través de las condiciones de optimalidad dadas por el Principio del Maximo de

Pontryagin, resultan cn sistemas algebraico-diferenciales similares.
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Capitulo 5

Algoritmos implementables en
tiempo real

5.1. Algoritmo con horizonte deslizante

En esta seccién proponemos un algoritmo basado en la idea conocida como “horizonte
deslizante” ([38]). En lineas generales, éste consiste en obtener la accién de control re-
solviendo en cada instanfe un problema de control éptimo a lazo abierto, con horizonte
futuro finito, usando el estado actual como estado inicial. Basandose en las mediciones
obtenidas en un instante ¢, el controlador predice el comportamiento dindmico futuro del
sistema en un horizonte de prediccién T, y determina, sobre un intervalo a controlar T,
t < T; < Tp, la funcién de control que minimiza el funcional objetivo a lazo abierto. Si
no hubiese perturbaciones y se conociera exactamente el modelo de la planta (que en este
caso implica fundamentalmente conocer la potencia requerida), podria usarse la funcién
de control hallada para cualquier tiempo posterior. Sin embargo, como eso no ocurre,
se necesita incorporar algiin mecanismo de realimentacién. Para cllo, el control a lazo
abierto obtenido se aplica solamente hasta que se disponga de una nueva medicién del
estado. En ese instante, se reinicia todo el procedimiento (prediccién y optimizacién) para
encontrar una nueva funcién de control minimizante, con ésta y el horizonte moviéndose
hacia delante.

En este problema particular, hemos utilizado una modificacién de esta idea, en un
esquema inspirado en el presentado en [19]. Como se dijo, la resolucién del problema
de control 6ptimo presentado en los capitulos anteriores, se basa en el conocimiento de
la potencia requerida r(t) en todo el intervalo [0, 7). En este esquema cste conocimicnto
serd reemplazado en los instantes futuros por una prediccién. Esta se basaré en la hipétesis
de que las condiciones de conduccién no variaran sustancialmente en un intervalo futuro
pequeno, por lo que los requerimientos de potencia anteriores inmediatos se usardn para
la prediccién. El problema de control a lazo abierto se resolvera para cada instante ¢ en un

intervalo deslizante [t — Ac, £] J[t, t + Ap], compuesto por la unién de dos partes: una en el
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pasado donde la potencia requerida es conocida y una parte en cl futuro, donde los valores
de potencia son predichos. El control obtenido para todo cl intervalo [t — Ac,t + Ap] se
aplica solamente en el instante presente ¢ y luego se reinicia el procedimiento, corriendo
este intervalo hacia adelante.

El enfoque de horizonte deslizante permite la consideracién de restriccionces cn la fun-
cién de control y en los estados. Sin embargo, dado que en general la evolucién predicha
posiblemente difiera del comportamiento a lazo cerrado, hay que analizar la estabilidad
del sistema a lazo cerrado. En este sentido, la imposicién de una condicién terminal fija
al problema contribuye a la buscada estabilidad ([39]). En este problema, esta restriccién
corresponde a imponer un valor final al estado de carga de las baterias. Como en el caso
del algoritmo basado en el factor de consumo equivalente descripto en el capitulo 3, la
eleccion de la condicién final es arbitraria y depende del modo de operacién elegido para
el vehiculo. Por ello elegimos en principio, una operacién del vehiculo con “mantenimiento
de carga”.

Es claro que este enfoque requiere que el cémputo del control pueda realizarse en un
tiempo razonable comparado con la dindmica de la planta, ya que sc nccesita resolver
un problema de control 6ptimo en cada instante. Este aspecto es, cn principio, resuelto
eficientemente por el software desarrollado en base a PASVA4.

Se requiere también una estimacion de la evolucién del sistema en el intervalo a futuro
en que se resuelve el problema de control 6ptimo, lo que en este caso implica una estima-
cién del ciclo de potencia requerido en ese intervalo. Para ello se necesita contar con un
modelo de este ciclo, va sea deterministico o estocéstico. En este capitulo presentaremos
en primer lugar, una prediccién sin incertiduinbre, consistente simplemente en la repeti-
cién de los requerimientos de potencia inmediatamente anteriores y luego introduciremos

incertidumbre, mediante la utilizacién de un modelo estocastico muy simple.

5.2. Criterios y parametros usados para la implemen-
tacion del algoritmo

5.2.1. Prediccidon

Por lo dicho en la scceidn anterior a los cfectos de facilitar la verificacién de 1a co-

rrecciéon del algoritmo que implementa el “deslizamiento” del problema de control, hemos
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ignorado en un primer paso la incertidumbre en la prediccién y hemos supuesto que las
condiciones de conduccién no cambian considerablemente en el intervalo de interés. Por
ello, hemos considerado que la potencia requerida a futuro, es una funcién periédica que
repite sucesivamente una onda forma de onda inicial. En el caso del ciclo normalizado
europeo, la forma de esta onda es una seccién de 200 seg de duracién, similar a la utiliza-
da en el capifulo 3. Asimismo tomamos la longitud del intervalo de prediccién igual a la
longitud de esta onda y el corrimiento igual a 1 segundo. Los resultados se muestran en

la figura 5.1.

5.2.2. Punto de arranque

Como el problema de control éptimo debe resolverse iterativamente, es preciso favo-
recer su rapida convergencia. Conviene entonces darle un punto de arranque adecuado.
Consideraremos que la solucion del problema en el instante anterior, antes del deslizamien-
to, es una buena eleccién con tal fin. El problema que surge es que como PASVA4 adecua
el paso para controlar el error global del problema de valores de contorno, la solucién
obtenida estara posiblemente expresada en una grilla méds fina. Para resolver este pro-
blema, implementamos una interpolacién lineal que proyecta los resultados nuevamente

sobre una grilla uniforme del tamaiio del intervalo inicial.

5.2.3. Condiciones de borde y longitud del intervalo de predic-
cién

De la misma forma que para cl algoritmo basado en consumo cquivalente, se impuso

para este algoritmo el modo de mantenimiento de la energia en las baterias, esto es,
que el valor final de la variable de estado fuese igual al inicial. Este punto es delicado y
estd relacionado con la longitud del intervalo de prediccién. Si este fuese demasiado corto
podria darse el caso en que el mantenimiento de la energia en las baterias en ese intervalo
no fuese posible. Por ejemplo esto ocurriria si el intervalo fuese tan corto que sélo incluyera
etapas de frenado regenerativo. En este caso el estado final debe ser necesariamente mayor
al inicial, por lo que imponer la igualdad llevaria a un problema de control sin solucién, que
detendria el avance del algoritmo. De manera que la longitud del intervalo de prediccién
debe elegirse de manera de evitar estas situaciones. Para el ciclo normalizado europeo un

intervalo de 200 scg es adecuado. Pucde verse que, en cambio, un intervalo de longitud
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menor hace fracasar al algoritmo. Por ejemplo, para un intervalo de longitud 50 seg.
es necesario imponer una condicién final ligeramente superior a la inicial para que el
algoritmo funcione, ya que hay subintervalos donde la potencia reingresada al sistema
por frenado regenerativo supera la consumida. Claramente una condicién final mayor a la
inicial mantenida en todos los problemas resucltos sucesivamente en ¢l intervalo redunda
en un aumento del consumo. De manera que otros mecanismos més sofisticados deben
disefiarse de manera de superar este problema. Por ¢jemplo para el caso de una operacién
del vehiculo con “agotamiento de carga”, en [22] se muestra que si se imponen condiciones
de borde tales que resulte un perfil de descarga “nominal”, por ejemplo, que evolucione

lincalmente con la distancia, los resultados son muy cercanos a los de la solucién éptima.

5.2.4. Problema de control

En capitulos anteriores hemos desarrollado la solucién de dos problemas problemas
de control diferentes: sin restricciones de estado y con restricciones de estado. La idca es
que el algoritmo vaya eligiendo segin el estado de energia de las baterias cual de los dos
problemas plantear. En otras palabras, cuando la energia en las baterias se aproxima a los
limites superior e inferior T,.in ¥ Tmaz, S€ resuelve un problema de control con restricciones
de estado. Fuera de esa regién, se resuelve el problema sin restricciones. Sin embargo, por
el momento sélo hemos implementado el algoritmo usando el problema sin restricciones,
debido a las muchas dificultades de implementacién del caso con restricciones. En primer
lugar, éste requiere de la sintonfa de més pardmetros, como el niimero de discontinuidades
que se esperan en el intervalo de resolucién del problema de control (que a su vez depende
de la longitud del mismo) y valores de arranque para los extremos de los intervalos de dis-
continuidad y para los estados adjuntos cn cada intervalo. En segundo lugar, ¢l problema
sin restricciones presenta menos problemas para converger a la solucién en la mayoria de

los casos, lo que facilita la no interrupcién de las iteraciones.

5.3. Resultados

La figura 5.1 muestra los resultados de la aplicacion del algoritmo propuesto para los
200 primeros segundos de ciclo normalizado europeo. La linea llena muestra la funcién
de control proporcionada por cl algoritmo, micntras que la linea de puntos muestra la

solucién éptima del problema de control sin restricciones ya presentada en la figura 3.2. Se
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Figura 5.1: Resultados del algoritmo de control por horizonte deslizante prediciendo la

potencia requerida por una funcién periédica.

indican también las cotas superior e inferior exigidas al control (linea de puntos y guiones).
Puede apreciarse que el algoritmo proporciona una solucién bastante aproximada a la
solucién éptima. Los consumos también resultaron con una diferencia menor del 0.08 %
(830.1423kW s para el caso del control dado por el algoritmo contra 830.77kW s para el

control éptimo obtenido en el capitulo 3).

En una segunda etapa, consideramos un intervalo de prediccién ficticio, hacia adelante,
también de 200 segundos pero no necesariamente periédico. Decimos “ficticio”, pues en
realidad usamos como prediccién los mismos datos del ciclo normalizado curopeco. En
otras palabras, nuevamente una prediccién sin incertidumbre. La idea era analizar cl
comportamiento del algoritmo, al producirse un cambio en las caracteristicas del ciclo
de velocidad, lo que en el ciclo curopeo ocurre a partir del instante ¢ = 800seg. Los
resultados se muestran en la figura 5.2. Alli se presenta en linea punteada el control

Optimo y en linea llena el control dado por el algoritmo de horizonte deslizante. Si bien
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Figura 5.2: Resultados del algoritmo de control por horizonte deslizante cuando cambian

las caracteristicas del ciclo.
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el control proporcionado por el algoritmo de horizonte deslizante presenta diferencias
con el control éptimo, los consumos sin embargo fueron muy semejantes (4734.7kWs y

4692.4kW s respectivamente, lo representa una diferencia del 0.9 %.

5.4. Prediccion con incertidumbre

A los efectos de generar una prediccidn probabilistica de los valores de potencia re-

querida, siguiendo cl enfoque presentado en [31], se consideraron un conjunto de ciclos de

potencia requerida obtenidos a partir de invertir ¢l modelo de la dindamica longitudinal
del vehiculo considerado, en este caso el vehiculo eléctrico urbano en desarrollo en el GEA
({40],[41],[42]). En base a este conjunto de datos, se establecié la distribucién condicional
de probabilidades discreta experimental de la potencia requerida en el instante ¢, dada

la potencia requerida en ¢l instante anterior tg, i. e.,

pi(g,8) = P ("”(t’c) ~Yrten) = S) (5.1)

Con esta distribucién, para cada instante ¢ se generd un ciclo aleatorio sintetizado de

longitud Ap de potencias requeridas a futuro, dado por una cadena de Markov de la forma

T(tk) = Wy

donde la probabilidad de transicién de wy estd dada por 5.1 y la condicién inicial es
la potencia requerida (conocida) en el instante presente r(t). Se consideré un intervalo
[t — Ac,t + Ap] con un intervalo de prediccidon pequerio (Ap << Ac). Allf se resuelve el
problema de control éptimo a lazo abierto, considerdndose solamente el valor del control
obtenido en ¢ y se reinicia el procedimiento corriendo el intervalo hacia delante 1seg. La
figura 5.3 muestra los resultados obtenidos en este caso, en que Ac = 190segy Ap = 10seg.
Nuevamente se muestra en linea punteada el control éptimo y en linea llena el control
dado por el algoritmo y puede verse que este tltimo se aproxima bastante al éptimo. Los
consumos registrados también fueron similares: 3918.5kW's contra 3776.6kW s del éptimo
(excluyendo los 190 primeros puntos hasta que el algoritmo de control deslizante comicenza

a calcular el control) lo que da un diferencia relativa de 0.0376 %.
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Figura 5.3: Resultados del algoritmo de control por horizonte deslizante con prediccién

alcatoria del ciclo futuro.
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5.5. Conclusiones

Hemos presentado un esquema de horizonte deslizante para el gerenciamiento de
energia en vehiculos eléctricos hibridos, basado en las soluciones de los problemas de
control referidos en los capitulos anteriores. Como la evolucién de la ecuacién de estado
depende de la potencia requerida por el conductor, la prediccidén del intervalo a futuro
que se utiliza en el esquema se realiza en base a las potencias requeridas en instantes
previos. Si bien un estudio estadistico de la eficiencia de los algoritmos propuestos sobre
un conjunto méas numeroso de ciclos de potencia requerida, permitiria una evaluacién maés
ajustada del desempefio del algoritmo propuesto, estos resultados preliminares parecen in-
dicar que el control obtenido se mantiene cercano al control que minimiza el consumo de
combustible obtenido en ticmpo diferido. Quedan abiertos varios aspectos del diseno del
algoritmo, tales como determinar una forma eficaz de elegir el intervalo en que se resuelve
el problema de control y las condiciones de borde, de manera de evitar situaciones en los
que o bien no haya solucién o bien el problema de valores de contorno no converja a una
solucién. La ductilidad del software utilizado para la resolucién del problema de control,
permitira la variacién del problema de control dptimo para incluir otros aspectos, como
el caso en que la funcién de rendimiento del segmento eléctrico presente discontinuidades
o dependa de la energia en las bater{as, que se consideren restricciones a la trayectoria de
esta iltima, se agreguen variables de estado, etc. El otro aspecto que debe continuarse se
refiere a la prediccién de la potencia requerida a futuro. El ajuste de modelos de proce-
sos auto-regresivos o de media movil a los datos de potencia requerida correspondientes
a los ciclos de velocidad normalizados, seria posiblemente adecuado para que los ciclos
sintetizados puedan reproducir las regularidades que aparecen especialmente en los ciclos

urbanos.
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Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis se ha desarrollado una aplicacién del Principio del Mdximo de Pontrya-
gin a la optimizacién del gerenciamiento de energia en vehiculos eléctricos hibridos. En
este caso, entendemos por optimizacidn del gerenciamiento de energia a la determinacién
del aporte de potencia que deben realizar cada una de las fuentes de energia a bordo del
vehiculo, para minimizar el consumo de combustible, sin dejar de satisfacer los requeri-
mientos de potencia de parte del conductor.

Se ha visto que este problema puede ser planteado como un problema de control éptimo
no lineal, con restricciones en el control y en las variables de estado. En este sentido, esta
tesis constituye una forma més de abordar este problema de control éptimo que ya fue
tratado previamente en mi tesis de maestria [35] y en un articulo publicado en el afio 2009
([34]). En el primer caso, el enfoque fue el de Programacién Dindmica, mientras que en el
segundo caso fue el llamado de “transcripcién directa”, o, en otras palabras, la conversion
del problema, a través de su discretizacion en el tiempo, en un problema de Programacién
No Lineal.

El enfoque de Programaciéon Dindmica, se aplica sobre una discretizacién completa
del problema y resulta finalmente en una biisqueda “inteligente” de la solucién éptima
en un conjunto finito. Por ello siempre que la solucién exista, el algoritmo es capaz de
encontrarla. Por ese motivo fue tomada como referencia. Tanto en el caso de “transcrip-
cién directa” como en esta tesis, los resultados dados por el algoritmo de programacién
dinamica fueron reproducidos dentro de la aproximaciones correspondientes.

El principio del méximo establece las condiciones de optimalidad, esto es, las condi-
ciones que deben satisfacer la funcién de control minimizante y su trayectoria correspon-
diente. Estas condiciones constituyen esencialmente un problema de valores de contorno,
con conmutaciones en el lado derecho de las ecuaciones diferenciales y posibles discon-
tinuidades en la solucién que se producen en lugares desconocidos de antemano, ya que
dependen del valor de la misma trayectoria de estado. Por este motivo se usé para la

resolucién numérica del problema, una herramienta de software denominada PASVA4
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preparada para resolver problemas de valores de contorno con esas caracteristicas, escrita
en lenguaje FORTRAN 77. Se desarroll6 el software necesario en cse mismo lenguaje,
para resolver el problema haciendo uso de esta herramicnta.

La aplicacién del Principio del Maximo al problema particular del control supervisor
de estos vehiculos, presenta varios aspectos que mencionar. Por un lado hay que separar
el problema en tiempo difcrido del problema en tiecmpo real. En ¢l primero, se¢ dispone
del conocimiento de los requerimientos de potencia en todo el trayecto. En el segundo,
los requerimientos futuros no se conocen, mas alld de que pueda contarse con alguna
informacién a través de GPS, telemetria etc.

La filosoffa es entonces resolver en primer lugar el problema en tiempo diferido y en
base a él ganar experiencia para resolver el problema en tiempo rcal. Por otra parte, la
resolucion del problema en tiempo diferido, es necesaria, porque proporciona un valor de
referencia contra el cual comparar otras estrategias de control que puedan disenarse.

A su vez, para la resolucién del problema en tiempo diferido, y como es tradicional en
control éptimo, se procedid a resolver en primer término ¢l problema sin considerar las
restricciones de estado. A posteriori, aquéllas fucron incorporadas.

El problema en tiempo diferido fue usado para resolver el problema en tiempo real
de dos maneras diferentes. Por un lado, se mostré cémo el estado adjunto que se define
en la teorfa de control éptimo representa un “factor de consumo equivalente”. Esto es,
un factor que traduce en cada instante el consumo de energia desde las baterias en un
consumo de combustible, permitiendo de csta forma convertir el problema de minimizar
el consumo en todo un ciclo, en una minimizacion instantanca. Esto permite determinar
el control minimizante instante a instante, en base a la potencia requerida en ese instante,
sin neccsidad de conocer los valores de potencia requerida cn lo que sigue del ciclo.

En conclusién, hemos definido una metodologia para calcular el factor de consumo
equivalente en forma numeérica, al menos para el caso del modelo que consideramos. Se
requirieron solamente ciertas leves hipotesis de suavidad de las funciones que modelan las
pérdidas en los sistemas del vehiculo. En la bibliografia estudiada la estimacién de este
pardmetro siempre resulta de alguna heuristica.

La evolucién del factor de consumo equivalente se obtuvo especialmente en el caso
en que las restricciones de estado devienen activas cn un intervalo. Se hallé que, para el

modclo utilizado, este factor es continuo. Es constantc fucra de ese intervalo frontera y, por
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la continuidad, los valores que toma fuera de él dependen de los valores que toma en sus
extremos. En el intervalo frontera, evoluciona como funcién de la potencia requerida. Este
resultado serd de utilidad en los casos de vehiculos equipados con ultracapacitores. En
€sos casos aparece una nueva variable de estado, que corresponde a la energia contenida en
aquéllos. A diferencia de lo que sucede con las baterias, los ultracapacitores estdn pensados
para ser totalmente descargados o cargados rapidamente, con lo cual esta variable de
estado alcanzard sus cotas superior e inferior reiteradamente. No hemos encontrado el
desarrollo completo de las soluciones para los problemas con restricciones de estado en
la bibliograffa (ver [22]). El analisis de las diferentes formulaciones de las condiciones
de optimalidad sistematizadas en [9] fueron las que permiticron en este caso llegar a la

solucién buscada. Pensamos que en esta tesis se hace un aporte novedoso en este sentido.

Méds aiin, las expresiones analiticas obtenidas para el estado adjunto (4.12) pueden
ser explotadas para estimaciones del mismo basadas solamente en el conocimiento de las
funciones de rendimiento y de los instantes en que la energia en las baterias llega a su

minimo o empieza a recargarse o equivalentemente a su maximo.

Usando el factor de consumo equivalente, diferentes estrategias de control en tiempo
real pueden ser disenadas. Se presenta un algoritmo de este tipo, y se muestra que los
resultados del mismo son bastante satisfactorios. Claramente, el algoritmo propuesto pro-
porciona una solucién subdptima. Sin embargo, la diferencia en consumo de combustible

respecto de la solucién éptima en las pruebas realizadas, no sobrepasa el 5 %.

Como el enfoque también proporciona la funcién de control en todo el intervalo, la
otra forma de usar la solucién del problema de control éptimo a los efectos de obtener
un algoritmo implementable en tiempo real, fue la de plantear un algoritmo del tipo
de horizonte deslizante. En este sentido, hemos mostrado algunas prucbas preliminares.
Si bien también en este caso, la funcién de control obtenida resulté similar a la de la
solucién 6ptima en cuanto al valor de objetivo, quedan abiertos el problema de predecir
los requerimientos de potencia en un intervalo a futuro y una forma eficaz de elegir el
intervalo en que se resuelve el problema de control, de manera de cvitar situaciones en los
que o bien no haya solucién o bien el problema de valores de contorno no converja.

Aparte de los objetivos especificos descriptos, el enfoque utilizado constituye un marco
general en el que pueden plantearse otros problemas de control supervisor para vehicu-

los hibridos, con diferentes objetivos, modelos, restricciones y para diferentes modos de
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operacién del vehiculo. Més atin, la experiencia ganada en el uso del software permi-
tird la resolucién de otros problemas de control éptimo con no linealidades, restricciones,
discontinuidades y conmutacioncs en las ccuaciones diferenciales que suclen aparccen en
electrénica de potencia.

La concatenacién de PASVA con herramientas de software de programacién no lineal
que también se realizé, abre ademsés el camino a problemas en los que las condiciones
de optimalidad conducen a ecuaciones algebraico-diferenciales donde el control no puede
despejarse de la condicion algebraica (H, = 0). Estos problemas podrian ser resueltos
de mancra similar, esto cs, iterativamentc obteniendo primero ¢l control minimizante con
una herramienta de programacién no lineal y resolviendo luego el problema de valores de

contorno usando PASVA.

6.1. Trabajos futuros

De la realizacién de este trabajo, varios temas quedan abiertos para futuras investiga-
ciones. En primer lugar, un estudio estadistico de la eficiencia de los algoritmos propuestos
sobre miltiples ciclos de potencia requerida, permitirfa una evaluacién més ajustada de
su desempeno. De la experiencia recogida en la solucién de este problema de control
6ptimo siguiendo diferentes enfoques (programacién dindmica, transcripcién directa y
control 6ptimo) se observa que las funciones de rendimiento influyen mayormente en los
resultados. En esta tesis s6lo consideramos aproximaciones suaves de las funciones de ren-
dimiento. Es probable, sin embargo, que la funcién de rendimiento del segmento eléctrico
tenga una discontinuidad en la derivada en el origen, dado que los procesos de carga y
descarga presentan caracteristicas diferentes. Se impone entonces analizar esa situacién.

Tampoco se ha considerado en esta tesis, ¢l caso en que la funcién de rendimiento del
segmento eléctrico depende de la variable del estado, o sea del contenido de energia en
las baterfas. Dado que este enfoque permite tratar ese caso de forma totalmente similar
a la desarrollada, el trabajo futuro se orientara también cn ese sentido. Los resultados
ya obtenidos para esc mismo problema usando cl enfoque de “transcripcién directa” ([34])
permiten predecir buenos resultados.

El otro aspecto que debe continuarse se refiere a la prediccién de la potencia requerida a
futuro. Se explorara en ese sentido la eficacia de ajustar a los valores de potencia requerida

de los ciclos normalizados un proceso autoregresivo o utilizar para cllo un enfoque basado
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en redes neuronales.

Otra linea a explorar tiene que ver con el agregado al problema de otros objetivos
de control. Por ejemplo, a la minimizacién del consumo de combustible seria importante
agregar simultdneamente una maximizacién de la vida 1til de las baterias. Esta 1ltima
estd posiblemente relacionada con el nimero de ciclos de carga y descarga a la que las
baterias son sometidas, lo ¢ue constituye a primera vista un objetivo competitivo con cl
ahorro de combustible. Habria entonces en este caso que utilizar técnicas de optimizacién

multiobjetivo.
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Apéndice A

Aproximacion intuitiva a las
condiciones de optimalidad

En este apéndice tratamos de dar una idea intuitiva de la derivacién de las condiciones
de optimalidad del PMP. Para ello consideramos solamente un problema de control sin
restricciones. Discretizando el problema segun el esquema de Euler y usando conceptos
elementales de extermos ligados, puede verse cémo las condiciones de optimalidad dadas

por el principio del méximo de Pontryagin aparecen naturalmente en su forma discreta.

A.1. Enunciado del problema de control 6ptimo

Hallar una funcién de control continua a trozos u que maximice

T
- /fc(u(s))ds (A.1)

sujeto a
T =—fg(z,r —u)
z(0) = zg, z(T)=xy
0< v < Umsx

r—- Km:éx .<_ u S r— I{min

Zmin _<_ r S Tmax

A.2. Formulacién discreta
Subdividamos el intervalo [0, 7] en N subintervalos de longitud ¢ = T'/N. Definamos

cl control buscado como

— 2k—-1
Uy, U2, -, UN,  Ug ‘_U(TAt)

Andlogamente para k = 1,2, ...N representemos la potencia requerida (conocida) por

Ty = T'(%%—:—lAt)
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Aproximacién intuitiva a las condiciones de optimalidad

Aproximemos la integral A.1 por la suma de Ricmann

N
- Z fc (Uk)At
k=1

y discreticemos la ecuacién de estado siguiendo el esquema de Euler:

Ty = Tp_1 — [(xr, e —uR)At k=1, ..., N
k k-1 — fB(Zk, Tk k) (A2)

Tg,xn dados

Como las variables de estado dependen de las incognitas del problema, las incluimos como

variables de discno. Las restricciones en los u; pueden ser expresadas en la forma

U, < up < U

De esta forma, el problema de puede enunciarse de la siguiente forma:

Hallar v que maximice

sujcto a
Tk = Tp—1 — fB(Tk, 7k —up)AL k=1, .., N

zy ,zn dados

U, <up < Uy k=1, .., N
Tmin < Tk < Tmax k=1,..., N-1

El problema es ahora uno de optimizacién no lineal de dimensién 2N — 1 con restricciones
no lineales. Si la condicién final es libre, zx es también una incégnita del problema y
entonces su dimensién es 2N. Como, a los efectos de que la aproximacién sea buena, N
debe ser grande, el problema resulta de escala media o grande. Sin embargo el orden de
complejidad computacional es lineal en el niimero de intervalos de tiempo y en el nimero
de estados.

Si dejamos de lado por un momento las restricciones en los controles u, y en los estados
T, y solo consideramos las restricciones provenicntes de la ecuacién de estado, observamos
que para obtener la solucién de este problema de optimizacién deberiamos construir el

lagrangiano (que en este caso coincidiria con el Hamitoniano), esto es:

L (ul, Uz, ..., UN, L1, L2, ..., TN-1, )\1, )\2, veey )\N) =

N N
= — Z fc(uk)At + Z /\k(IL'k — Tp-1 + fB(:ck,rk — uk)At)
k=1 k=1
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Formulacién discreta

donde A son los multiplicadores de Lagrange correspondientes a las N restricciones en

A.2. Las condiciones necesarias de primer orden para los extremos estdn dadas por

VL(ul,u2, e UN, Ly, Ty ..., TN, )\1, /\2, ceny )\N) =0

esto ¢s
_ Ofc O, _ _
VL= ~5 00 = Mg AL =0, k=1,.,N (A.3)
Vel = A — A Ly =
ol =M= At + M2EAE =0, k=1,..,N—1 (A.4)
Bmk
Val =xp —zp-1 + fe(zr, e —up)AL =0, k=1,..,N (A.5)

donde 9fg/0y; indica la derivada de fg respecto de su segunda variable evaluada en
Tk — Uk.

Nétese que A.5 es la aproximacién de Euler de la ecuacién de estado (¢ = Ly o lo que
es lo mismo & = H,) y que A.4 es la aproximacion de Euler de la ecuacion del estado
adjunto ()\ = — L, 0lo que es lo mismo A= —H,), hacia atras en el tiempo. De esta forma,
resolver el problema discretizado usando el método de Lagrange equivale a resolver las
condiciones de optimalidad, en forma discreta.

No es dificil intuir que “pasando al limite” para At — 0, se obtienen las condiciones
de optimalidad mencionadas en los capitulos 3 y 4. Faltan agregarse las restricciones de

desigualdad, usando las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker.




Aproximacién intuitiva a las condiciones de optimalidad
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Apéndice B

Adjuncién indirecta con estado
adjunto continuo (con pérdidas
eléctricas)

B.1.

Se incluye aquf la derivacién de la solucién del problema en (4.80)-(4.84) cn el caso
en que la restriccion de estado es adjuntada al Hamiltoniano en forma indirecta, es decir
sumando un multiplicador por la primera derivada total respecto del tiempo en la que el
control aparece en forma explicita, pero se incluye la hipétesis de que el estado adjunto

es continuo ([9]). El Hamiltoniano en este caso viene dado por:

H(z,u,),0,0,) = —acu® — bou — cc — Map(r — u)? + (r — u))+
+H(u — U) +0(U — u) - fi(ap(r — v)’ + (r — u))

siendo el conjunto de los controles admisibles el conjunto
Qz,t) = {u/U<u< U} (B.1)

B.1.1. Condiciones de optimalidad

La solucién buscada satisface([9])

’u,(t) ::—H,I'g max I_{(x, u, /_\,U, Q) g) i, z,) (B2)

u€eR

H, = —2acu —bc + 2 ap(r —u) + A+ 8 — 0 + 2fiag(r —u)+ =0 (B.3)




Adjuncidn indirecta con estado adjunto continuo
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8, 0 y p son continuas en los intervalos de continuidad de u (B.6)

E<0 en [0,T] (B.7)
L es continua donde h'=—ap(r—u)®—(r—u) es discontinua (B.8)
( h! es como en 4.4)
i es constante Si T > Tmin (B.9)
En el instante final T
MT) =5 (B.10)
a(T) =0 (B.11)

B.2. Derivacion de la solucion

Suponemos nuevamente que la restriccién de estado se hace activa ecn un intervalo

interior {t, t5). Analicemos primero el intervalo (tg, T]. Por (B.10) y (B.4)

A= 8.

Por (B.11) y (B.9), & = 0. Dec (B.2), (B.3) y (B.5), razonando como en los casos anteriores

resulta
. bc—2)\a3r!t!—)\
Q St —2ac—2)ap < Q
1) — bC—25\aBr!t!—/_\ . bc—-25\a3'r(t!—5\ 7
U(t, )‘) ~2ac—2\ag st I—J- S —2ac—-2Xap '<— U
3 S bo—2 )=
U S? U < ._cﬂ_(_l__'
—2ac—2\ap

De alli, usando (B.4) y la ecuacién de estado, resulta el sistema
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Derivacién de la solucidn

& = —ap(r(t) — u(t, N))? — (r(t) — u(t, 1))

; (B.12)
A=0

i

con condiciones de borde

iL'(t;_) = Twmin

.’E(T) =Z7.

(B.13)

De conocerse tg, la solucién de este sistema permitirfa obtener el valor constante de A
(o ecquivalentemente 3).

En (t1,%3], £ = Tymin, por lo que £ = —ag(r —u)? — (r —u) = 0, de donde u = r
6u = ;1;3— + r. El coeficiente ag es en general pequeio dado que la funcién fy que
representa las pérdidas en el segmento eléctrico, no se aleja demasiado de la funcién
identidad. De ahi que i resulte relativamente grande frente a r. Esto permite descartar
la segunda solucién y usar que u = r. Nuevamente esto significa que estando la energia
de las baterias z en su minimo valor Z,.;,, éstas no pueden aportar mds potencia para la
traccién por lo que la potencia proveniente de motor de combustién u debe ser igual a
toda la potencia requerida . Si r > U o < U, el problema no tiene solucién, ya que w
no puede sobrepasar sus limites superior ni inferior.

Como X ¢s continua, por (B.4), resulta que A = A(t5) = A(tJ) = B. Usando (B.3)
resulta

—2acr(t) —bc+A+E=0
y entonces
i(t) = 2acr(t) + be — M.

En ty, debe ser h'(t3) = £ > 0 ya que debe producirse una entrada de potencia al
sistema de almacenamiento eléctrico para que la energia en el mismo salga de su valor
inferior admisible. Entonces por (B.8), [ debe ser continua alli y en consecuencia ji(tz) = 0.

Resulta entonces que en (t,15)

A= 8 = 2acr(t2) + bc (B.14)

i = 2ac(r(t) — r(t2)). (B.15)




Adjuncién indirecta con estado adjunto continuo

Tabla B.1

x A u I
[0,2,] | soluc. de & = —(r —u), | 2acT(l2) + be | (B.16) | 2ac(r(t1) — r(t2))

z(0) = xo, 2(t1) = Tonin
(t1,12) Tonin 2a¢r(ta) + bc | T(t) | 2ac(r(t) —r(ts))
(2, T] | soluc. de £ = —(r — u)), | 2acr(t2) + bc | (B.16) 0

z(T) = zr,2(t2) = Tomin

La igualdad (B.14) constituye la condicién algebraica adicional que permite resolver
cl sistema (B.12)-(B.13). En [0,¢], /i es nuevamente constante por (B.9). Es adem&s
continuo cn ¢, por (B.8)(cntrada no tangencial al intervalo en que la restriccién de estado
es activa). Por ello

at) = a(t) = At]) = 2ac(r(t) = r(t2)).
Usando B.3 cuando el maximo es interior al intervalo [U, U] resulta.
H, = —2acu — bc + 2 ap(r — u) + A + 2fiap(r — u) + i
= —2acu — bg + 2(A + fi)ap(r — u) + A + /i

de donde
be — 2(\ t) — (A
_ b~ 200+ plapr(t) - (A + ) (B.16)
—2a¢c — 2(\ + fi)ap
Como
X+ i = 2ac7(t) + be + 2ac(r(ty) — r(t2)) = 2acr(ty) + be
resulta
w = bo—2(2acr(t1)+bclapr(t) —(2ecr(ti)+be) __ —4acr(t1)apr(t)—2bcapr(t)—2acr(t1)

—2ac—-2(2acr(t1)+bc)as —2ac—4acr(ti)ap—2bcap

2acr(t1)a31 (t)+bCaB7i_)+aC"'£t_1)
ac+2acr(t1)ep+bcap

(Nétese que la expresién (B.16) indica el mismo control obtenido en cl enfoque de
adjuncién directa teniendo en cuenta la relacién (4.18)). Los resultados sc resumen en la
tabla B.1.

En este intervalo entonces las trayectorias de estado y coestado satisfacen

7= —as(r(t) - u(®))® — (r(t) - u(t))
A=0
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Derivacién de la solucidn

con condiciones de borde
fL'(O) = Xy

x(tl ) = Zmin-

El sistema debe ser resuelto conjuntamente con la condicién algebraica adicional
MET) = 2acr(ts) + be,

que cs lo que permite determinar el valor desconocido de ;.

En el caso en que no se consideraban las pérdidas en el segmento eléctrico, el control
cra constante en los intervalos [0,%1] y [t2, 7] y variable solamente en el intervalo en que
igualaba a toda la potencia requerida. En este caso, debido a que el Hamiltoniano es
cuadratico en el control, éste, fuera del intervalo frontera, no resulta constante sino una
funcién afin de la potencia requerida. La pendiente y la ordenada en el origen de estas
funciones afines dependen, en el primer intervalo, del valor de la potencia requerida en
el instante ¢; en que la restriccién de estado deviene activa y en el intervalo final de %,.

Obsérvese que u(t;) = r(¢;) y andlogamente en t,.




Adjuncidn indirecta con estado adjunto continuo
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Apéndice C

Apéndice de la seccion 4.4.2:
soluciones para (3

I) Se muestra la salida de MATLAB del célculo de las soluciones de la ecuacién 4.90.

La variable r2 representa r(ts)

syms r2 beta
>> syms a_C b_C ¢c_C a_B
u=(b_C-2*beta*a_B*r2-beta)/(-2*a_C-2*beta*a_B)

(beta - b_C + 2%a_Bxbeta*r2)/(2*a_C + 2%a_B#*beta)
>> pretty(u)
beta - b_C + 2 a_B beta r2

2 a_C + 2 a_B beta

ec=-a_C*u~2 -b_Cxu -c_C -beta*(a_B*x(r2-u) "2+(r2-u)) + a_C*r2"2 + b_Cxr2 + ¢_C

ecC

b_C*r2 + a_Cxr2~2 - betax(r2 + a_B*(xr2 - (beta - b_C + 2xa_Bxbetaxr2)/(2xa_C + 24

>> solve(ec,beta)




Apéndice de la seccién 4.4.2: soluciones para 3

b_C + 2%a_C*r2

IT) Se muestra la salida de MATLAB del cdlculo de una de las soluciones de la ecuacién

4.94. La variable r1 representa r(t;)

>> syms a_C b_C c_C a_B beta rl u

>> u=(b_C-2*beta*a_Bx*rl-beta)/(-2*a_C-2xbeta*a_B)

(beta - b_C + 2*xa_Bxbeta*rl)/(2*a_C + 2xa_Bxbeta)

>> ec2=-a_Cx(r1+u)-b_C+betax*a_B*(ri-u)+beta

ec?2 =

beta - b_C - a_Cx(r1 + (beta - b_C + 2%a_B*beta*rl)/(2*xa_C + 2%a_Bxbeta)) + a_Bx*bet

>> solve(ec2,beta)

b_C + 2xa_Cxrl
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