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RESUMEN DEL TRABAJO

En la presente tesis se construye amplias familias de
juegos g-ciclicos introducidos por Marchi y Quintas(1983), completamente
mixtos y no completamente mixtos, con Unicos puntos de Equilibrios de Nash
prefijados, en extension mixta de N-personas. Las mismas amplian las
propuestas por Marchi y Quintas (1987), Quintas (1988 a) y Heuer(1979).

Se comienza con un ejemplo de un juego ciclico de 3-
jugadores con dos estrategias cada uno y con anico punto de equilibrio de
Nash. Seguidamente, se construye familias de juegos g-ciclicos con unicos
puntos de Equilibrios prefijados, en extension mixta: primero de 3-jugadores
con tres estrategias cada uno y con componentes todas positivas. Luego, de
N- jugadores teniendo en cuenta la cantidad de componentes positivas de las
estrategias, inicialmente con m estrategias cada uno de los jugadores y las
componentes todas positivas, y después con distintas cantidad de estrategias
cada jugador, pero la misma cantidad de componentes no nulas. En cada uno
de las construcciones que se realizan, se demuestra la unicidad del punto de
Equilibrio de Nash. Y por ultimo, se presentan las conclusiones y posibles
extensiones que pueden surgir de este trabajo.
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ABSTRACT

In this work, completely and non completely mixed g-cycle
games with prefixed Nash equilibrium points, in N-person mixed extension are
constructed. The uniqueness conditions are studied, and a wide class of games
with unique arbitrary prefixed equilibrium points are obtained. The results
reported here extend the constructions presented by Marchi and Quintas
(1987), Quintas (988) and Heuer (1979).

First, there is an example of a g-cycle game in which 3
players choose two strategies each with unique Nash equilibrium points. Next,
families of g-cycle games with unique prefixed equilibrium points are
constructed: the first one consists of 3 players with three strategies each one
and for which all components are nonzero. The following family consists of N-
players which vary according to the quantity of nonzero components of all
mixed strategies. In this case, the initial conditions were: each of the players
used m strategies, and all components were nonzero, later, each player chose
different number of strategies but the same quantity of nonzero components. In
each of g-cycle games constructs, the uniqueness of Nash equilibrium point is
shown. Finally, the conclusions and possible extensions of this work are
presented.
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CAPITULO 1

Introduccion

En la presente tesis se propone construir familias de
juegos n-personales qg-ciclicos, presentados por Marchi y Quintas(1983), con
unicos puntos de equilibrios prefijados, con una estructura similar a la
bimatricial, propuesta por Marchi y Quintas (1987), y siguiendo los lineamientos

expuestos por Quintas (1988 a).

Un problema de decisibn donde n agentes interactian y
poseen preferencias, ademas del control parcial sobre los resultados de
dicha interaccion se modela matematicamente como un Juego, por medio de
la Teoria de Juegos. Si dicha interaccion, presupone un accionar individual
donde cada agente solo piensa en maximizar su beneficio personal, se trata

de un Juego No-Cooperativo.

En el marco de la Teoria de Juegos No Cooperativa, es de
interés el describir recomendaciones para los jugadores tales que ninguno
tenga incentivo para desviarse unilateralmente (es decir, si los demas siguen
las recomendaciones, resulta para cada uno conveniente seguir también la
recomendacién). Esto en terminologia de Teoria de Juego corresponde al

concepto de Equilibrio de Nash.

El concepto de punto de Equilibrio introducido por Nash
(1951), es el concepto mas importante en la Teoria de Juegos No Cooperativa,

y su estudio formal marcé un hito en el tema. El conjunto de puntos de
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Equilibrios de Nash, es no vacio para cualquier juego finito en estrategias
mixtas(Nash 1951)" .

En general hay una multiplicidad de equilibrios, esto origina
el problema de decidir cual equilibrio se toma como solucién? . Si los jugadores
no pueden comunicarse es claro que no pueden coordinar sus acciones para
jugar en un equilibrio especifico. Pero si aun ellos pudieran comunicarse,
quedara el problema de cual equilibrio jugar, ya que las utilidades pueden ser
totalmente diferentes de un equilibrio a otro, ademas en general no hay

intercambiabilidad de equilibrios®

Muchos estudios se han realizado sobre la unicidad de
puntos de Equilibrios de Nash, desde dos aspectos: Por un lado, estudios de
las condiciones suficientes que garantizan la unicidad (Rosen(1965), Gale y
Nikaido(1965))* Y el otro aspecto que se ha investigado es, bajo que
condiciones es posible construir juegos con unicos puntos de equilibrios

prefijados.

Las construcciones de juegos con unico punto de equilibrio
prefijado, han sido dadas para juegos bimatriciales finitos: Raghavan(1970)
demuestra que, si los puntos de equilibrios de un juego son completamente
mixtos entonces las matrices de cada jugador son cuadradas y el equilibrio es
unico; Millham(1972), demuestra que una condicion necesaria y suficiente para

la existencia de un juego, que tenga Unico punto de equilibrio prefijado, es que

' ElI Equilibrio de Cournot(1838) en la Teoria de Oligopolio y el Equilibrio punto de silla de von
Neuman(1928) en juegos bipersonales a suma cero son precursores del concepto de equilibrio de Nash.

2 El problema no aparece en los juegos bipersonales a suma cero porque, si bien el Equilibrio de Nash
puede no ser Unico, las estrategias de equilibrio son intercambiables y la utilidad es constante sobre
cualquier equilibrio.

? para Juegos No a Suma Cero la propiedad es valida en Juegos Estrictamente Competitivos,
Friedman (1983), y también en la familia de juegos estudiados por Oviedo y Quintas (1995).

* Hay también vasta bibliografia sobre refinamientos del concepto de punto de Equilibrio de Nash.
Algunos de ellos reducen drasticamente la multiplicidad de los equilibrios. Para mas detalles de las
caracteristicas de los refinamientos mas importantes ver Van Dame(1987).
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el punto sea completamente mixto; Kreps(1974) amplia este resultado, para el
caso en que el punto de equilibrio es no completamente mixto; Heuer(1975),
(1979), extiende y complementa los resultados obtenidos por los dos primeros
autores mencionados, y obtiene la unicidad del punto de equilibrio dentro de la
clase de estrategias mixtas cuyas componentes no nulas son las mismas, da
condiciones necesarias y suficientes para la existencia y la unicidad de
equilibrios. Y Quintas(1986),(1988 a)) construye una amplia familia de juegos
con unico punto de equilibrio.

Ademas, también hicieron aportes en la construcciéon
mencionada en el parrafo anterior, Marchi y Quintas (1987) quienes
presentaron juegos con valores prefijados y unico punto de equilibrio; y
Quintas, Marchi, Giunta y Alaniz(1991), dieron directamente los elementos de
las matrices de una clase amplia de juegos, los cuales difieren de los metodos

usados por Kreps y ademas estudian condiciones de unicidad.

El enfoque metodolégico que se sigue es la habitual que
se usa en Matematica, ademas se desarrollan ejemplos que algunos
contribuyen a inducir los problemas que se plantean en éste trabajo y otros a

clarificar resultados.

La organizacién de este trabajo es la siguiente:
En capitulo 2, se hace una introduccién tedrica, se da un ejempio de un juego
ciclico de 3-jugadores y se construyen familias de juegos q-ciclicos con 3-

jugadores con Unicos puntos de equilibrios en extensiéon mixta.

En Capitulo 3, se da una introduccion tedrica, se construye una familia de
juegos g-ciclicos de n jugadores y que tienen Unicos puntos de equilibrios

completamente mixtos.

En Capitulo 4, se construye una familia de juegos g-ciclicos con n-jugadores,

que tienen unicos puntos de equilibrios no completamente mixtos.
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En Capitulo 5, se presentan las conclusiones y posibles extensiones que

pueden surgir de esta trabajo.

Los juegos g-ciclicos que se construyen en los Capitulos 2
(3-jugadores), 3 y 4 (n-jugadores), con unico punto de Equilibrio de Nash,
prefijado en extension mixta, generalizan los resultados de Quintas(1988 a))

para 2- jugadores.
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Objetivos

En la presente tesis se propone:
Construir familias de juegos q-ciclicos con N-personas, completamente
mixtos, con unico Equilibrio de Nash.
Probar la unicidad del punto de Equilibrio de Nash, de la familia de juego g-
ciclicos, completamente mixtos, con N-personas.
Construir familias de juegos q-ciclicos con N-personas, no completamente
mixtos, con unico Equilibrio de Nash.
Probar la unicidad del punto de Equilibrio de Nash, de la familia de juego q-

ciclicos, no completamente mixtos, con N-personas.
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CAPITULO 2

Construccion de Matrices de Juegos Ciclicos 3- Jugadores
con Unicos Puntos de Equilibrio no Completamente Mixtos

2.1 Definiciones y Resultados Previos

Definicion 1°:

Sea I ={,,5,,5,,A,A, A} un juego en forma normal, finito, g-ciclico de 3-

personas, donde Z; es el conjunto de estrategias puras del jugador i, y A; la

correspondiente funcion de pago, coni =1, 2, 3.
A(o,,0,,0,)=B0,,0,,)+C(0.4,0,,) con o, €Z;

y siendo g una funcion que satisface:

q@i) = i y lq™'i ) |= 1 donde |.| indica la cardinalidad de conjunto

respectivo

A los efectos de las construcciones que se realizaran en
éste capitulo, se consideran juegos en donde:
1) q(i) =i+1 mod.3
2) Cada jugador tiene a lo mas tres estrategias, es decir, =i l<3, i=1, 2, 3.

3) El pago de cada jugador i, tiene a C; nulo, estoes: C, (0,._,,0,+, ,): 0

* Marchi y Quintas(1983) )."Computing Equilibrium Points for g-cicle Games"

10
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Notacidén: Usaremos la siguiente notacidn para las estrategias puras:

ieXy j €Za; k € X3

Asi, las funciones de pago para cada jugador son las

siguientes:
Alijk)=a? . Aljk)=ag ;. Alijk)=ay

Definicion 2: La extension mixta de éste juego finito esta denotado por:
=%, Ei=1,2 3),

donde f, es el simplex de estrategias mixtas para el jugador i.

f,:{x:Z,—»R:x(i)zO y Zx(i):1},

ieX;

s, ={y:22 —>R:y(j)20 y Zy(j)=1}’

jeZ;

2:3:{2:23—)R:z(k)20 y Zz(k)=1}

keZy

Siendo R el conjunto de numeros reales.

También se usara la notacion:

x=x(@)  y=yl),  z=2k)

i=3 <

Sea (x, y, 2) € HZ i una terna de estrategias mixtas de
i=1

los 3 jugadores.

Definicién 3

¢ Marchi y Quintas(1983) )."Computing Equilibrium Points for g-cicle Games"

11
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La funcién esperanza matematica E; para cada jugador, en el juego g-ciclico,

es la siguiente:
£ y.2)= F(x,y)+ G (5.2),

Donde F4 y G1 son las funciones esperanzas de B, y C; respectivamente.
£, y2)= F(x,y)+Gy(y.2),

Donde F; y G; son las funciones esperanzas de B, y C, respectivamente.
£,(x 5.2)= F(x,y)+ Gy (y,2),

Donde F; y G; son las funciones esperanzas de B3 y C3 respectivamente.

En nuestro caso, como C; =0 con i= 1, 2, 3, las funciones

esperanzas matematicas, tienen la siguiente forma:
E(xyz)=Fxy)=2>aiy.x,
EZ(X,y,Z)=F2(y,Z)= afss zs yr

E3(X, Y, z): F3(Z,X)= ar3s1 Xs Z,

Notacion: Denominaremos indistintamente:
Fi(i, y) = Fi( e, y)

Con e; es una terna con 1 en el lugar i y cero en los otros lugares.
Faj, z) = F2(e), 2),

Con e; es una terna con 1 en el lugar j y cero en los otros lugares.
F3(x, k) = F3(x, ex)

Con exes una terna con 1 en el lugar k y cero en los otros lugares.

Definicion 4':

" Nash(1951)."Equilibrum points in n-person games"

12
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Una terna (x', vy, z') €5,xZ,x%, esunpunto de Equilibrio de Nash siy s6lo

si, se satisfacen las siguientes desigualdades:
E,(x', y',z*) > E,(x, y ,z ) para cada XGZ:,
Ez(x',y',z') > E,(x',y,2 ) para cada ye}_:2

E3(x ,y',z*) > E,(x’,y’,z) para cada z e 3,

Definicion 5°:
Los conjuntos de todas las estrategias puras, que son mejores respuestas
contra (x,y,z) e f, xfz xfs , se denotaran con Ji(y,), J2(z) ¥ J3(x), y estan
definidos de la siguiente manera:
J(y) ={ieZ, :F(i y)=F,(',y) para cada i'e3,}
J(2)={jeZ,:F(jz) > F(' 2 para cada jeZ,}
Jy(x) =tk e 3, : Fy(x, k) > F,(x, k') para cada k'e 5}

Se usarda la siguiente caracterizacion de puntos de

Equilibrio de Nash .

Teorema 1%

Unaterna (x,y,z) e5,x5,x2, esun punto de Equilibrio de Nash I si y solo
si:
S(x) cJily); Sly) oJa(z) | S(z) <Js(x)
Donde S( . ) es el soporte del correspondiente vector:
Sx)={ieX,:x,>0}
Sty)={ jeX, y;>0}

# Marchi y Quintas(1983) )."Computing Equilibrium Points for g-cicle Games
® Marchi y Quintas(1983) )."Computing Equilibrium Points for q-cicle Games"

13
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S(z)={keX,:z,>0}

Definicion 6
Un punto de equilibrio de Nash (x,y,z) € 5, x5, x 5, se define completamente

mixto si:
Six)=%,, S(y)=2, y S(z)=2%,

En estos casos, se dice que cada jugador tiene todas sus estrategias activas.

Definicion 7'
Sea (x',y",z’) € 5,x 3, x5, un punto de equilibrio de Nash de un juego T,sele

llama valores esperados del juego a vy, vz, y v3, donde:
vi=Eix,y,z), vo=Balx,y,2z) ; va=Es(x,y, z)

Definicién 8'2%

1) Sea T,:P(X,)— P(3,) una correspondencia definida de la siguiente

manera:

Para cada S, c Z,
T.(S,)= {sz C3,:3ze5,, cond,(2)oS, y S)- 33}

2)Sea T,:P(3,)— P(Z,) una correspondencia definida:

Para cada S, ¢ %,
T.(S,) = {33 cX,:3xes,, condy(x)2S, y S(x)= s,}

3)Sea T,:P(Z,)— P(%,) una correspondencia, definida como sigue:

Paracada S, c Z,

T1(Sz)={s1 c 2 3yez~2, con J1(Y)QS1 y S(Y)=Sz}

' Raghavan (1970) Completely Mixed Strategies in Games Bimatrix
' Raghavan (1970) Completely Mixed Strategies in Games Bimatrix
2 Marchi y Quintas(1983) )."Computing Equilibrium Points for g-cicle Games"
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Una consecuencia inmediata de las definiciones 6, 8 vy la
caracterizacion de punto de equilibrio de Nash dada en el Teorema 1, es la

siguiente:

Teorema 2:
Un punto (x',y",z") e 5,x3,x5, con S(x')=8, Sly')=S,,S(z)=s, es punto
de equilibrio de Nash siysolo: S,eT,-T,0T,(S,)

(0 equivalentemente S, eT,0T,0T,(S,)

obien S;e T,0T,0T,(S;) )

con las composiciones, definidas de la siguiente manera.

TeT, °T3(S1)= {§1 <2 ElSﬁz eTl, °T3(S1) con §1 el (S_z)}
T T TS) {8, £ 5,138, €T, TS,) con S, €T, [5, )

T;oT, °T2(83)= {S-s c%,:35 €T, °T2(Ss) con ‘§3 eT; (8_1)}

Teorema 3:
Un punto (x',y",z’) e5,x5,x5, con S(x)=8, S(y'):SZ,S(z'):S3 es Unico
punto de equilibrio de Nash completamente mixto si y solo si el Unico
subconjunto:

S,c2, talque S;eT,oT, oT,(S,) es S,=5,

(o equivalentemente
S,c5, talque S,eT,oT,-T,(S,) es S,=3,
obien S, c X, talque S, e T,0T,0oT,(S,) es S,=3,)
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También utilizaremos funciones biyectivas' fo;, fi2 y fi3
2,22, fp 2,52,y ;5,53
Las funciones biyectivas f»; f5; y f13 distribuyen hiperplanos maximales en el

simplex de cada jugador (esto se detalla en secciones 2.3.1,2.3.2y 2.3.3)

2.2 Ejemplo de Juego de 3- personas con unico Punto de

Equilibrio

A continuacién, se desarrolla un ejemplo que muestra las

caracteristicas de los problemas que se estudian en éste trabajo.

Se considera F={Z1,22,Z3,A,,A2,A3} un juego en forma
normal de 3-personas, donde los conjuntos de estrategias de los jugadores

son:
Zi={a, b} para i=1,2,3

Las matrices de pago estan definidas teniendo en cuenta

que:
El jugador 1 juega con el 2, el 2 juega con el 3 y el 3 juega con el jugador 1 de

la siguiente manera:

e Eljugador 1 juega con el 2

L [1 si i=j
12 —
2*(i.J) {o Si i)
e Eljugador 2 juega con el 3
1 si j=k
23 k =
@k { 0 Si j#k

e EI3juega con el jugador 1

1 Quintas, L.G.(1988 a))."Constructing Bimatrix Game with Unique Equilibrium Points"
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a®(i k):{; SI. l;&f
si i=k

En consecuencia, las matrices de pago para la forma normal de este juego

estan dadas por:

a b a b
a (1,1,0) (0,0,0) a (1,0, 1) 0,1, 1)
b (0,1, 1) (1,0, 1) b (0, 0,0) (1,1,0)
a b

El jugador 1 elige la fila, el jugador 2 elige [a columna y el jugador 3 {a matriz.

A continuacion daremos una interpretacion geométrica de
las condiciones de equilibrio, teniendo en cuenta las definiciones de F,(x,y),
F(v.2) y Fi(zx):
e De la definicion, F,(x,y)=al2yx, +alZy,X, +ayy,X, +any,X, y  si

ademas:

1) x=e;=(1,0) ey=(ys, 1y1), entonces F(er,y)=y;
2)x=e; =(0,1) ey=(ys, 1-y1)  entonces F4(ez,y)=1-y;
F1(e,-,y) con i=1,2 resulta una funcién lineal en la variable y;. Y F,(e,,y) es
hiperplano maximal en el punto e; por superar a F1(€2,y) en dicho punto,
mientras que F,(e,,y) es un hiperplano maximal en e por superar a F, (e1, y),

en el punto mencionado. Es decir, F1(e,-,y) con i=1,2 son los hiperplanos del

jugador 1 definidos sobre el simplex del jugador 2 (Quintas (1988 a)), y estan

ilustrados geométricamente de la siguiente manera:



9000000000000 008000009000080C008000000COCOCFCECOSOIONONSSSOOOCS

Juegos N-Personales Con Equilibrios Unicos

Fi(ez, y)

+

€1 Yy €2

fig.1

Observacion 1: En la fig.1, en el eje horizontal se grafican los elementos y €
fz .y es la proyeccion de la interseccion de los hiperplanos F1(e1,}/) y

F,(e,,y) sobre el simplex 5,

o De ladefinicién de, F,(y,z)=a% z, y,+a% z,y, +a. z, ¥y, +ax z, ¥,
y ademas, si:
1) Siy=e;= (1,0) ;z=(z4, 1-z1), entonces F,(e;,z)=z,

2) Siy=e;=(0,1) ;z=(z1,1-z1) , entonces F,(e;,2)=1-2

Fz(e,-,z) con i=1,2 resulta una funcién lineal en la variable z;.

F2(e1,z) es hiperplano maximal en el punto e por superar a F,(e,,2) en dicho
punto, mientras que Fg(eg,Z) es un hiperplano maximal en e, por superar a
F,(e;,2), en el punto mencionado.

Es decir, F,{e;,z) con i=1,2 son los hiperplanos del jugador 2 definidos sobre el

simplex del jugador 3’ y estan ilustrados geométricamente de la siguiente

manera.
Fa(e1, 2) Fa(ez, 2)

€4 z €2

18
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Observacion 2: En [a fig.2, en el eje horizontal se grafican los elementos z

3, ,Z es la proyeccion de la interseccion de los hiperplanos Fz(e,,z) y

F,(e,,2) sobre el simplex

« De la definicion de F,(z,x)=a] x,z,+a] x,z,+ a1 X, z, +ay X, 2, Y

ademas:

1) Siz=(1,0) ;x=(x1, 1-X1) , entonces F,(e,, x)=1-Xx,

2) Siz=(0, 1) ; x= (x4, 1-x1) , entonces F,(e,,x)= x,

De modo que, F3(e,-,x) con i=1,2 resulta una funcién lineal en la variable x;

Y F3(e1,x) es hiperplano maximal en el punto e, por superar a F3(92,X) en
dicho punto, mientras que F3(62,X) es un hiperplano maximal en e, por
superar a F3 (6'1, X), en el punto mencionado.

F;3 (e,-,x) con i=1,2 son los hiperplanos del jugador 1 definidos sobre el

simplex del jugador 2'° | y estan ilustrados geométricamente de la siguiente

manera:

+

e4 X 7]

fig. 3

Observacion 3: En la fig.3, en el eje horizontal se grafican los elementos x e

f, , X es la proyeccién de la interseccion de los hiperplanos F3(e1,x ) y

F;(e2, x) sobre el simplex 5,

4 Quintas, L.G.(1988 a))."Constructing Bimatrix Game with Unique Equilibrium Points
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Para que exista equilibrio completamente mixto, en cada
caso, los hiperplanos se deben intersecar en un Unico punto, cuya proyeccion

en el simplex correspondiente, define las coordenadas del punto de equilibrio.
Asi en nuestro caso, el punto (x",y",z") € £,x5,x5,es un
punto de equilibrio en la extensién mixta con:
X=(%Y%), y=(% %), z'=(%%)

Esto es una consecuencia inmediata de Teorema 1.

Evaluando, a la funcién esperanza matematica de cada
jugadoren (X, y, z) se obtiene:
Ei(x,y,2)= % E)x,y,2)=Y% Ex,y, )=
Los valores esperados para este juego, usando la definicion 7 son:

vi=% va=Ye; 3=

Para ver que (x',y",z') e 5,x5,x5, es el tnico punto de
Equilibrio de Nash, conx = (%, % ) ;. y =(%,%): z'= (% %), se
utiliza el Teorema 2.

De la definicion de las matrices del juego, tenemos que:

T{h =y ; Ts(kh={k} ; Ts({ih={i+ 1} mod.2
S4 T2(S1) Ts(T2(S1)) T1(T3(T2(S1))
{1) {1} {1} {2}
{2} {2} {2} {1}
{1.2} {11{2}.{1.2} {1:{2}.{1.2} {23.{1}.{1.2}

Aqui, se observa que el unico ciclo de la composicion T1(T3(72(S+))), se tiene

cuando S:={1,2} y asi resulta que el punto (x',y',z') € f,xfzxfs es el Unico

punto de equilibrio de Nash de este juego en extension mixta es:

X=(%Y%),y=(%, %)

y Z=(%"%)

'S Quintas, L.G.(1988 a))."Constructing Bimatrix Game with Unique Equilibrium Points
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En general este tipo de resultado se lograra definiendo las
funciones biyectivas'®, for, fz y fi3.
f:2,52%, , f: 2,52,y f;:2,>2,
Que distribuyen los hiperplanos maximales en los vértices de los simplex.( Se

detalla en secciones 2.3.1,2.3.2.y 2.3.3)

2.3 Construccién de las Matrices de Pago de los Jugadores

Se exhibira una forma general de juegos g-ciclicos de 3-
jugadores, con unico punto de Equilibrio de Nash prefijado sobre la extensién
mixta.

Se construiran las matrices de pago A, de cada jugador i,
con i=1, 2, 3, teniendo en cuenta las caracteristicas del juego. Ademas se
estableceran condiciones sobre las funciones esperanzas matematicas de

cada jugador E;, E; y Es para que haya unico punto de Equilibrio de Nash.

Se considera una terna (x, Y, z) , con

xeZX, ,yes, ;ze3,

(x, ¥, 2) = ((%,, X5, X, ) (V1. ¥, Y5 (2, 2,,2,)) con x,>0,y, >0, z,>0 para s=123

Se eligen valores arbitrarios no nulo (por conveniencia se
solicita esta condicion), que luego resultaran los Unicos pagos esperados de

equilibrio: vi ,v2 y v3.

La construccion geométrica extiende la realizada por
Quintas (1988 a)), la misma consiste que en determinada region del simplex
limitada por: un vértice predeterminado, el punto prefijado en equilibrio y ciertos

puntos sobre las caras del simplex, tengan un unico hiperplano maximizante.

'® Quintas, L.G.(1988 a))."Constructing Bimatrix Game with Unique Equilibrium Points"
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2.3.1 Construccion de la Matriz del jugador 1

Se estableceran condiciones sobre E;, la funcién

esperanza matematica del jugador 1 de manera que, (x,y, z) ez:,xfzxf ;sea
punto de Equilibrio de Nash.

Sea y=(y,,¥,V;)e fz un punto completamente mixto,
prefijado, si se consideran también los siguientes puntos, que son vértices del
simplex 5 2!

e=(1,0,0), e=(0,1,0), e3=(0,0,1)

Y se eligen tres puntos, que tienen la siguiente forma:

- -1 -1
Y= (0, Yo .Va]

1l

- -2 -2
Y, (y1 0, Y3j
- 3 -3

Y3 :(}/1 Yo 0)

Cada uno de estos puntos y, ; y, , y, esta sobre una cara del simplex

>,, y se obtienen extendiendo cada segmento entre &; e y =(y,,y,,¥;) con

j=1,2,3, hasta intersecar la cara opuesta al correspondiente vértice . (Ver fig.4).

Esto se hace, para obtener una particion poliedral del simplex fz, que tenga

como puntos extremos'’: el punto prefijado y = Vs, ¥s ya), los tres vértices del

simplex 2:2 y los tres puntos }_/j conj=1,2,3.

El proceso que guia la construccion de las matrices de

pago se basa en analizar qué hiperplanos maximizan las regiones de la

'” Marchi y Quintas(1987) estudian caracterizaciones de esos puntos sobre algunos juegos n-

personas
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particién del simplex. Lo que se espera es lograr que en cada una de las

regiones sombreadas haya un Unico hiperplano maximizante.(Ver fig. 4)

1
V,+ &,

fig. 4

Para obtener y, emplearemos la siguiente ecuacion

vectorial.
e+ Aj(y - ej)=)_’1
La primera componente, cuando j=1 es: 1+Ai;(ys— 1) =0
1
1-y,
La segunda componente, cuando j=2 es: T+Ax(y2— 1) =0

Entonces A, = ! >0

1-y,
La tercera componente, cuando j=3 es: T+43(y3;— 1) =0
7

>0

Entonces A, =

Entonces A, = >0
1-y,s
.o - .0 y
Asi: y. =|0, Y2 , Ys ] Ly =[ Y 0, Ys J Ly =[ Y Y2 ’Oj
’ ( 1-y, ' 1-y, 2 1=y, -y, P 1-ys -y,

Debidoaque y e fz se tiene que:
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1_Y1=Zyt ; 1_}/2:2}/1; 1—}’3:Zyt
t21 tx2 t£3
Ahora se puede escribir a )_/, ; }2 ; }_/3 como:
J_/1=—1_(0: Yo Y3) ; };2= ! (Y1: 0, ya) ' };3 =—1”(Y1’ y2,0).
ny Zyt ZYt
t=1 tz2 t#3

Para cada vértice e, €2, , para cada ye2, teniendo en

=3r=3
cuenta que, F(x,y)= SZ %

s=1r=

2y, x, se obtiene:

F(e/’y) Zals Ys = A1in:

donde A! es la i-¢sima fila de la matriz de pago A; del jugador 1 e y' es el

transpuesto de y.

Vamos a definir a F;(i, y) tal que:

e Enelpunto y= (y,,yz,ya) tome el valor v, es decir:

F1(I’y Zals ys y ——V

Ver figura 4

e En el punto y, alcance el valor v, +¢/, con & > 0, esta condicion se
traduce en la siguiente ecuacion:

(/ y,) Za ys—v +é

s¢1

Teniendo en cuenta las componentes de y, , la ecuacion anterior se

transforma en:
1 =3

1"y1 s=1

s#1

12 1
acys =V, +¢
Ver figura 4
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e Enelpunto y, alcanceelvalorv,+¢} con ¢} >0; esto es:

(’ Y2) Za/s ys_V1+£2

Teniendo en cuenta las componentes de y, , la ecuacion anterior se

transforma en:

Il

3

1 )
-y,

w u»
5

#

Ver figura 4

12 1
A Ys =V, +E,

e Yenelpunto y, tomeelvalorv,+¢l,con ¢} >0, es decir:

(’ Y3j Za ys—V1+£3

s¢3

Teniendo en cuenta las componentes de y, , la ecuacion anterior se

transforma en:

LS ar

3 s=1
s#3

Ver figura 4.

s =V, +E;

Ahora introducimos la funcion f,; para encontrar la matriz

de pago del jugador 1:

Sea la correspondencia biyectiva fa4, tal que:
f,, :2,—>2,, L,()=i—hiperplano F1(i, y)= v,

(donde i es el indice correspondiente al hiperplano maximizante)

Esto implica que:

F(i,j)=a > af =Flr, j)paracada re =

25
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Paracada € €2, , para cada e; €2, , por definicion 3

r=3
F,(x,y) = a? y. x,,y como i es hiperplano maximizante:

r=1

(73
w

»
-

F i j)=aj

Asi la definicion 5de J,(y) = {ie =, : F,(i, y)> F,(i',y) para cada i'e X}
Implica que J1(e; )={f21())}.

Asi, sobre cada vértice de 2:2 habra solamente un hiperplano maximo y f;

distribuira diferentes hiperplanos maximos sobre cada veértice.

Se prescribe que, para cada t, tal que

fo1(t)=i, en cada punto )_/, el fy4(t)-hiperplano, pase por debajo del f¢(j)-

hiperplano. Este ultimo hiperplano toma el valor v, + ¢/ .(figura 4)

Esto dice que, para iz f(t)):

- s=3 12-t =3 . ,
F’(”yfj = Zais Ys= 1\*" Rl Ys =V H &
s=1 - Yj s=1
S;tj
>
s=3 -t 1 §=3 -
aff(t)s y .= 1 Zafzj(t)sys = F1(f21(t):y/)
s=1 = yt s=1

St

Ahora en el punto y = (y4, ¥2, y3) se requiere que, todos los
hiperplanos tomen el mismo valor v,. Es decir, para cada i (con i=1,2,3)

tendremos en el punto y = (y4, y2, ¥3) que se satisface la ecuacion:

< 12
Zais ys =V
s=1
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Y para cada t tal que f4(t) =i, en el punto ;/, se satisfacen las ecuaciones,

siguientes:

7 s=Zsa.’zy -a’y, |=v, +¢
1_y2 ~ isZs it Jt 1 t

Para obtener la matriz de pago A4 del primer jugador, para
cada i fijo, los coeficientes de a,‘f deben satisfacer las tres ecuaciones

siguientes:

3
12

agys =V,

Vit f(t)#i

! fa’zy —agy, =V, +€
1_yt poi is /s it 7t 1 t

»
)t

(2]
-

¢ Consideremos a f»; (j) =j, para resolver el sistema:
Recordemos que se espera encontrar un hiperplano que maximiza cada una
de las regiones de la particion del simplex, determinada por:

- Cuando i =1, por los puntos v, ;/2 ; }_/3 , para ello se debe resolver el

sistema siguiente:

12 12 12
QY +any, tagy; =V,
a’ yi +al? Ys =V, + &

1-Y, 1-vy,
a? Y1 1ap i’z =V, +&
3 3

Resolviendo el sistema, por el Método de Eliminacion Gaussiana, se obtienen
los elementos la matriz A :

1 _ 11 _
a:f =Vt 1"(52(1_'}/2)"'5;(1_}/3)); a1122 =V,- 62(1 .Vz); a11§ =V - 83(1 y3)
Y Y, Y3
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- Parai=2, porlospuntos y,;y, y, ,paraellosedebe resolver el

sistema siguiente:

12 Yo 12 Y _ 1
3221 +a231 =V, +¢&,
- Y, -Y;
12 12 12
Y GpYitany,taxny; =V,
12 Y 12 Yo _ 1
ay, +a,, 17 =V, + &
— Y3 —J3

Nuevamente, resolviendo el sistema de manera analoga al anterior, se obtiene:

1(4 _ 1(1 —
I T O B R L

ay=v
Y Y2 Ys

- Y para i =3, determinada por los puntos Y, j_/z ;y, se tiene que

resolver el sistema;

a2z Yz 1g2 Yo _y i
1_y1 1—}’1

lg2 Y1oyq2 Vs _y gl
1—}/2 1- 2
12 12 12
gy, tagzy, tazy; =V,

Resolviendo el sistema, obtenemos:

&5(1- 1
a%wﬁ%m;ﬁﬂﬁifﬁ:ﬁﬂﬁ (6 -y)+eir-y2)
1 2 3

A continuacion, se da un ejemplo, en donde se construye la
matriz A; del jugador 1, cuando la funcién f»; no es la identidad, cuando f24(j) =

j+ 1, mod. 3

Teniendo en cuenta, lo expresado anteriormente, y la
definicion de la funcion biyectiva fo1; los maximos estan ubicados de la

siguiente manera: Cuandoj=1,i=2,paraj=2,i=3,yparaj=3,1=1.
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Es decir, a)} =v, + ! (62(1—Y2)+5;(1—Y3))? 5 =V, +

1

1
a11§ =V, +**(£11(1“Y1)+£12(1—YZ))

3

Para fo4(j)=i, cuando i=1 tenemos:

811(112/1_), az=v,- e;(in)
Yi y 2

12
a8, =V, -

Para f,4(j)=i, cuando i=2 nos queda:

1 (1 -
a;§:V1_£2(1_Y2); a;§=v,—£3(1 Ys)

Y2 Y3

Para f>¢(j)=i, cuando i=3 nos queda:

ag =V1—£11(1_y1) . ar? 53(1_}/3)

, 33 =V —

Y, Y3

y’—(e:(1—y,)+e;(1—y3)) y

2

llustrando geométricamente los hiperplanos que, mayoran

a los demas en cada vértice del simplex fz del jugador es 2, teniendo en

cuenta la definicién de la funcién f,; se obtiene:

o Cuando se usa una funcion arbitraria 27 (j)

€2
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Se trabaja de manera similar a los ejemplos anteriores, es decir cuando f2¢(j) = j
o cuando fy(j) = j+1.

Cambiando la variable t por la j, y se obtienen, los elementos de la matriz de

pago del jugador 1 son:

1 o
Vit 25;(1—)%) para fy(f)=i
12 Yitye02i

/. 1-v. k!
v, ~(—yL)€f— para fy,() =i

Yj

Observacion 4: Se observa que:

e Los valores de los coeficientes de la matriz Ajson a;* >v, cuando f(j) =i.
Esto coincide con el hecho geométrico que f4(j) =i (el i€simo -hiperplano)
es maximo en el vertice g;

e Los valores de los coeficientes de la matriz Aq; cuando f2¢(j) = son a;’ <v,.

Esto coincide con hecho geométrico que, en el vértice j-esimo del simplex

2, el hiperplano i-ésimo no es maximo.

e Como 0 < y;< 1, los elementos de la matriz del primer jugador estan bien
definidos.
e La matriz A; de pago del jugador 1, es no singular, debido a que el
determinante de A, es:
s=3 ] 2 V1
cet(a)-(S-y) ] Y
Como e} son numeros arbitrarios  positivos, en consecuencia:

=3
(1-y.) € >0, yademas, v, es no nulo, por lo tanto el det(A,)=0.

s=1

[
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2.3.2 Construccion de la Matriz del jugador 2

Para construir la matriz de pago del jugador 2, se realizara

de manera similar, como se construyo A4 la matriz de pago del jugador 1.

Se estableceran condiciones sobre la funcion esperanza

matematica E; del jugador 2 de manera que: (x, y, z) €5, x5,x5, sea punto

de Equilibrio de Nash.

Se considera z=(z,,z,,z;)e%; , sean los vértices del

simplex 2, las siguientes ternas:

e=(1,0,0), e>=(0,1,0), es=(0,0,1)

Y se eligen tres puntos, que tienen la siguiente forma:

- 1t _1
z1=|0, z,, z,4
2 _2
22=\2, 0, z,
- 3 _3
z3=2,,2,, 0

Cada uno de estos puntos z:; z ; z estd sobre una cara del simplex

2, y los obtenemos extendiendo el segmento entre e,y z con k=1,2,3, hasta

la cara opuesta al correspondiente vértice. (Ver fig. 5)

Esto se hace, para obtener una particién poliedral del simplex 2:3 que tiene
como puntos extremos'®: Los tres vértices del simplex b3 5, €l punto prefijado z
y los tres puntos Z , con k=1,2,3.

El proceso que guia la construccion de las matrices de

pago se basa en analizar qué hiperplanos maximizan las regiones de las

'8 Marchi y Quintas(1987) estudian caracterizaciones de esos puntos sobre algunos juegos n-personas
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particiones simplex. Lo que se espera es lograr que en cada una de las

regiones sombreadas haya un unico hiperplano maximizante.(Ver figura 5)

v, + €2

figura 5

Para obtener zx emplearemos la siguiente ecuacion

vectorial:

e, +A(z—-e, )=z«

La primera componente, cuando k=1es: 1+44(zs-1) =0

Entonces A = TS0

1-2,
La segunda componente, cuando, k=2 es: 1+Ax(z2— 1) =0

Entonces A, = > ! >0

_22

La tercera componente, cuando k=3 es: T1+A3(z3—-1) =0

Entonces A, = 1 >0

32



000000080 0000000000000000000000000C0O0OCFCOROORCOROIONOONGS

Juegos N-Personales Con Equilibrios Unicos

Teniendo en cuentaque ze X, , se tiene que:

1-z,=> 2z, conk=123,

tzk

Se expresa a z«, de la siguiente manera:

- 1 - 1 - 1
= 0,z,,2,) 1 22= , 02z 1 Z3 = ,Z,,0).
Z1 er( 25 Za) 2 zzt (Z1 3) 3 zzt (22 Z, )
t21 t22 t+3

Para cada vértice e, €%,, para cada ze 2, teniendo en

r=3s=3
cuenta que: F(y,z)= a¥z.y, por definicion 3

r=1s=1
En consecuencia: F,(j, z)=a%z,+a5z,+a5z, = A} 2"
Considerando a A! es la j-ésima fila de la matriz del jugador 2 e z' es el
2 J

transpuesto de z.

Se requiere que F,(j, z) alcance:
e Enelpunto z el valor v,, esto es:
ar z,+a; z,+a;, 2, =V,
Lo que significa que F2(j, z) es el j-esimo hiperplano del jugador 2, sobre el
simplex del jugador 3.

Ver figura 5

e Enelpunto z« alcance el valor v, + &7, con €2 >0, (con k=1, 2, 3) esta

condicién se traduce en la siguiente ecuacion:

_ 5=3 —k
- 23 2
FQ(I’zk): Qi Z;, =V, + &

=1
2k

[Z37]

-k
Teniendo en cuenta las componentes de z , la ecuacion anterior se traduce

en.
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1 sz:: 23
— s Z
/s s
1-2z, 5

s+

3
ayz,=v,+¢&

Ver figura 5.
Ahora introducimos la funcion f3; para definir la matriz A, de pago
del jugador 2.
Se elige la funcion biyectiva f3; de modo que satisfaga:
fp:2;, > 2, , f,(k)=j—hiperplano F(j, z)= v
(donde j es el indice correspondiente al hiperplano maximizante)
Esto implica que :

R, k)=a > ai =F,(r, k) paracadarez;

Paracada €, €2, , paracada € <€2; ,pordefinicion 3

W

§=3r=3

F,(y.z)= a® z y, ,y como j es hiperplano maximizante:

rs
s=1r=1

F(j, k)=a%
Asi de la definicion 5 de J,(z) ={j<c %, :F,(j,z) > F,(j',z) para cada j'eZ,}
Implica que Ja(e;)={fs2(k)}.
Asi sobre cada vértice de f3 habra solamente un hiperplano maximo y f3;

distribuira diferentes hiperplanos maximos sobre cada vértice.

Se prescribe que, para cada t tal que f3,(f)+, en cada punto

z: el f3(t)-hiperplano, pase por debajo del f5,(k)-hiperplano. Este ultimo toma

el valor v, + 8,3 :
Esto dice que, para j= f21(t)):
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5 Sons S 2

F2(I,ij= a, z =1——~—- Qg Zs =V, +§&

s=1 Zk s=1

sxk
>
$=3 -8 -

Z folts £ zafgz(t)s s (fsz (k):ij
s - zk s=1

s#k

En el punto z= ( z4, 25 z3) se requiere, que todos los
hiperplanos tomen el mismo valor v,. Es decir, para cada j (con j=1,2,3) en el

punto z= ( z4, Zo, z3) que se satisface la ecuacién:

Y para cada t tal que f3(t) =/, en el punto z: se satisfacen las ecuaciones,

1 & 23 23 2
> aZz, |-alz, |=v,+¢
—Zy s=1

siguientes:

Para obtener la matriz A, del segundo jugador, para caga j

fijo los coeficientes a . deben satisfacer las siguientes tres ecuaciones.

i ]S s_v2
s=

4 y Vb, () )

1 S 23 2
7 Zajs Z |\ —ayZ, |=V, T &
t [\s=1

Recordemos que se espera encontrar un hiperplano que maximiza cada una

de las regiones de la particion del simplex, determinado por:

=  Consideremos f3o( k) = k

- Lospuntos z z: ;zs,cuandoj= 1, se debe resolver el sistema siguiente:

35



23 23 23
A ZitanZ, tagz; =v,

z z
23 1 23 3 2
Ja,,1_ vaf =t o =vore

2 2

z V4
12 44 12 43 _ 2
a;; +4a;, =V, +&

1—3 T <3

Resolviendo el sistema, obtenemos:

2(4 2(q
R O L A
1 2 3

- Por los puntos zs ;z; z3, cuando j= 2, se debe resolver el sistema

siguiente:
( z z
a2 "2 yaf B =y,+¢
1-2, 1-2z,
3 35321 + 85322 +a§§z3 =V,
z z
23 4 23 Z; 2
az; +azz1 2 =v,+&]
T 43 T £3

Resolviendo el sistema de manera analoga a los anteriores, se obtiene que:

e2(1-z
agf:V2_ 1( 1) . agg=V2+i<€12(1_z1)+£§(1‘23));
Z, Z,
aZ =V2_5§(1_23)
Z3

- Lospuntos z: ;z>; z,cuando j= 3, se debe resolver el sistema siguiente:

z z
ay t Ayt =Vt
1-2, 1-2z,
z z
o D vaR P —ved

23 23 23
3,2, +83,2Z, +83323 =V,

Resolviendo el sistema, obtenemos:

36



Juegos N-Personales Con Equilibrios Unicos

- . . 1
Q3 =V, — 7 v 83 =V, — = ’ a§§=V2+z (512(1_21)+€§(1_22))
1 2 3

Teniendo en cuenta la funcion biyectiva f3p que, distribuye

los hiperplanos maximos del jugador 2, en los vértices del simplex fa del

jugador 3 e ilustrando geométricamente, se obtiene:

€4 €2

Considerando una funcién arbitraria fs; los elementos de

la matriz A, de pago del jugador 2 son:

vt | Se1-z,) para fu(k)=]

23 Zy f,,(s)2k

ajk = _ 2
v, - 02 parar ()

Zy

Observacion 5: Se realizan las siguientes observaciones, respecto a los
elementos de la matriz construida:

¢ Como 0 < z, < 1 estan bien definidos.
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e Cuando  f3(k)= j dichos elementos son a; >v,; esto coincide con el

hecho geométrico que en el vértice k-ésimo del simplex X, el hiperplano
j-ésimo es maximo.

e Cuando 3 (k) =, los elementos a% <v, ; esto nuevamente coincide con el

hecho geométrico que en el vértice k-esimo del simplex i3 el hiperplano

j-6simo no es maximo alli.

e La matriz de pago A; del jugador 2 es no singular, debido a que:

det(A,) = ( (1-z,) ggjz Ve

z,.2,.2,

(7]

=3
1

S=

Y como, e,f son numeros arbitrarios positivos, en consecuencia:

s=3
(1-2z,) €2 >0, ademas, v, es no nulo, por lo tanto el det(A,)#0.

s=1

I

2.3.3 Construccién de la Matriz del jugador 3

Para encontrar la matriz de pago del jugador 3, se
construira de manera analoga, como se construyeron las matrices de pago de
los jugadores 1 y 2. Se estableceran nuevamente condiciones sobre la Es,

funcibn esperanza matematica del jugador 3, de manera que

(x,y,2z) e 5, x 2, x5, sea punto de Equilibrio de Nash.

Sea x € 2, con x =(x.x,.x,), se consideran las siguientes

ternas que son vértices del simplex f, ;
er=(1,0,0), e=(0.1,0), e5=(0,0,1)

Y se eligen tres puntos, que tienen la siguiente forma:

- -1 -1
X1 =0, X5, X,

= 2 2
X2 =| Xy, 01 X3
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Cada uno de estos puntos x1 ; x2 ,; x3 estasobre una cara del simplex

f, del jugador 1 y se los obtiene extendiendo el segmento entre cada vértice y

el punto fijo x, es decir, entre e,y x con i=1,2,3, hasta intersecar la cara

opuesta al correspondiente vértice.
Esto se hace, para realizar una particién poliedral del simplex 2, que tiene
como puntos extremos'®: los tres vértices del simplex 2, , el punto x prefijado y

los tres puntos )}; con i=1,2,3,. (Ver figura 6)

El proceso que guia la construccion de las matrices de
pago se basa en analizar qué hiperplanos maximizan las regiones de las
particiones simplex. Lo que se espera es lograr que en cada una de las

regiones sombreadas haya un Gnico hiperplano maximizante. (Ver figura 6)

V, +E5
figura 6
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Para obtener x; emplearemos la siguiente ecuaciéon

vectorial:
e, +A(x—e,)=x;

La primera componente, cuandoi=1 es: T+14(x;—1) =0

Entonces A = 1 >0

1-X,

La segunda componente, cuandoi=2 es: T1+1y(x2— 1) =0

Entonces A, = 1 >0

2

Il
o

La tercera componente, cuandoi=3 es: T+A3(x3—1)

Entonces A, = -—11 >0

Asi;)_@:o, X2,_X_3_ ;)_(2=‘XL,Q$*V ;)_(3= Xi , X2 , 0
1-x, 1-x, 1-x, 1-Xx, 1-x, 1-Xx,

Se puede escribira x; , teniendo en cuenta que el vector

X €s un vector de probabilidad :

- 1 - . . = 1
X1 =& (0’ X5, Xa)_ ! X2=—1~(X,, 0,X3) ' X3 = (X1: XZ,O)-
zxt th Zxr
t+1 tz2 123
Para cada vértice e, c5,,paracada xeZ, ,teniendo en
§=3r=3
cuenta que, F,(z,x)= a’l x, z, se obtiene:

=1 r=1

1%

Flk x)=a@ix; + aigxp + aigxs = 45 x';
donde A¥ es la k-ésima fila de la matriz de pago As del jugador 3y x" es el
3

transpuesto de x.

'® Marchi y Quintas(1987) estudian caracterizaciones de esos puntos sobre algunos juegos n-

personas
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Se requiere que F3(k, x) alcance:

e Enelpunto x el valor vs, esto es:
31 31 31
G X+ X, +3X; =V
Lo que significa que Fs(k, x) es el k-esimo hiperplano del jugador 3, sobre el

simplex del jugador 1. (Ver figura 6)

e Enelpunto x; alcance el valor v, +¢€, con €’ > 0, (con i=1, 2, 3) esta

condicién se traduce en la siguiente ecuacion:

s s=3 —17
_ 31 _ 3
F{k,x,) = ay X, =V, +§
s=1

s#i

Teniendo en cuenta las componentes de x; , la ecuaciéon anterior se

transforma en:

1 &3 31 3
— At s=1
s=t

(Ver figura 6)

Ahora introducimos la funcién f;3 para definir la matriz de

pago del jugador 3.

Sea la correspondencia biyectiva f;3 de modo que
satisfaga.: f,,: 2, > 2, ,f,(i) = k—hiperplano F3(k, x)= v3
(donde k es el indice correspondiente al hiperplano maximizante)
Esto implica que:

F,(ki)=a) > &' =F,(ri)paracada re ;.
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Para cada €, €23, para cada €, €Z1, teniendo en

s=3r=3
cuenta la definicion 3 de F,(zx)=>'>al x,z, y como k es el hiperplano

s s Tr
s=1r=1

maximizante:
F,(k i)=a}
Asi la definicion 5 de
Jy(x) =tk € 3, : F)(x, k) > F,(x, k') para cada k'e %,}
Implica que Ja(e)={f13()}.

Asi, en cada vértice de 2, habrd solamente un hiperplano maximo y fi3

distribuira diferentes hiperplanos maximos sobre cada vértice.

Se requiere que, para cadat, tal que fi3(f)=k,

en cada punto x; con i=1,2,3, el fi3(t)-hiperplano, pase por debajo del

hiperplano f;4(i)-hiperplano. Este altimo hiperplano tome el valor v, +¢; .

Es decir, para k= f13(i)):

=1 - 1 1=1
1£i

=3 _
3 .
af,:,(l)l Zaf,s(l)lxl 3(f13 (’): xij-

-—

En el punto x =(xs, x2, X3} se requiere que todos los
hiperplanos alcancen el mismo valor vs.: Es decir, para cada k (con k=1,2,3) en

el punto x =(x4, X2, x3) se satisface la ecuacion:
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s=3
D aux,=V; parak=123
s=1

Y para cada t tal que fi3(t) # k , en el punto )-(, se satisfacen las ecuaciones,

siguientes:
1 < 31 31 3
s Doagx, |-agx, |=v,+¢
t s=1
Para obtener la matriz de pago A; del tercer jugador, para

caga k fijo, los coeficientes a)' deben satisfacer las siguientes tres

ecuaciones.

& 31
Zaksxs = V3

s=1
y Vtif(t)=k

1 < 31 31 3
1—x Zaksxt —Qu X | =V T E
A s=1

= Consideremosafy;3(i)=i
Se espera encontrar un hiperplano que maximiza cada una de las regiones de

la particion del simplex, determinada por:

- Cuando k =1, por los puntos x; x2 , xs ,Yy para hallar la ecuacién del

hiperplano maximizante, se debe resolver el sistema siguiente:

31 31 ar,
8, X, +@p X, +a8;3X3 =V,
X X
@ ttoyal o o=vy+el
A2 A2
X X
31 X4 31 Xp 3
811 —7*4-312 1 =V, +€3
A3 — A3

Resolviendo el sistema, obtenemos:

3
3(1_ e\1-x
ay =Vsy+ ! (813(1_)(2)‘*'5;(1"(3)); aj, :‘/3_82(1 Xz); af; =V;— 3( 3)
X4 X, X3

43



0000000000000 000000000000000000COC0CCOCGOCGROCFRESCSOOIONOINPRORPOIOONTOTS

Juegos N-Personales Con Equilibrios Unicos

- Para k=2 por los puntos X1, X, x3 , para encontrar el hiperplano

maximizante se debe resolver el sistema siguiente:

X X
ot wal M ovee

{alx,+apz, +anx, =v,

31 X 31 X; 3
ay vay o=V, 4+
1-X, — X,

Resolviendo el sistema de manera analoga al anterior, obtenemos:

e(1-x,) . 1 ) e2(1-x
all =v, - 1(X ) ; aj;:v3+x (S(0-x,)+e0-x,); a2 =v3—-3—(——3)
1 2 3

- Y parak =3, porlos puntos x: ; x2 ;x, para encontrar el hiperplano

maximizante, se debe resolver el sistema siguiente:

=V, +&

31 31 31,
83,Z; + A2, + 3725 =V,

Resolviendo el sistema, obtenemos:

3 1_ 3 1__
a3 =V3‘£1( x) ;a3 =V3—€2( xz) ; a§;=v3+r1—(£f(1—x,)+£§(1—x2))
X1 X2 X3

Teniendo en cuenta la funcién biyectiva fy3 que, distribuye

los hiperplanos maximos del jugador 3, en los vértices del simplex il del

jugador 1, e ilustrando geométricamente, se obtiene:
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€1 €2

Considerando a una fy3 arbitraria, los elementos de la matriz As; de pago del

jugador 3 son:

v, o1 del(t-x,) para f,()=k
a = Xi fiy(0%i ,
v, — ( _;’ 2 paraf,, (i) = k
L i

Observacion 6: Se observa, respecto a la matriz del jugador 3 que:

e Como 0 < x;< 1 los elementos de la matriz estan bien definidos.

e Los valores de los coeficientes de la matriz, son a]' > v, cuando f(i) =k,

esto coincide con el hecho geométrico, que en el vértice i-esimo del
simplex 2, el hiperplano k-ésimo es maximo ahi.
e Los valores de los coeficientes, cuando fi3(i) =k son a;’ <v, esto coincide

con el hecho geométrico, que en el vértice i-esimo del simplex 2, el

hiperplano k-ésimo no es maximo.
e La matriz de pago As; del jugador 3 es no singular, debido a que, el

determinante de la matriz A; es igual a:
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s=3 2
det(A,) =( (1-x,) 53) Vs
s=1 Xy X5.X5

Y como, ¢&°

I

son numeros arbitrarios positivos, en consecuencia:

Il
[A]

S

(1-x,) € >0, ademas, v; es no nulo, por lo tanto el det(A,)=0.

»
-

2.4 Verificacion que (x, y, z) es Punto de Equilibrio de Nash

El punto (X,y,z):((anzlXs):(}’wyz:}/s):(zwZz:za)) con

XGf, ,yefz ;ze}fa y con x,>0,y.,>0 z,>0 paras=123 es
un Punto de Equilibrio Nash, ya que se satisfacen las inclusiones:
Sx) cJdily); S(y) < Ja(z) | S(z) < Js(x) Teorema 1
Debido a:
1) Que todos los hiperplanos del primer jugador toman el mismo valor v sobre

§=3
el punto y =(y,,y,.¥;), ya que Y aly, =v,. Entonces Js(y)={1,2, 3}= S(x).

s=1

2) Que todos los hiperplanos del segundo jugador toman el mismo valor v;

s=3
sobre el punto z=(z,,z,,z;), ya que Y arz =v, sobre el punto z.
s=1

Entonces J»>(2)={1,2, 3}= S(y).

3) Que todos los hiperplanos del tercer jugador toman el mismo valor vs sobre

s=3
el punto x = (x,,x,,x;), yaque > ajx, =v,. Entonces Js(x)={1,2, 3}= S(2).

s=1

Debido a la construccién realizada en los paragrafos
anteriores, existe un juego q- ciclico /- completamente mixto, con matrices de

pago de los jugadores Aj, Az y A3 y que tiene a (x, ¥, z) como punto de

Equilibrio de Nash para I'. Es decir el siguiente resultado
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Teorema 4: Teorema de existencia de juegos ¢- ciclicos con tres

jugadores con (x,y,z) punto de Equilibrio de Nash prefijado

Dado (X, Y Z)'_‘((wazfXs)r(.V1:Y2:Y3)r(Z1’22123)) con x;>0; y. >0,

s=3 -3 s=3
z, >0 para s=1,2,3, que satisfacen: sz =1; Yy, =1, ), Z,=1; y valores
s=1 1 =1

[%]

s=

no nulos vy, v2 y vz Y dadas , funciones f,, :2,—>2%, |, f,:2,52, Yy
f,:%,—> 2%, ,ynumeros positivos ¢, con i=1, 2, 3. Entonces, existe un juego

I" qg-ciclico que tiene a (x, y, z) como punto de Equilibrio de Nash,

completamente mixto, y v4, v2 y v3 son los valores esperados del juego I

2.5 Unicidad del Punto de Equilibrio de Nash

En ésta seccidon se demuestra, que la familia de juegos

construida anteriormente tiene al punto (x,y,z) €3, x5, x 3, como unico punto

de Equilibrio de Nash.

Dadas las matrices de pago de los jugadores 1, 2 y 3 construidas
anteriormente, en forma similar a la realizada para juegos bimatriciales®, se

eligen funciones f»4, f3; y f13 que satisfacen:
Para cada (k,k")e %, x5,

i fiz ofs ofs (k')= k" entonces f,; of,, of,, (k");z: k' ()

0 equivalentemente:

.

Para cada (/ ,j")e 2:2x2:2

"

i fsp ofy3 of; (j')= J entonces f;, of,; of,, (j )¢ j
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0 equivalentemente:

Para cada (i",i")e S x5,

for ofs ofys (i'): i” entonces fy; ofy, of, (i“)i i

Observacién 7: Las funciones £, (j)=j+1, mod. 3; fy,(k)=k y f,(i)=1i,

satisfacen las condicién (1).

T1({i}) ={j+1} mod.3

; T2({kp={k} ; Ts({i)={i}

Ss T2(S3) T1(T2(S3)) T3(T1(T2(S3)))
{) {1} {2} {2}
{2} {2} {3} {3}
{3) {3) {1) {1)
{1.2} {11.{2}{1.2} {2},{3}.{2,3} {2}.{3},{2,3}
{1.3) {1.3) {1), {3} {1,2), {1). {2) {1.2), {1).{2)
{2.3) {2,3), {2), {3) {1.3). {1). {3) {1.3). {1). {3)
{1, {2), {1). {2), {1). {2),
{1.2,3) {3).{1.2},{2,3},{1,3}, [{3).{1.2}.{2,3},{1,3}, {{3).{1,2}.{2,3}.{1,3},
{1,2,3} {1,2,3} {1,2,3}

Aqui, se observa que el unico ciclo de la composicion T3(T4(T»(S3) se tiene
cuando S;={1,2,3} y asi resulta que el punto (x', y, z') e f,xzzz x2:3 es el unico

de Equilibrio de Nash..(Ver Teorema 3)

1

Ademas, elegimos numeros arbitrarios: £,

2 3
j & Y &

con lo que se tiene que:

w

=3

(1_.ys) 8; >0

w
©»

1%
17}

(1-z)el>0 y > (1-x)&>0 (2

(2]
il
-~
[
I
-
[
Il
-

¥ Quintas(1988 b) "Uniqueness of Nash Equilibrium Points in Bimatrix Games",
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Esto es para asegurar que las matrices A4, A; y A3 de pago de los jugadores

1,2 y 3 sean no singulares.

Notacion: Se denotara con:

= x y; 7' alos vectores transpuestos de x; y; z.
« ()" ;(y)'; (z) alos vectores transpuestos de x’; y’; z’

= Vi=(vi vi v;)"alamatrizde orden 3x1 con elementos iguales a v; con i=1,
2, 3.

o U= (U ui)t a la matriz de orden 3x1 con elementos iguales a u; con i=1,
2,3

- A,-j al renglén j de la matriz del jugador i.

Teorema 5: Teorema de Unicidad
Dado el juego I g-ciclico construido en Teorema 4 que tiene a (x, y, z) como
punto de Equilibrio de Nash, completamente mixto. Y dadas , funciones f;;,

fs2, f13 que satisfacen la condicion (1), y nimeros positivos ¢, con i=1, 2, 3 que

satisfacen (2). Entonces, el (x, y, z) es unico punto de Equilibrio de Nash,
completamente mixto del juego I
Demostracion:

Para demostrar la unicidad del Punto de Equilibrio de Nash,
se analizan los siguientes casos:

Asumir gue existe otro punto (x°, y’, z') de Equilibrio de

Nash con Ei(x’,y’, Z') = u; con i=1,2,3 y que satisface:

| Que los soportes cumplan que:
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Sx)=S(x), Sy)=S(y), Sz)=s@

I. Que los soportes cumplan que:
a-S(x)=S(x), S(y)=S(), Slz)cS@ o
b-S(x)=S(x), S)cSW), Sz)=S( o
c-S(X)cSK),  Sy)=S(y), Slz)=5()
Si se prueba la unicidad del punto de Equilibrio de Nash, para una de

las condiciones de los soportes a, b, o ¢, es similar para las otras.

. Que los soportes cumplan que:
a-S(x)cSK),  Sy)=S(y), Slz)cS(z)o
b- S)=Sx).  S(y)< Sy, Slz)=5(@) o
c- SKx)c S,  S(y)=S(y), Slz)c S

Si se prueba la unicidad del punto de Equilibrio de Nash, para una de las
condiciones sobre los soportes a, b, o c, las pruebas de cualquiera de los casos

son similares, por ello , es que solo se prueba una de ellas.

IV. Que los soportes cumplan que:
Sx)c S,  Sty)cSw). SlZ)cS@

Demostremos los casos mencionados:
l. Que el punto (x’, ¥y, z') es completamente mixto, es decir, que los
soportes cumplan que:
S(x)=S(x),  Sly)=S(y). Slz)=S(
Debido a que, (x, y, z') es punto de Equilibrio de Nash, se

verifican los sistemas:

Aly)=u, AlZ)=u, ; Ax)'=u,
Esto significa que se satisfacen los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:
)&  Al)=V, b Aly)=v,
) ¢ A=V, d  AlZ)=u,
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i e Ax)'=V, f Alx)'=U,

Sien), se escribe la forma general de los sistemas a) y b), se obtiene:

12 12 12 12, . A12.,7 . 12,
ag Y, tany, ta,;3y; =V, a Y, tany, +azys; =4
12 12 12 12, 12, 12,
a) @y Y, taxny,+ayy; =V, b) <ayy,+axny,+aysy;=Uu,
12 12 12, 12, 12, 12,
Az Y, taszy, taspyY; =V, dy Y, taszly, tazy; =,

Multiplicando por u; a cada ecuacion del sistema a) y por v y a cada ecuacion

del sistema b) por us y luego restando se obtiene:

31112(u1y1 "V1Y;)+a11§(u1)’2 —V1y;)+a1132(u1}/3 “V1y:?)= 0
a;f(u,y, _V1y;)+ agg(”ﬁ’z "V1Y;)+ ag(“ﬁ’a - V1y’3)= 0
a;f(u,y, _V1y;)+ agﬁ(u,yz "V1Y2')+ a;§(u,y3 - V1y'3): 0

5=3
Como la matriz A; es no singular, debido a que vi= 0y que Z(1—ys) £ >0,

s=1

(Ver Observacion 4), el sistema A, (u,y —v,y' )t =0 tiene unica solucién, en

consecuencia:
uy,-vy,=0, entonces uy, = V.y,
uy,—v,y,=0,entonces uwy, = V,y,
uy,-v,y,=0,entonces uy, = Vy,
Sumando miembro a miembro estas tres igualdades, se
5=3 s=3

obtiene: Y u,y, =Y v,y,, como los vectores y =(y,.y,.y,) e ¥ =(y;,y;,y'3)

s=1 s=1

5=3 s=3
son vectores que cumplen que: Zys =1 y’s =1, se deduce que u; = v;.

s=T1 s=1
Por lo tanto, los sistemas a) y b) de [), se pueden

escribir:
a) A=V, b) Al =v,
lo que conduce a A,(y - y')’z 0,y como A, es una matriz no singular y el

sistema es homogéneo, tiene Unica solucion, la trivial, en consecuencia y = y.
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De igual manera, trabajando con los sistemas de Il) y lll) se

v

prueba que: x=x ; z=z, teniendo en cuenta que las matrices A, y A3 no

singulares (Ver Observaciones 5 y 6).

Por lo tanto, se ha concluido que x=x"'; y=y' ; z=z'

ll. El punto de equilibrio (x’, y’, z°) satisface que:

Sx')=S(x), Sty')=S(y), slz')c S@)

Asumimos que z = (Zi, z5, 0) y que f3,(k)=k, en consecuencia, la matriz de

pago del jugador 2(construida en 2.3.2), tiene los maximos en la diagonal

principal, es decir, la matriz tiene la siguiente forma: [

con A donde estan ubicados los maximos.

» Sea ke S(z)-S(z ), en este caso, k=3.

(k)

f
Denotamos con Aj?

notaciéon pagina 49)

%4

2
. ' ' es\1-2z)
AP f =az a2 aZ) |z, |=v, Y zi- 5»%3) z
0 seS Z') seS z') s

= Seare S(Z'), en este caso, r=10r=2.

z; ,
Ag”(’)(z'y = (aff az aﬁj) Zy | =V, ;78 - ; )53 (12_ %) Zs+
0 seS{z’ seSlz’ s

S#Er

f
Denotamos con A2 )

notacién pagina 49)

J, donde se indica

al renglén  f3, (k) de la matriz del jugador 2.(Ver

al renglon  f5(#) de la matriz del jugador 2.(Ver

52



0000000000000 09000000000C0C00OCGEOIOIOIOONIBOINOOOOINOBDOIBOROTOSYO




0000000000008 0000000000000000000ROCKSO°0OCROCGOOOTBOGOOORYS




00000 000000000000 000000000000000C0O0CGCGOCFROCECSOOIOCROSIONONOIOGTS

Juegos N-Personales Con Equilibrios Unicos

Restando A??‘”(z') y A£32(k)(2') se obtiene:

v §=3 2
Agaz(")(zry _A;sz(k)(z'y =V Z’s — £2§£t23)zls + Zr gf(] - zs)—[v Z’S - & (1 — ZS) Z‘SJ
2 ) , 2 2 g‘( sg;)

Zr s=1
S#I

s=3
Como ngzﬁ_zs) >0y reS(z')
s=1

Aéaz(’)(z')f - Ag”(k)(zly >0, lo que implica que f, (k)¢ Jz(z').

Debido a que (x',y',z') es punto de equilibrio, se cumple que: S(y')g JQ(Z')
(Teorema 1) , por esta razdbn es que: f32(k)¢ S(y'), en consecuencia:
Y}sz (k) =0, lo que es imposible por que:

Como S(y )=S(y), y (x,y, ) es un punto de equilibrio completamente mixto,
lo que implica que. S{y) = “S(y'] =3

En consecuencia, S(z')z S(z) , y estamos en caso | el punto de equilibrio de

Nash es unico.

[ll. Probaremos el caso b), es decir, que el (x',y',zv) punto de Equilibrio de
Nash satisface:

SK)=S0), S )=Sly), S)<S@)
e Sea ke S(z)-S(z), en este caso, se supone k=3, fx(k) = k, en

consecuencia la matriz del jugador 2 (construida en 2.3.2) es de la siguiente

A ¥ %
forma: [* A *}, se indicacon A donde estan ubicados los maximos.
* %A
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En el caso I, se encontré Yr,,(x) =0, es decir, que ¥3 =0

= Sea je S(y)-S(y ), por hipétesis S(y )= S(y), en este caso unj = 3
cumple esta condicion .

Sea f21(j) =j+1 , en consecuencia la matriz del jugador 1(construida en 2.3.1) es

* * A
de la siguiente forma: {A * *], se indicacon A donde estan ubicados los
* Ak

maximos.

£ (i
Denotamos con A127(]) al rengion f21( ) de la matriz del jugador 1.
A ),
Ay f=leli aff af)|ve|=vi Dve- ; L
0 SES( j veSy) S

Sea I'e S(y'), en este caso, r= 1 0 r=2.

f.
Denotamos con A127 ) al renglon le(r) de la matriz del jugador 1.

y’ ]
aly) =iz o)y |=v, - %: sy, V'Zes@ ve)
0 seS(y"j seSly ) s Yr :;J

t
L ' fo,{j ! ) i
Restando A" )(y y y A12’(j)(}/)‘ se obtiene, de manera analoga

] t . )
al caso anterior que: A,’?’(’)(yy > fz’(j)(}’), lo que significa que

fali)e Jl( )

2 ,
A T A A 3 0 VS -
eSy)

, ' yr
0 seS(y j S g#
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t
f r ' f . [ .
Restando A" )(y ) y Af’(f)(y ) se obtiene, de manera analoga

al caso anterior que: Afz’(r)(y')t > f2’(j)(y'), lo que significa que
le( )¢ Jl( )

Debido a que (x',y',z') es punto de Equilibrio de Nash S(X’)E Jz(y’)(Ver
Teorema 1) , por esta razdén es que: f21(j)e 81(X'), en consecuencia:;
X‘f21(j) =0 es decir X; =0

Lo que es imposibie por que S(x )=S(x),y (x,y, z) es un punto de equilibrio
completamente mixto, lo que implica que. |S(x) = (S(x") =3

En consecuencia, S(y )= S(y), S(z'):S(z) y nuevamente por el caso |, el

punto (x, y, Z) es unico.

IV. Que el (X',y’,Z') punto de Equilibrio de Nash es tal que los soportes
satisfacen:

Sx)cS(x), Sty)c Sy, SlZ)cS@

» Sea ke S(Z)—S(Z'), en este caso, se supone k=3, fi(k) = k, en
consecuencia la matriz del jugador 2 (construida en 2.3.2) es de la siguiente
A * *
forma: [* A *J, se indicacon A donde estan ubicados los maximos.
x kA

En el caso II, se encontré ¥z, (k) =0, es decir, que 3 =0.

« Sea je S(¥)-S(y) . porhipotesis S(¥ )= S(y), en este casounj=3

cumple esta condicion .
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Sea f2(j) =j+1 , en consecuencia la matriz del jugador 1(construida en 2.3.1) es

* kA
de la siguiente forma: {A * *J, se indicacon A donde estan ubicados los
*® A *

maximos, ya se trabajo en el caso Il y se arrib6 a que Xr, (j) = 0 , es decir

X; =0

= Sea € S(x)—S(x ),y consideremos fis(i) =i , en consecuencia la matriz
* %
A *|, se
* A

Trabajando de manera similar, a cuando  S(y ) < S(¥), S(z')g S(z)  se

arriba a que fisli) e Jg(X').

Debido a que (x',yl,Z') es punto de Equilibrio de Nash S(z')c_: J3(X')(Ver

* % [>

del jugador 3(construida en 2.3.3) es de la siguiente forma: {

indicacon A donde estan ubicados los maximos.

Teorema 1), por esta razén es que: f13(i)§7£ S(Z'), en consecuencia: Z;;3(i) =0,

es decirz; =0 .

- Ahora elegimos K€ S(2)-S(z ), tal que ®(k)="f5(Fs;(fs (k) e S(z'),
(La existencia de tal k, esta garantizado (1))

Denotamos con A§’(") al renglén CD(k) de la matriz del jugador 3.

Para k= 3, ®(3)=1

ok)(, 31 _31 31 0 _ 0 _ ' e5(1-xs)
Ay (X ) = (311 a2 313) zp|=(a * *) |z |=v, Zzs - Z(: W %S
2:3» Z:f,v SES(XHJ seS X’) S

y para cada r tal que h(f)=f21 (f32 (r))e S(X'), r= 1 0 r= 2, en consecuencia,

P(1)=2y ®(2)=3,sir=2

o(r
Denotamos con A3 ) al renglén CD(F) de la matriz del jugador 3.
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! 5=3
BT =6 8 )| x| T s(’x‘-*i)x;+§h"’ S e2l-x,)
X3 seS(x ifj(’r‘) s hr) 2:;7(,)

Si se resta A;"(f)(x ) y A2 )(X ' ) , se obtiene:

A;D(r)(x')* (k)( ) Xh(r) 3(1_)(8)

Xh h(r) s =1
Esta resta es positiva debido a que h(f)G S(X') y que 255(1 - Xs)> 0
s=1

Es decir, Ag)(’)(x'y > Ag)(k)(xly (3)

Por otro lado, k es tal que CP(k)e S(z'), y como ( x, y, zZ') es punto de

Equilibrio de Nash, se cumple que: S(z')g J3(X' )(Ver Teorema 1), por lo tanto,
® ¥t oK)}
también se satisface la siguiente desigualdad: Aj (r)(X ) < A3( )(X ) .

Las desigualdades (3) y (4) son incompatibles, a menos que Xa(r) = 0

Pero, si esto ocurriera el vector x es el nulo, y esto es un absurdo, ya que es
un vector probabilidad.

En consecuencia, es imposible que existe un punto de Equilibrio de Nash

(X Y.z ) que cumpla las condiciones establecidas en este caso.
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2.6 Conclusion del Capitulo

Se introduce el problema de la unicidad de un punto de
Equilibrio de Nash, con un ejemplo de un juego g-ciclico, de 3-personas, y se
justifica la unicidad del punto de Equilibrio, utilizando una caracterizaciéon de
unicidad de punto de Equilibrio de Nash, establecida en Teorema 2 del

presente capitulo.

Se ha construido una familia de juegos de 3-personas, g-
ciclicos y con unico punto de Equilibrio de Nash, prefijjado y completamente
mixto, la que extiende |a construccién presentada por Quintas(1988 a). Ademas
se ha demostrado la unicidad del punto de Equilibrio de Nash, siguiendo los

lineamientos presentados por Quintas (1988 b).
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CAPITULO 3

Construccion de Matrices de Juegos Ciclicos n- Jugadores
con Unico Punto de Equilibrio Completamente Mixto

3.1 Definicion y Resultados Previos

Definiciéon 1%

Sea =1{3,5,,...5, A A,\.... A}, un juego g-ciclico, finito, en forma
normal de n personas, donde Z; es el conjunto de estrategias puras del

jugador i, sea A; la correspondiente funcion de pago, con i=1,...n.

La definicion de la funcion A; es la siguiente:

Ai(01’ ..... ,0/, ....... ,Gn)zB,-(O,-,O'q(i))-{—C,-(O'7,..,0,-_1, 0i+1,,....,0n)

con o0;€X; y quna funcion que satisface:
qi) =i y  lq%i) |= 1 donde |.| indica la cardinalidad de conjunto

respectivo.

A los efectos de las construcciones que se realizaran en
este capitulo, se consideran juegos en donde:
4) q(i)=i+1 mod.n y denominemos j=q(i).

5) Cada jugador tiene a lo mas m estrategias, es decir, 3,/ <m,i=1,2,.....,n

*! Marchi y Quintas (1983) Marchi, "Computing Equilibrium Points for g-cicle Games"
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6) El pago de cada jugador i, tene a C,(0;,..,0,,,0,4,,....,0,)=0

Definicion 2: Una estrategia mixta para el jugador i es una distribucion de
probabilidad sobre las estrategias puras X, = 1',0-2, ......... ,am}, es decir, un
vector definido por:

X, = (00 ), %, (04 ) ooorv X, (o)) = (X0, X X )

donde x; es la probabilidad de que el jugador i juegue sobre su estrategia

0; €2, cont=12,..m.

Definicion 3: Sea i,» el conjunto de las estrategias mixtas para el jugador i

- t=m
Z,:{x,: x¢=1 con x;>0t=12... ,m}
t=1

Notacién: Llamaremos a:

i=n
- x=(x;,%,,.....x,)e [ [Z/ unan-upla de estrategias mixtas de los n

i=1

jugadores.
- Xvegy = (X X X X))
- (an{,-},x,)= (X eeeees Xy Xy Xigrenn X))

+

= (XN_{,},XI)=(X1, ....... 7 Xigs X5 X,-+1,....,Xn)

Definicion 4%*:
La funcion esperanza matematica E; para cada jugador i, en el juego g-ciclico,
es de la siguiente manera:
E, (X):,:i(xilxq(i))+Gi(XN—{i})
Donde F; y G; son las funciones esperanzas de B; y C; respectivamente.

e En nuestrocaso,comoCi=0coni=1,2, ... n.
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Las funciones esperanzas matematicas, tienen la siguiente forma:
I=mt=m
= - Uyed y! o
E,(X)—/:I(XI,XJ->-— at/X[X( con |—1,2,
=1 t=1

—

Notacién: Denominaremos indistintamente;
Flrx)=Fle.x,),

donde e, es una m-upla con uno en el lugar ry cero en el resto de los lugares.

Definicion 5%:
t=n _

Una n-upla X" = (X1,X2, ------ X:,)G sz es un punto de Equilibrio de Nash
t=1

* a*

siysélosi Ej(x) > E;(Xn—g,X;) paracadax;e2;; y paracadai=1,2,.....

n.

Definicion 6: (Marchi y Quintas(1983))

Los conjuntos de todas las estrategias puras, que son mejores respuestas

t=n .
contra x =(x;,X,,.....x,) € [ [ Z¢, se denotaran con Ji(Xy;), y estan definidos
t=1

de la siguiente manera:

Ji(Xqp) = {o; €2 F,-(o;, xj)ZF,-(o;‘,xq(,)) para cada a{ e cont=12,..,m }

Se usara la siguiente caracterizacibn de puntos de

Equilibrio de Nash

2 Marchi y Quintas (1983) Marchi, "Computing Equilibrium Points for g-cicle Games"
2 Nash, J.(1950)."Equilibrum points in n-person games"
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Teorema 1%*:

1=n .

X =(X;,X,,......x,) € [ JZ; es un punto de Equilibrio de Nash, siy solo si,
i=1

S(Xi)g‘ji(xq(i)), paracadai=12,....,n.
Donde S(x;) es el soporte de la estrategia mixta x;, que es:

S(x)={ 0. e5 :x.>0con s=12..m}

Definicion 72°:

Un punto x =(x,,X,,....x, ) € i,- que es Equilibrio de Nash se define

Il
-

completamente mixto si
Sx;)=2,;

En estos casos, se dice que cada jugador tiene todas sus estrategias activas.

Definicion 82%°:
t=n -

Sea X = (x,x2 ...... x;)e ] [ un punto de Equilibrio de Nash de un juego r,
t=1

se le llaman valores esperados del juego a vy, v,,......, V,, donde: v; = Eix ),
i=1,2,....,n.

También utilizaremos funciones biyectivas®’ f;
f,:2,>2,
Las funciones f; distribuyen hiperplanos maximales en el simplex de jugador j,

esto es ( esto se detalla en la seccidén 3.2 ).

* Marchi y Quintas (1983) Marchi, "Computing Equilibrium Points for g-cicle Games"
» Raghavan(1970) ) "Completely Mixed Strategies in Games Bimatrix'-

** Raghavan(1970) ) "Completely Mixed Strategies in Games Bimatrix"-

" Quintas(1988 a) "Constructing Bimatrix Game with Unique Equilibrium Points"
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3.2 Construccion de las Matrices de Pago de los Jugadores

Se exhibira una forma general de juegos g-ciclicos de n-
jugadores, con unico punto de Equilibrio de Nash prefijado sobre la extension
mixta.

Se construira la matriz de pago A con i=1,2,....n del
jugador i, y para ello se estableceran condiciones sobre la funciéon de

Esperanza Matematica E; para que haya unico punto de Equilibrio de Nash.

Se considera un punto arbitrario, x =(x,,x,,.....x,)e [ 1%,

es decir que:
(X, Xprenen.. X)=(x1 X), (2 %2, X2, (xmxz,........ X))

con:

x; =1 para cada i=1,2,....,n.

Es decir, que |S(x,) =m parai=1.2,...n.

Se eligen valores arbitrarios, no nulos v ;con i=1,...... 0,

que luego resultaran los Unicos pagos esperados del juego.

La construccion geométrica extiende las realizadas por

Quintas (1988 a)) y la del Capitulo anterior. La misma consiste que en

determinada region del simplex 2.; limitada por: un vértice predeterminado, el

punto prefijado en equilibrio y ciertos puntos sobre las caras del simplex,

tengan un unico hiperplano maximizante.
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Se considera a X;= (x{,xé, ...... x,’,,)e Zj y las m-uplas es

que son vértices del simplex 2., , donde es es uno el lugar s y cero en el

resto de los lugares.

Y se eligen s puntos que tienen la siguiente forma:

- -l - - - -
X; =Xy Xgpemnn X, 1,0, Xg, qsmeee. ,X,) cons=12,...m

s Rgrr Y Rsits

,S ~
El punto x; esta sobre una cara del simplex 2,y que se

obtiene extendiendo el segmento entre es y x;, hasta intersecar la cara

opuesta al correspondiente vertice.

Esto se hace para obtener una particion poliedral del simplex Z;, que tiene

= -s
como puntos extremos: los m vértices del simplex Zj, los m puntos x; vy el

punto prefijado x; . (Marchi y Quintas (1987) estudian caracterizaciones de

€s0s puntos sobre algunos juegos n-personales).

El proceso que guia la construccion de las matrices de
pago se basa en analizar qué hiperplanos maximizan las regiones de las
particiones del simplex. Lo que se espera es lograr que en cada una de las

regiones sombreadas haya un Unico hiperplano maximizante.(figura )

Se ilustra para 2;/ =3
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=)
Para obtener x; se usara la siguiente ecuacion vectorial:

-8

€ +As(xj_es)= Xj

-s
Debido a que la componente s de x; es nula, la componente s, satisface que

14 Al -1)=0

1

1 T
Entonces A°= >0 .Y en consecuencia: x, =41_J ~ 0 paracada t#s
1-x! a
0 paracada t=s$
- i J ) i i
ASi . ij _( X1 XZ* Xs—1 0 Xs+1 Xm ]
: = 7 =5neey 70 j
1-x] 1-x/] 1-x; 1-x! 1-x!

: : -5
Debido a que - x! = Z X{ podemos escribir a x, como:

t~s

-s . . y ; i
. J oy J J J
X/. = *’W*(X X2, ...... ,X$‘1,0, XS+1’ ------ ;Xm)

Para cada vértice e, € 2, para cada x; € X, , y teniendo

/
en cuenta la Definicion 4 F,-(X,-, X,-): agx/X, | se obtiene:

I
3
T
3

-
Il
-
—~
)
-
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donde A’ es la r-ésima fila de la matriz A del jugador i vy X,t- es el

transpuesto del vector x;.

m""m

Vo aii i o Al gl iy
Frx,)=alx) +abx}+..... +al x
Vamos a definir a F; (f, X,-) tal que:

= Enelpunto x; = (x,’,xé, ...... x,’,,)e 2, ytome el valor v;, es decir:

!

I=m 3 -
Flrx,)=Yal x/ =A x! =v,
1=1
Lo que significa que F; (f', X,-) es el r-esimo hiperplano del jugador i, sobre el

simplex 2., del jugador j.(Ver figura)

Ademas se requiere que:

esta condicion se traduce en la siguiente ecuacion:

~8 I=m

_ i i

F,(r, xj)—Za,, x/ =v, + ¢
1=1
I#s

)
Teniendo en cuenta las componentes de x i la ecuacion anterior se transforma

en:

'S e
Y al =v. +¢!
j rl { S
1-x!1 13

I#s

(Ver Figura).

Ahora introducimos la funcion f; para definir la matriz de

pago del jugador i.
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Sea la correspondencia biyectiva fj tal que:
fi:2;—>Z2;, fi(S)=r—hiperplano F(r,x;) =V,

( donde r es el indice correspondiente al hiperplano maximizante)

Esto implica que:

F(r,s)=al > al =F(ts) paracada tey,

Paracada €, €2;, paracada €5€2; , porla Definicion

=mt=m
4 de F,-(X,-,X,-)= apgx!x,, y como r es hiperplano maximizante:
=1 t=1

~—

F(rs)=a]

rs

Asi, teniendo en cuenta la Definicion 6 de J; (X)) :

J,-(Xq(,-))={a; €2; F,(o; xj)ZF,-(o{,xq(,)) para cada 0{ es, }
Implica que, J,(e,) = {f;(s)}.

Asi, sobre cada vertice de i, habra solamente un hiperplano y f; distribuira

diferentes hiperplanos maximos sobre cada vértice.

Se prescribe que, para cada t, tal que

fi(t)=r, en cada punto x;, el fi(t)-hiperplano, pase por debajo del fj(s)-

j ’

hiperplano, este ultimo hiperplano toma el valor v, + £§ .(Ver figura)

Esto dice que, es para cada r = fi(f).
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I=m -s |

=m ) S
J !
Sy aix] =v +e

-1 — X5 =7
|+s

I=m =m

ay o1 X Z X/

Asi para r=1,2,..,.m en el punto x; = (%!, XS, ... x.) se
requiere que, todos los hiperplanos tomen el mismo valor v, Es decir, para

cada r con r =1,2,..,n, tendremos en el punto x, :(x,’,xg, ........ x,’n) que se

satisface la ecuacion;

-5
Y para cada t tal que fi(t) # r , en el punto x,se satisfacen las ecuaciones,

siguientes:

g

Para obtener la matriz de pago A, del jugador i, para cada r

fijo el coeficiente a’, debe satisfacer las siguientes m ecuaciones.

Za x/ =v,

J y Vt.‘fj,.(t)qtq

iyd | = j
7= x’ (;a j—a,tx, =V, +¢

Para resolver el sistema, consideremos a fji(s) = s.
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Recordemos que se espera encontrar un hiperplano que maximiza cada una de

las regiones de la particibn, determinada por los puntos:

0 A = ——m_ v +g
1-x] 1-x] 1-x]
X
1-x}
x! x! x! x! :
ey Ry S " DV +E,
17X_s-1 17Xs—1 17X_s1 1_xsf1
x] x! X}, v,
X1j Xé X;+2M _ Bi” o
T T PR P DoV, +el,
Xs+1 - .Xs+1 — X5 = X1
L X X1 v, +Er
1-x/, 1-x] 1-x},
Resolviendo el sistema por Eliminacion Gaussiana, cuando

f.(s)=s+1mod.m

La matriz del jugador i, A; es la siguiente:

T P
Py 4)5 ( 7 4%”#”)5
! Sl _\x i A=k,
v,+/\{fi%;:é,(l A L i v /‘f,)d
=%k,
M R VA B o . T
X 102 X,
%—(7_4)5’ , sk g+ D) sk
X X% Xt b b4
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Cuando se usa una fj arbitraria, los elementos de la matriz A; son:

1 . .
o D Selioxt) para re=r
p Xs f(h=s

a’ = i N i
rs 1'—Xé )es
Vi——7

J

XS

paraf,(s)#r

Observacion 1: Se realizan las siguientes observaciones, respeto a los

elementos de la matriz A; de pago del jugador i, construida anteriormente:

Como 0 < x! <1 estan bien definidos.

I/

« Cuando fi(s) = r, dichos elementos son a’, >v,. Esto coincide con el hecho

geometrico que en el vértice p-esimo del simplex 2, el hiperplano r-

ésimo es maximo.

e Cuando fi(s) = r, a,’é<v,; esto nuevamente coincide con el hecho

geométrico que en el vértice p del simplex 2, el hiperplano r-ésimo no

es maximo alli.
e La matriz de pago A es no singular, el determinante de la Matriz A es:

5=3 n-1

det(A)=| > (1-x) & Vi

s=1

Y Como ¢ son numeros arbitrarios positivos, en consecuencia:

(1’X;) €. >0 ademas, vies no nulo, por lo tanto el det(A;)=0 .
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Punto de Equilibrio de Nash

i=n .

El punto x:(x,,xz, ...... xn)e HZ, con xf >0 paras=1,..,
1=1

m es un punto de Equilibrio Nash, ya que se satisfacen las inclusiones dadas,

en Teorema 1:

S(Xi)C_:Ji(qu), paracadai=12,....n

Como todos los hiperplanos del jugador i toman el mismo
I=m

. Uyl —
valor v; sobre el punto x; debido a que zarlxl =V;, entonces
=

Debido a la construccién realizada en los paragrafos
anteriores, existe un juego g- ciclico /- completamente mixto, con matriz de

pago Aidel jugadori, que tiene a (x4, Xz,....... , Xp) como punto de Equilibrio de

Nash para r.

Teorema 2: Teorema de existencia de juego g- ciclicos de n jugadores con

(X, Xgonn.. ,x,) como punto de Equilibrio de Nash prefijado

(X)) Xgpnnnn. )= X X0), (2 X2, ') D (xrxz,...... X)) con

x; =1 para cada i=1,2,...n con x, >0 para cada t=1,2,....m y cada

i=1,2,....,n; y valores no nulos vq, Vvy,..Vv, Y dadas , las funciones

~h

i Zj — 2, ,conj=i+1 mod.n y nimeros positivos sg coni=1,2,,...,n.

Entonces existe un juego 7" g-ciclico completamente mixto, que tiene a
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(X1, X2,-...... , Xn) como punto de Equilibrio de Nash, , y los vq, vo,...,v, son los

valores de pagos esperados para el juego 7

3.4 Unicidad del Punto de Equilibrio

Demostraremos que la familia de juegos construida, en

~

=n _

este capitulo tiene al punto (x;, xz,-....x,)e | | ¢ como tnico punto de Equilibrio
t=

-

de Nash.

Dadas las matrices de pago A, A,,....... y A, de los
jugadores, en forma similar a la realizada para juegos bimatriciales(Quintas
1988 b)), y como la realizada en el capitulo 3 seccidén 2.4 se eligen funciones

f: Yy @ que satisfacen:

Paracada (r, r'Jesxs;:

Oof

i(r)=r" entonces ®ofy(r)=r (1)

J

con P:2; > 2, resulta de hacer composiciones de funciones del tipo £, .

Observacion 2:
= Sieljuego es de 3- personas y juega el jugador 1 con el 2, la condicién (1)
se traduce en:

Paracada (i, j')eZ,xs,:
®of,(j')=j" entonces ®ofy(j")= ]

Y en éste caso, la @ = f,of,.

= Las funciones f,(r)=r y CD(F)Zr—l mod. m satisfacen la condicién

(1

2






Juegos N-Personales Con Equilibrios Unicos

Ademas, elegimos numeros positivos & con lo que se tiene

que:

S -xikl >0 2)

s=1

Esto es, para asegurar la no singularidad de las matrices de cada jugador i.

Notacioén:

= (x,)* al vector transpuesto de x;

= Vi=(V, Vi v,)' a la matriz de tamafio mx1, con todos sus elementos

iguales a v.

. A,'j al renglén j de la matriz del jugador i.

Teorema 3: Teorema de Unicidad
Dado el juego [ g-ciclico construido en Teorema 2 que tiene a (x1, X2,....... ,
X,) como punto de Equilibrio de Nash, completamente mixto, y valores no

nulos vy, V2,...,Vn. Y dadas , funciones f; que satisfacen la condicion (1) vy

nuameros positivos &, con i=1, 2, ,...,n que satisfacen (2). Entonces, (xi,
X2yeeeies , Xn) €s el Unico punto de Equilibrio de Nash, para el juego 7.
Demostracion:

A continuacién demostraremos la unicidad del punto de
Equilibrio de Nash.

Se asume que existe otro punto de Equilibrio de Nash
V1,Y2,.-n---- ,¥n) con valor esperado del juego u; ,esto es Eiy1,y>,....... V) = U
para i=1,2,...n.

Consideremos los siguientes casos:

e Caso 1. (V1,¥2------. ,¥Yn) es completamente mixto
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Debido a que (y+,y2,....... ,¥n) s punto de Equilibrio de Nash se satisfacen los
sistemas:
a) A/(X/)t:Vi b) A,,(yj)’z U,

Multiplicando por u; a cada ecuacién del sistema a) y por v; a cada ecuacion del

sistema b) y luego restando se obtiene:

Ai(ui X;— v,y,) ‘=0 ,siendo 0 la matriz nula de orden mx1.

Las matrices A; son matrices no singulares, debido a que cada vi# 0 ya que
los &€, satisfacen la condicién (2), (Ver observacion 1), en consecuencia el
sistema lineal homogéneo Ai(ui X; -—viyj)t: 0 tiene anica solucion, la trivial.
U, X, —V,y, = 0 esto significa que, U, X! = V.y! cons=12,.... m.
Luego sumando sobre s, miembro a miembro ambos lados de las igualdades
s$=m s=m X
se obtiene: duxi=>vy!
s=1 s=1
Y como x;e y; son vectores de probabilidad, en consecuencia, u;=v; por lo
t t
tanto: Ai(xj) = Ai(yj)
Operando : Ai(xj -y, )t =0 vy como la matriz A; es una matriz no singular
(Ver Observacion 1), el sistema tiene unica solucién X, —Y= 0, en

consecuencia X; =Y ;.

e Caso 2. Elpunto (yy, yo,....... , Yn) satisface que:
S(y,)=8(x,) conie {1,2,...,n}, exceptoalgunje {1,2,....,n} tal que

Sly;)< Slx;) con ji

Asumimos que Y, = (y1j,}/é, ------ 7 ;y;n-1;0) y que fji(k):k , en
consecuencia, la matriz de pago del jugador i(construida en 3.2, Cap 3) , tiene

los maximos en la diagonal principal, es decir, la matriz tiene la siguiente
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A * - *
A = = < . 7
forma: , donde se indica con A donde estan
* * ——— A

ubicados los maximos.
- seake Slx;)-Sly,).

filk R . . .
Denotamos con A,-’() al renglén fji(k) de la matriz del jugador i.(Ver

notacion pagina 73)

¥ L
A,_faz(k)(yj)f =(* P /\) |2 =v; %yé _ ; SISKL—,—x;)yé
y’j;1_1 seS j) seS y]) Xs
0
sea r < S(y;)
Y3 _ ily_ i
Aﬂ()(yj)!:(* BRI *) | =V ;yé‘ ; es(1ixs)ys +* ***** ZE (1 X]>
yj seS y,-) seS y,) Xs r s=1
m-1 S#r S#®r

fi(r)

Denotamos con A’ al renglén fji (r) de la matriz del jugador i.(Ver

notacion pagina 73)

Restando Afji(r)(}’j)( y A,-f”'(k)(yﬂ se obtiene:

‘ = elfr- ) Yr _ _ effi-xt) )
v'seé,};é s;y,) x4 x} ng =) s;;,};é 55§y,) i)
es decir,

i1_ /] . js=m .
PO, Y VSl Xy S )
f s=1 Xf Xf s=1
S#I
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S=m

Como Z£Q(1_Xé)>0 y fES(yj)

s=1

APy, Y a9y} >0, 10 que implica que (k)2 Jily; ).
Debido a que (y4, ya,....... , ¥n) €s punto de Equilibrio de Nash, se cumple que:

S(y;)c Jily;) (Teorema 1, Cap.3) , por esta razon es que: f;(k)e S(y;), en

consecuencia: y;ﬁ.(k) =0 1o gue es imposible por que:
Como por hipétesis sabemos que  S(y;)=S(x;), y que (x4, X2,....... , Xp) €s un
punto de Equilibrio de Nash completamente mixto, lo que implica que
Sly;)=IS(x;)=m.

En consecuencia, S(yj.): S(xj) para todo j=1,2,...., n y por lo probado en

elcaso 1, X; =¥ ; porlo que (x1, xz,....... , Xp) €S unico.

Caso 3: Elpunto (y1, yo,-....... , ¥n) que satisface que:
Sx;)c S(y;) para todo i=12..n

J

» Sea ke S(x,)-S(y,), en este caso, se supone k=m fn(,,_l)(k)=k, en

consecuencia la matriz del jugador n-1 (construida en 3.2 del Cap. 3) es de

A * * — - *
* A * I *

la siguiente forma: | * * A —-- * | se indicacon A donde estan
* * * T A

ubicados los maximos.

» . . .
En el caso 2, se arribé a Y7, ,(x) =0, es decir, que ¥y =0.

= Sea je S(x,4)-S(yn.1), por hipétesis sabemos que S(y,.1)< S(x,.1),

en este caso, un j que cumple esta condicion es j=m.
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( ‘\’Mg «gp\\ﬁ\f o] &
'\ v::‘ | ! ‘:f/
|\ ¥ o ~
~ x 7
e

* * * - A
A * * _ *

(construida en 3.2) es de la siguiente forma: | * A * - * | se indica
* * —_— A *

con A donde estan ubicados los maximos.

n-2)(J) .
Denotamos con A o 1( al renglon f(n_l)(,,_z)(J) de la matriz del jugador
n-2.
yi’
fn1 n-ipn— n—ipn— n—I n— n—-ipn— -
A 1y ) =laly Ve afy o) gDl e y|3’ :
0

Vo2 ;ygq“ Z 83'2(7~X"'1)yg_1

seS y,,_,') se€S(yn.1) Vs

fin-t)(n-2)(r)
An72

Sea '€ 3(}/’), denotamos con al renglon f(n_l)(n_z)(r) de la

matriz del jugador n-2.

Arfw(fg)("_z)(r)(yn-ﬂ[ =Vn-2 ;}’T— Z EQ-ZQ,;XQ) 07+ n1szf:n£n 2(1 X! )

seS y,,_1) seS(yn_1) XS

n-1)n-2)(r) t
Restando A( 2 (Yn-1) y Af(" -2 (y,, .} se obtiene, de
manera analoga al caso anterior que : A,f,(fé’)(”‘z)(r)(y,,_ﬁt > A:,(f'z’)‘"‘z)(j)( A T

que significa que /(n-1)n- 2)( Ve, (V).
Debido a que (y15, Ya........ , ¥Yn) es punto de Equilibrio de Nash
S(y,,_z)gJ,,_z(y,,_1)(Ver Teorema 1, Cap. 3), por esta razén es que,

Jin-1)n z)( )¢ S(y,-2), por lo tanto, Y,f(n Hor2)(7) = 0, esdeciry;?=0,
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= Sea /€ S(x1)—S(y1), y consideremos fi,(i) =i , en consecuencia la

matriz del jugador n (construida en 3.2 del Cap. 3) es de la siguiente forma:

A * * R *
* A * o *
* % A _- x| ge indica con A donde estan ubicados los
* * * ——— A
maximos.
Trabajando de manera similar, a

cuando  S(y,4) <= S(X,4), Sly,)< S(x,), se arriba a que

f1n(i)an(y1)-

Debido a que (ys, Ya........ , Y¥n) es punto de Equilibrio de Nash
S(y,) = J,(y;) (Ver Teorema 1, Cap.3) , por esta razon es que: f,(i)e S(y,),

. n . n
en consecuencia: Y7, (i) =0, es deciry; =0.

« Ahoraelegimos k€ S(x,)-S(y,), talque:

L(k)= ﬂn(fm((p(f,,(,,_,)(k)»)e S(y,), La existencia de tal k, esta garantizado por
(1).
(k)

Denotamos con A,% al renglén L(k ) de la matriz del jugador n.

Para k= m, L(m)=1

0
yé :
' n1_ 1
SRRl % VB ol
| seSly;)  seS(y,) Xs
Ym-1
Y

y para cada r tal que h(r)= f21(¢(fn(n-1)(f ))e S(v;), en consecuencia, ®(r) =1

L(r
Denotamos con An( ) al renglon L(f) de la matriz del jugador n.
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e O 1 I

Siseresta A ()(y )y A (Y1)/ se obtiene:

ALO@ ) - ALy ) = “W’Z 2l x!)
h r =

Esta resta es positiva debido a que h{r)e S(y;) y que ng (1 - X;) >0

s=1

Es decir, A (Y1)t > AL (Y1)t (3)
Por otro lado, k es tal que L(k)e Slys), y como (vs, y,.--.... , Yn) €s punto de

Equilibrio de Nash, se cumple que: S( ,,)g J,,(y1)(Ver Teorema 1, Cap.3), por

lo tanto, también se satisface la siguiente desigualdad:

ALy, ) < AW (y, ) (@)

1
Las desigualdades (3) y (4) son incompatibles, a menos que Y h(r) = 0.

Pero, si esto ocurriera el vector y; es el nulo, y esto es un absurdo, ya que es
un vector probabilidad.
En consecuencia, es imposible que existe otro punto de equilibrio de Nash del

juego I', (v1, ¥Y2,-eenn... , ¥n) que cumpla las condiciones dadas en este caso.
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3.5 Conclusion del Capitulo

En este capitulo, se ha construido una familia de juego g-
ciclicos n-personales, con unico punto de Equilibrio de Nash, completamente
mixto. La construccion que se realizd, extiende la de Quintas (1988 a)) y la
realizada en el Capitulo 2 de éste trabajo.

Y se ha demostrado la unicidad del punto de Equilibrio de Nash de la familia
construida, para juegos g-ciclicos, con n-jugadores, la que amplia las pruebas

presentadas por Quintas (1988 b)) y la realizada en el Capitulo 2.
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CAPITULO 4

Construccion de Matrices de Juegos Ciclicos n- Jugadores
con Unicos Puntos de Equilibrio no Completamente Mixtos

4.1 Introduccion

Sea ['un juego finito n -personas, g-ciclico®®. A los
efectos de las construcciones que se realizaran en éste capitulo, se

consideraran juegos en donde:
1) Cada jugador tiene m; estrategias, es decir iZ,-; <m; coni=1, 2,........ , N

2) Cada jugador tiene m estrategias activas®
3) Que las primeras m coordenadas de cada vector x; con i=1,2, ..., n; son

positivas para cada jugador.

Sean n valores esperados® no nulos Vi, Va,......,v, del

juego I'.

Sea una n- upla de vectores probabilidades (xy, x2, ...... ,Xn)

donde cada vector x; es igual a:

% Definicién 1 del Capitulo 3
¥ Capitulo 3, definicion 7
* Definicién 8, Capitulo 3
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4.2 Construccion de las Matrices de Pago de los Jugadores

Se construirdn matrices A¢, Ag,........ An, de un juego g-

ciclicoI' de la siguiente forma:

o, - al - d,
I | I I I

A
I I I I I

By o e - b

J

coni=1,2,..n ;j=i+1 mod. n

Se denotaran con AT las siguientes submatrices de orden

mxm:
o, -~- al,
A=l I I
ah, —-- ah,

Se definen los siguientes elementos de las submatrices

A" parai=12,..n:

1 . .
Vit D & (1 - thI para f(s)=r
X
S f(t)=r

i
al = N
1-x! kL

V; paraf;(s)=r
s

. i : . .
aqui &,con p=1,..m son numeros positivos y que satisfagan:

(1-x. ). >0, condicion (2) seccién 3.4, Capitulo 3.

s=1
De manera analoga a la realizada en el capitulo 3 seccion 3.4, se eligen
funciones f; y @ biyectivas, tales que:
fii:Sx)->S(xi) y @ S(x;)->S(x;)
y que satisfacen la condicién (1) ,seccién 3.4 del Capitulo 3.
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Se amplian las matrices AT,A7,......,Al’ a las matrices A,

Ay, ... , A, que tengan tamafio m; x m; adicionandole renglones y columnas, de

la siguiente manera.

* En | lugar de la submatriz 4"

* En Il submatriz de orden m x (m; -m) cuyos elementos son elegidos
arbitrariamente

= En lll l]a submatriz de orden (m;—m) x m;, Se eligen q renglones de A; con

q .
m< g <m;, que los denotaremos con A,- , que satisfagan que

Observacion: Para construir a las matrices A4, A,,......, A, se les adiciona filas
gue son estrictamente dominadas, lo que permite que no pueda aparecer otro

punto de equilibrio, es decir, que (x,, ) IR ,x,,)seré anico.

Notacion: Se denotara con:

e I"={1,2,.... ,m}=S(x;) coni=12,...n.
m
o [ = {Z,’",Z;",,,,,Z,’,", AT AT, ... ,A,’,"} el juego de n-personas, con m estrategias y las m
activas® .

3! Definicion 7, Cap. 3
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4.3 Verificacion de la Existencia de (x,,xyz, ........ .x,) como Punto

de Equilibrio de Nash

Teniendo en cuenta Teorema 4 del Capitulo 3, el

m
mixta del juego ', y vy, V2,.....,vqa  son los valores esperados del juego

I" (Definicién 8, Cap. 3).

De acuerdo a como se construyd la matriz A; en seccion 4.3, es decir, se
- Aq .
eligieron qrenglones ;' con M<  <m;, que satisfagan que:

q

t , ;
Aiq(xj) =Viq para adecuados V., que satisfagan que V;! <V, con i=1,...n

Por lo tanto, se verifica que:

m+1 m; .
Ai(xj)‘:Vi para\/,-:(v,-,v,-, ........ S VLV ,v,-') coni=1 2. ..

En consecuencia, (x1,Xz,.....,Xn) €s punto de Equilibrio de Nash, del juego r.

Debido a la construccion realizada en paragrafo 4.2,
existe un juego g- ciclico 7~ no completamente mixto, con matriz de pago A;

del jugador i, para i=1, 2, ...... n con valores esperados de juego vy, Va,...,Vp Y

que tiene como punto de Equilibrio de Nash a (x4, xo,....... , Xp) del juego r.

Por lo tanto hemos demostrado el siguiente teorema:
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Teorema: Teorema de existencia de juego g- ciclicos de n jugadores con

(X, Xgyovnenn. ,x,) como punto de Equilibrio de Nash prefijado

Dada una n-upla:

t=m )
con ZX; =1 para cada i=1,2,...,n con x, >0 para cada t=1,2,.....m y cada
t=1

2,.....,N; y cada vector x;, es de m; componentes con i=1, 2,....n y de las

cuales m son positivas y valores no nulos vy, vo,...,v, . Sean funciones f;y @
que satisfacen la condicion (1) del Capitulo 3 seccidon 3.4; nimeros positivos &

,coni=1, 2,.., nque satisfacen la condicién (2) del Capitulo 3, seccidén 3.4.

Entonces existe un juego I" g-ciclico no completamente mixto, que tiene

(X1, X2,....... , Xn) como punto de Equilibrio de Nash, , y los vy, v,,...,v, son los

valores esperados del juego 7

4.4 Unicidad del Punto de Equilibrio de Nash

La construccion realizada en el paragrafo en 4.2, se

adicionan filas a cada matriz A; que son

Teorema 2: Teorema de Unicidad
Dado el juego I g-ciclico construido en Teorema 1 que tiene a (X1, X2,....... ,
Xn) como punto de Equilibrio de Nash prefijado, no completamente mixto, y

valores no nulos viq, v,,...,Vo. Y dadas, funciones f; que satisfacen la condicion

(1) y nimeros positivos ¢; con i=1, 2, ,....,n que satisfacen (2).
Entonces, (X1, Xa,....... , Xn) €s el unico punto de Equilibrio de Nash, para el
juego I
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Demostracion:

Para demostrar la unicidad, se asume que (yj,

7N ,¥n) es otro punto de Equilibrio de Nash del juego I
Teniendo en cuenta las condiciones (2) y (3) de la Introduccidén del presente

capitulo y lo probado en Teorema 2, Capitulo 3, basta probar el caso:

S(x) = S(y)
Como (y1, y2,....... ,¥n) €s un punto de Equilibrio de Nash, se satisface que:
Ai(yj)t: U para U, :(ui,ui, ....... cu,umt : ui"“)t con adecuados u
que cumplen que: U7 <U; con M<Q<m; e i=1,2,....n,
De manera que:
Alm();lj = (ui,ui, .......... ,ui)’ coni=1,2,..n

donde y, es el vector truncado de y respecto a sus m primeras componentes.

Debido a que (x4, x3,....... ,Xn) es punto de Equilibrio de Nash de F se verifica:

A(x,) =V, para V, = (vi,vi, ........ VLV : Vi"")t con adecuados V'

, que satisfacen : V,-q <V; para m< ¢ <m, coni=12,.....,n,

Asi que:

t
Alm(ij S\ T Vi) coni=1,...,n.
donde X, es el vector truncado de X,

Teniendo en cuenta que, las funciones f; y @ satisfacen la condicion (1)

,seccion 3.4 del Capitulo 3; y los numeros €;con p=1,....m satisfacen

condicion (2), secciéon 3.4 del Capitulo 3.
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Entonces, se cumplen todas las hipétesis del Teorema 2, Capitulo 3, por lo

tanto, el punto (X1,X2, ........ ,anz((x},x;, ........ x,’,,)(xfxg ........ x,f,), ......... ,(x?,xg, ........ x,’;,))

de Equilibrio de Nash del juego I es unico.

En consecuencia los vectores X; ; Y, son iguales, como x e y satisface la
condicién (2) y (3) de la Introduccion del presente capitulo, por lo tanto

X, =Y,. Es decir que el punto (X1,X,2, --------- ,Xn) es el unico punto de

Equilibrio de Nash para el juego r.
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4.5 Conclusion del Capitulo

En éste capitulo se ha construido una familia de juegos g-
ciclicos, con unico punto de Equilibrio de Nash, prefijado, no completamente
mixto; donde los jugadores, no necesariamente tienen la misma cantidad de
estrategias, pero si tienen la misma cantidad de estrategias activas. Esta
construccion extiende la presentada por Quintas(1988 a) y Heuer(1975); y la
prueba de la unicidad de los puntos de Equilibrios de Nash se realizé teniendo

en cuenta la construccion de la familia de juegos y el Teorema 2 Capitulo 3.
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CAPITULO 5

Conclusiones

En éste trabajo, se estudia el problema de unicidad de
puntos de Equilibrios de Nash, en el aspecto de establecer condiciones para
construir juegos con unicos puntos de Equilibrios Nash prefijados. Se
construyen familias de juegos g-ciclicos, n-personales, con n no menor a tres,
con unicos puntos de Equilibrio de Nash, prefijados, completamente mixtos y
no completamente mixtos, y se demuestra la unicidad de dichos puntos de

Equilibrio de Nash.

Primero, se da un ejemplo de un juego de 3-personas Q-
ciclico, con dos estrategias cada jugador, con unico punto de Equilibrio de
Nash, completamente mixto, de manera que permita una mayor comprension
del problema. Se justifica la unicidad del punto de Equilibrio Nash utilizando

una caracterizacion de unicidad de los puntos mencionados.

Luego, se construyd una amplia familia de juegos q-
ciclicos, con unico puntos de Equilibrios de Nash, prefijados, completamente
mixtos, utilizando los lineamientos de la construccion realizada por
Quintas(1988 a) para juegos bimatriciales. Se trabajé con 3-jugadores con tres
estrategias cada jugador y las tres activas. Ademas, se demostr6 la unicidad

del punto de Equilibrio de Nash, dentro de la clase de estrategias mixtas cuyas
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componentes no nulas son las mismas, esta demostracion extiende |la realizada
por Quintas (1988 b) para juegos bimatriciales. Esta demostracion sirvio de
base para la prueba de la unicidad del punto de Equilibrio de Nash, para la

familia de juegos g-ciclicos construida con n-jugadores.

Posteriormente, se consideré n jugadores que juegan Q-
ciclicamente, y que cada jugador tiene m estrategias y todas activas. Se
obtuvo una familia de juegos g-ciclicos y n-personales, con unicos puntos de
Equilibrios de Nash, prefijados y completamente mixtos. Se sigui6 la idea de la
construccion realizada para 3-jugadores, mencionada en el parrafo anterior. Se
demostré la unicidad del punto de Equilibrio de Nash, dentro de la clase de
estrategias mixtas cuyas componentes no nulas son las mismas; esta

demostracion extiende la presentada para 3-jugadores.

Por ultimo, se construyd otra familia de juegos g-ciclicos,
con Unico punto de Equilibrio de Nash, prefijado, no completamente mixto,
cuando juegan n- jugadores y cada jugador, no necesariamente tiene la misma
cantidad de estrategias, pero si, la misma cantidad de estrategias activas. La
construccion se realiza a partir de la familia encontrada de juegos g-ciclicos
para n-jugadores, donde cada jugador tiene m estrategias y todas activas. Esta
construccidon extiende las realizadas por Quintas(1988 a) y por Heuer(1975),
para juegos bimatriciales y con punto de Equilibrio de Nash no completamente
mixto; La demostraciéon de unicidad del punto de Equilibrio de Nash, se hace
teniendo en cuenta las caracteristicas de la familia de juegos g-ciclicos
construida y utilizando el resultado de unicidad del punto de Equilibrio de Nash,
para luegos g-ciclicos, con n-jugadores y con unico punto de Equilibrio de

Nash, completamente mixto.
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En la presente tesis se hace un avance para juegos n-
personales, en cuanto a dos aspectos:

v' Las construcciones aqui presentadas para juegos n- personales, q-ciclicos
con unicos puntos de Equilibrio de Nash, prefijados, generalizan las

realizadas por Quintas (1988 a)), para juegos bipersonales.

v' Las demostraciones de unicidad de puntos de Equilibrios de Nash, para las
familias de juegos g-ciclicos construidas, generalizan las presentadas por

Quintas (1988 b) y Heuer(1975), para juegos bimatriciales.

Es posible que, estos estudios sirvan de base para analizar
unicidad en otros juegos ciclicos generales, lo cual no parece obvio, ya que al
superponer mas de un ciclo, se puede perder la unicidad de los puntos de

Equilibrios de Nash, sobre la extension mixta®.

32 Anexo.
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ANEXO

Posibles Extensiones

Se analiza el siguiente ejemplo, que consiste de un juego
de 3-personas, con dos estrategias cada jugador, donde hay una superposicion

de ciclos, y que tiene mas de un punto de Equilibrio de Nash.

Sea ={Z3,A :r=123}unjuego de 3-jugadores,
donde los conjuntos de estrategias de los jugadores son:
z={a, b}parar=1,2,3

Definicidon: (Yanovkaya(1968)) La funcion Esperanza Matematica en éste

caso, es la siguiente:

r=2r=2
12 13
£E1(X,y22):= Gam)/sx} +ars;zsxr)
r=1s=1
EAE 21 23
E,(x,y,z)= (arsxsy, +aZ zsy,)

r=2r=
E,(x,y,z)= (a¥x,z, +a%y.z,)

rs”°s

Se juegan en dos ciclos, es decir:
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En el ciclo 1: el jugador 1 juega con el 2, el jugador 2 juega con el 3 y el

jugador 3 juega con el 1.

En el ciclo 2: el jugador 3 juega con el 2, el jugador 2 juega con el 1y el

jugador 1 juega con el 3.

Las matrices de pago de los jugadores estan definidas de

la siguiente manera:

La matriz de pago para el jugador 1 cuando juega con el jugador 2 :

.. 1 Si i=j
(i ,)={0 si Q%

La matriz de pago para el jugador 2 cuando juega con el jugador 3:

_ 1 si j=k
a(j k):{o si j=k

La matriz de pago para el jugador 3 cuando juega con el jugador 1:

0 si k=i
1 Si ki

a®(k, i)={

La matriz de pago para el jugador 2 cuando juega con el jugador 1:

N si j=i
821(/"):{0 si i

La matriz de pago para el jugador 1 cuando juega con el jugador 3:

. 1 si ik
2"l k)= { 0 si izk

La matriz de pago para el jugador 3 cuando juega con el jugador 2:

. (o si k=|
aaz(k”)={1 si k%]
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Por lo tanto:

= Los pagos del jugador 1, son la suma de los pagos cuando juega con el

jugador 2 y con el jugador 3, es decir:

a1 si i=j , 1 si i=kK
12 — . 13 k)=
a%(.J) {0 si izj a”(i k) {0 si izk

» |os pagos del jugador 2, se obtienen sumando los pagos cuando juega

con el jugador 1 y con el jugador 3, es decir:

» Los pagos del jugador 3, resultan de sumar los pagos cuando juega con el

jugador 1 y con el jugador 2, es decir:

N_J)0 si k=i N si k=j
31k - . 32k —
a”(k, i) {1 o kei @ 2 k) {1 si k)

En consecuencia, las matrices de pago para la forma normal de este juego

estan dadas por:

Jugador 2 Jugador 2
a b a b
a (2,20 (10,1 a (1,L,1.2) | (0,1, 1)
Jug Jug.
T v l©1.1)] (11,2 1 b | (1,0,1) | (2 2,0
a Jugador 3 b
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Hay dos puntos de Equilibrio de Nash en estrategias
puras, cuando los jugadores 1y 2 eligen b y el jugador 3 elige a y cuando los

jugadores 1y 2 eligen a y el jugador 3 elige b.

Hay mas de un punto (x,y,z) €3, x2,x5, de Equilibrio

de Nash en extension mixta, para este juego, ejemplos:

1) x=(%, %) ,y=("%,%) y z= (', V) con pagos esperados vi=1, vy
=1yvs=1

2y x=(1,0) ,y=(1,0) y z= (0, 1) con pagos esperados v{=1, vo =1y v;
=2

3) x=(0,1) ,y=(0,1) y z= (1, 0) con pagos esperados vi=1, v, =1y v3=2

Por lo tanto, se pierde la unicidad del punto de Equilibrio de

Nash en estrategias mixtas.
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