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I NTRODUCCI ON

En esta monogréd se trabaja con la esperanza condicional, se da un concep-
to generalizado de la misma y se establece una élawn ciertos problemas de
minimizacbn. En el Capiulo 1 se proporcionan algunas nocionésibas y re-
sultados importantes que se utiliaara lo largo de esta monogiaf Luego, se
introducen los espacios de Hilbert, definiendd, &l proyecabn de un vector so-
bre cierto conjunto y caracterizando a la misma. Posteriormente, exponemos el
principal teorema dé&ste cafiulo, el Teorema de Radon-Nikodym, dando una
versbn general del mismo. A continu&ci, se introduce la noeh de esperanza
condicional, ¥a el Teorema de Radon-Nikodym. Hdtimo, se define la esperan-
za condicional como el mejor aproximante a una fancf en L?, en el sentido
que la esperanza es la proyéetide f sobre un subespacio d& y luego, se
extiendeésta nodn a una fundn integrable cualquiera. Tan@n se demuestran
agu, algunas propiedades importantes de la esperanza condicional. Eritel&Cap
2, basicamente se desarrolla la teonecesaria para trabajar con los espacios de
Musielak-Orlicz y la noddn de mejorp-aproximante para ua-reficulo £ C A,
gue en el caso particular que se considere-gficulo eséndarL™ (ver Ejemplo
2.2) el problema de hallar un mejgraproximante, se convierte en un proble-
ma de aproximaéin por funciones mastonas. Aderas, se obtienen propiedades
importantes para el conjunto de mejoresproximantes. En el Céplo 3 se ge-
neralizan, para ua-reficulo, algunos de los conceptos dados en elifQlpl y se
introducen las funciones de Lebesgue-Radon-Nikodym (LRN) para una familia de
medidas/, definidas en, y satisfaciendo ciertas propiedades. Posteriormente, se
establece una conéii entre el concepto de fuidei LRN y el Teorema de Radon-
Nikodym asegurando deste modo la existencia de las funciones LRN para una
familia de medidas en particular. Finalmente, se generaditmresultado, para una
familia de medidas arbitrarias (ver Teorema 3.11).

En ellltimo Cagptulo, se definen familias de medidas que nos peramitinego,
caracterizar a un mejas aproximante (Teorema 4.6), mastidose, mediante un
ejemplo, que no hay unicidad del mismo. Adesnse demuestra que el mejor
aproximante g de L, (L), siendoL uno-reficulo, es un mejop-aproximante de
L,(Ay), dondeA; es unas-algebra particular, quedk depende d¢ (Teorema
4.13). Cuando ef-reficulo £ es totalmente ordenado se prueba que-&gebra
Ay coincide con lar-algebra generada pdrfuera de losatomos de4 ;. Esto nos
permite demostrar un resultado muy importante (Teorema 4.18), que establece una
caracterizadin de un mejotp-aproximante y extiende resultados ya conocidos en
la teoiia de aproximadin.



El siguiente cuadro sintetiza algunos de los conceptas importantes que
agu aparecen, relaci@mdolos con las funciones LRN para la familia de medidas
v, correspondiente.

Funciones LRN
Vg L Concepto
v —ap L=A Teorema de Radon-Nikodym
[(f(z) —a)du | L=Ay C A | Esperanza Condicional
5 L = o-reficulo | Mejoresy-aproximante
5 L=L" Mejores aproximantes motonos

Para el desarrollo de la presente mondgrag siguieron &isicamente los si-
guientes trabajos:

= F. D. Mazzone, H. H. Cueny@004):A Characterization of Best
p-Approximants with Applications to Multidimensional Isotonic
Approximation Constructive Approximatior21:207-223.

= F. D. MazzoneMejores Aproximantes por funciones con forma prescripta
Notas del curso del mismo nombre.

= S. Johansen (1967)he descriptive approach to the derivative of a set
function with respect to a-lattice. Pacific Journal of Mathematicg81: 49—
58.

= H.D. Brunk, S. Johansen (197@ Generalized Radon-Nikodym Derivative
Pacific Journal of Mathemati&t: 585—617.

La fuente original de la may@ de los resultados expuestos en esta moniagraf
pertenece a los dastimos trabajos mencionados.
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Capitulo 1

Teorema de Radon-Nikodym y
Mejores Aproximantes en L2

Introducci on

En este caipulo se presenta el teorema de Radon-Nikodym y se trabaja con una
de sus aplicaciones, la obteteide la esperanza condicional. A la vez se mues-
tra un modo alternativo de definirla a tésvde la noén de mejor aproximante.

En primer lugar, se dan algunas definiciones y propiedadsi&ds para un es-
pacio de medida, luego realizamos un repaso general de los espacios de Hilbert
y mencionamos propiedades importantes que luego nosaep@ra abordar de

lleno el teorema principal de este &apo, que es el Teorema de Radon-Nikodym,

y ad luego trabajar con la esperanza condicional. El principal objetivo de esta
monografa es relacionar la no@h de mejor aproximante con ciertas esperanzas
condicionales generalizadas. La fuente utilizada para el desarrollo de estéocap
basicamente fue [3] y [4].

1.1. Medidas Signadas y Descomposiri de Hahn

Empezaremos dando la defirfinide algunos conceptos con los que trataremaos
a lo largo de esta monogiaf

Definicion 1.1 SeaX un conjunto no vao y.A unac-algebra de subconjuntos de
X. Diremos que la funéin i : A — R es una medida con signo o signada sobre
X si verifica lo siguiente:

a) El dominio deu es lac-algebraA,
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8 Teorema de Radon-Nikodym y Mejores Aproximantes er.?

b) 1(0) =0,
c) ptoma alo nds uno de los valores oo,

d) u esc-aditiva; es decir,

M<GEJ> ZEM(EJ%

j=1

para cada suceéin de conjuntog £;};>1, conE; € A mutuamente disjun-
tos.

La condicbn c) es requerida para que la igualdad establecida en d) tenga sen-
tido. En el caso en qué € A, diremos qued es un conjuntod-medible.

Observacibn 1.2 En el caso particular en quees una medida no negativa, nos
referiremos a; simplemente como una medida.

Ejemplo 1.3 Seaf una funcén con valores reales integrable sobre un espacio de
medida( X, A, i1). Para cadd& € A pongamos,

py(E) = /fdu-

E

La funcion p; esta definida sobrel con valores en losinmeros reales y es una
funcibn o-aditiva, por lo tanto resulta ser una medida con signo.

Definicion 1.4 Sea(X, A, ;1) un espacio de medida conuna medida con signo.
Un subconjuntal’ € A es llamado positivo (negativo) gi(A) > 0(< 0) para
todo subconjuntdd C E conA € A.

Se pude demostrar que cualquieramnumerable de conjuntos positivos (ne-
gativos) es un conjunto positivo (negativo). Cabe destacar que un conjunto positivo
(negativo) no es@do un conjunto de medida positiva (negativa) sino que o
do subconjunto dél tiene medida positiva (negativa). Si retomamos el ejemplo 1.3

y consideramos = [—2, 2], A la o-algebra de los conjuntos medibles Lebesgue,
f(z) = 23, y el conjuntoE = [—1,2] resulta entonces ques(E) = 2, sin
embargaE no es un conjunto positivo ya que, por ejemplg([—1,0]) = —%.

Proposicion 1.5 Sea(X, A, 1) un espacio de medida cgnuna medida signa-
da. Todo conjunto mediblE de medida finita y positiva contiene un subconjunto
positivo A de medida positiva.



1.1 Medidas Signadas y Descomposio de Hahn 9

Para la demostraon ver [3].

Teorema 1.6 (Descomposion de Hahn) Sea( X, A, ) un espacio de medida con
1 una medida con signo. Entonc&spuede ser descompuesto en un conjunto po-
sitivo X ™ y en un conjunto negativd —. Es decir,

X=XTux".

Dem. Asumamos, por ejemplo, que no toma el valor+oo, la idea de la de-
mostracbn es hallar un conjunto positivo de medidaxima. Sea

M =sup{u(A): Ae Ay Aes positivg,

M esta bien definido puds € A y es un conjunto positivo, adém el conjunto
al cual se le toma supremo esta acotado superiormente-garSea{A4, },>1
una suces$in de conjuntos positivos tal qug A,,) T M y consideremosA =
U2, 4,. El conjuntoA € Ay adends es positivo, entoncegA) < M. Por otro
lado, paratoda € N

A=(A-A,)UA,.

Como esta es una uni disjunta yA es un conjunto positivo,
,U'(A) - :U’(A - An) + N(An) > M(An) vn.

Entoncegi(A) > M. Por lo tantqu(A) = M y por nuestra suposian, M < +oo
puesA € A. Veamos queX — A es un conjunto negativo. Supongamos por el
absurdo que existe un subconjutale X — A tal queu(E) > 0, como suponemos
quey no toma el valor-co se sigue que(E) es finito, por Proposion 1.5 existe
un conjunto4, € A positivo con4y C E'y u(A4p) > 0. Entoncesd y Ay son
mutuamente disjuntos 3t U Ay €s un conjunto positivo que adémsatisface

n(AU Ag) = p(A) + p(Ao) > M.

Lo cual contradice la definioh de)M. Por lo tantaX — A es un conjunto negativo.
Para finalizar la demostrani del teorema basta tomiir™ = Ay X~ = X - A.0

Notar que la descomposiri de Hahn para un conjunt®& no eslnica. En
efecto, siX = X+ U X~ es una descomposiei que obtenemos de acuerdo al
Teorema 1.6, y ahora tomamgsC X conu(Z) = 0, entonces

X=(XT-2)u(X" U2z,

es otra descomposar deX en un conjunto positivo y uno negativo; pusst — 7
€s un conjunto positivo X~ U Z es un conjunto negativo. Al descomposiéin
de Hahn no efinica. Sin embargoj o es salvo conjuntos de medida nula.

9



10 Teorema de Radon-Nikodym y Mejores Aproximantes eri.?

Definicion 1.7 Sea.A una o-algebra de subconjuntos d& y supongamos que
tenemos definidas dos medigag » sobre.4. Diremos que las medidasy v son
mutuamente singulares, y denotamos estapaor ., siy Dlo si existen conjuntos
medibles disjuntosl y B tales quev(E) = v(EN A)y u(FE) = p(E N B)
para cadaF € A. Es decir,u y v esin concentradas en conjuntos mutuamente
disjuntos.

Ejemplo 1.8 Sea(X, A, 1) un espacio de medidas, un punto deX, para cada

A € A definamos:
0 sizg ¢ A;
000 (A4) = { 1 sizg e A

Esta funcbn define una medida sohrellamadadelta de Diracconcentrada emny.
Si consideramoX = Ry u = m, siendom la medida de Lebesgue, tenemos que
m L &g.

Ahora enunciaremos un teorema que nos permite, descomponer una medida
con signo como diferencia de dos medidas no negativas, esto rfoslesgran
utilidad ya que en varias situaciones podremos trabajar suponiendo que la medida
es positiva, lo que en varios casos facilita las cuentas, y luego obtener el resultado
para una medida con signdavla descomposion. Dado un espacio de medida
(X, A, ) cony una medida signada, séa= X U X~ una descomposigh de
Hahn deX. Para todd? € A sea

pH(E)y=wENXT) 'y u(E)=-pENnX").

Las funcioneg:™ son medidas no negativas sobtgue para todd < A verifican
que:

p(E) = p(B) — p= (B).

El siguiente teorema resume lo mencionado arriba.

Teorema 1.9 (Jordan) Sea( X, A, 1) un espacio de medida caruna medida con
signo. Entonces existe wmico par(u*, 1) de medidas mutuamente singulares,
una de las cuales es finita, tal quéF) = p™(E) — u= (E).

Para la demostramn ver [3]. Las dos medidas™ son llamadas la variamn supe-
rior e inferior deu y diremos que la medida

lul = p(B) + = (B)
es la variadn total dey.

10



1.1 Medidas Signadas y Descomposio de Hahn 11

Definicion 1.10 Sea A unas-algebra de subconjuntos d€ y supongamos que
tenemos definidas dos medidas con sigiyos sobreA. Diremos que’ es absolu-
tamente continua con respectq.ay lo denotamos < p Siy Dlo si|u|(E) =0
implica |v|(E) = 0. La nocbn de mutua singularidad para medidas signadas
se traduce en transcribir la Definiah 1.7 reemplazando cada medida por su
variacion total.

De esta definiéin se desprende quesses una medida signada entonces ambas
medidasy™ son absolutamente continuas con respedjo.avias din, para todo
E e A,
—p~(B) < u(E) < pu* ()

lu(E)| < |pl(E).

Ademas, sif es una fundn integrable respectaa es \alida la siguiente desigual-

dad:
\/&mﬂs/uuw.

Ejemplo 1.11 Sea(X, A, 1) un espacio de medida § una funcén medible no
negativa definida sobt&, para cadd < .4 pongamos

py(E) = /fdu-
E

Asi hemos definido una medida sobdeabsolutamente continua respectoe.a

Veamos ahora algunas propiedades que tienen los espacios de medidas sig-
nadas. Para ello enunciemos el siguiente teorema.

Teorema 1.12 Sea( X, A, 1) un espacio de medida cgnuna medida signada y
{E;};>1 una sucegin enA. Entonces valen las siguientes afirmaciones:

a) Si{E;};>1 es una sucedh mordbtona creciente y, > 0, entonces:

H<]G1Ej> = lim p(Ej).

J—00

Sip es una medida signada, lo anterior édido siempre que
|u|(Ej) < +oo0 paratodoj > 1.

11



12 Teorema de Radon-Nikodym y Mejores Aproximantes eri.?

b) Si{E;},>1 es una sucedh mordtona decreciente para la cual exigte> 1
tal quep(E;) < ooy > 0, entonces:

u( N Ej) = lim p(E;).
j=1

En el caso de qu@a es una medida signada, lo anterior edlido siempre
que|u|(E;) < +oo paratodoj > 1.

c) Siu es una medida no negativa finita, entonces se verifican las siguientes
desigualdades:

M(h’m inf Ej> <liminf p(E;) < limsup p(E;) < u(h’msup Ej).

J—0 J—0o0 j—o0 j—00

La condicbn c¢) no es ras que el Teorema de Fatou-Lebesgue para funciones
caracteisticas. En el caso en quees una medida con signo las desigualdades de
c) no se verifican en general, por ejemplo, si consideremes —m, dondem
denota la medida de Lebesgue, y la siguiente stoeatg conjuntos:

o [0,1] sijespar;
771 [1,2] sijesimpar;

se tiene que

liminf £; = {1} y limsup E; = [0, 2].
j—00

J—o0

Por lo tanto,
liminf p(E;) = —1 = limsup p(E;),

J—00 Jj—00

u(h’minf Ej> =0 y u(h’msup Ej> = -2

Y por consiguiente c) no es cierto.

1.2. Espacios de Hilbert

Como mencionamos en la introduanide este cdfulo lo que queremos es tra-
bajar con la esperanza condicional, que luego definiremos mediante caminos alter-
nativos, uno de ellos, mediante la proyégipor lo que necesitaremos introducir
los espacios de Hilbert y conocer algunas de sus propiedaesnportantes.

12



1.2 Espacios de Hilbert 13

Definicidn 1.13 SeaX un conjunto no vao diremos queX es un espacio con
producto interno o producto escalar 3i es un espacio vectorial para el cual
existe una funéin (, ) : X x X — R bilineal, sinétrica y definida positiva, es
decir (, ) cumple lo siguiente:

a) (r+ ay,z) = (x,2) + aly, z) paratodozr,y,z € Xy a € R.
b) (z,y) = (y,x) paratodozx,y € X.
C) (z,z) >0y (z,z) =0siyDlosiz =0.

Definimos la siguiente funén sobreX, para cada: € X pongamos;

lall = ((z,2))2.

Asi definida|| - || resulta ser una norma sobke En estos casos diremos gie
resulta ser un espacio vectorial normado.

Definicion 1.14 Diremos queX es un espacio de Hilbert s{ es un espacio vec-
torial normado cuya norma proviene de un producto escalar y a@dgmesulta
completo.

Ejemplo 1.15 Sea E un subconjunto dé&R™ medible Lebesgue. Consideremos
1
X = L*(E)y paraf € X pongamos|flla = ((f, f))*, con(f,g) = [ fg da.
E
Asi, (L*(E), ||.||2) resulta ser un espacio vectorial normado cuya norma proviene

de un producto escalar y como adesin? es completo resulta?(E) ser un espa-
cio de Hilbert.

Ahora se enuncian sin demostrar algunos teoremas de los cuales se derivan
propiedades importantes de los espacios de Hilbert. La demastideiestos teo-
remas puede ser consultada en [4].

Teorema 1.16 SeaX un espacio de Hilbert; € X un conjunto no vao, cerrado
y convexo y sea € X. Entonces existe uimico elementp(z) enC que verifica:

[ = p(@)|| <z =l veel.

Diremos quep(x) es la proyecdn del vectorz sobre el conjunt@. A p(x)
tambin lo denotaremos pe(z/C).

Teorema 1.17 (Caracterizadn de la Proyecobn) SeaX un espacio de Hilbert,
C C X un conjunto no vao, convexo y cerrado. Seanc X yp € C dos vectores.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

13



14 Teorema de Radon-Nikodym y Mejores Aproximantes eri.?

a) Elvectorp es la proyec@n dex sobreC,
b) (x —p,c—p) <0 Veel,

Q) llz—c2>|lz—p|2+|p—cl®? Veec.

Observacibn 1.18 En el caso particular en el que el subconjufitesulte ser un
subespacio cerrado d€, la condicbn b) se traduce en:

peC y (x—p,c)=0, paracadaeC.

Esto suele expresarse diciendo que un vegetn(C es la proyecdn dex siy lo
si z — p es perpendicular 8. Ademas la afirmadin c) implica la unicidad de la
proyeccon.

1.3. Teorema de Radon-Nikodym

En esta secbn demostraremos el Teorema de Radon-Nikodym y aunquércom
mente nos referimos al teorema como de Radon-Nikodym, la primer@neatsi
éste, en el contexto de una medidaRhabsolutamente continua con respecto a
la medida de Lebesgue, fue hecha por H. Lebesgue (ver [2]), Radon éxésitali
a las medidas de Radon, que son aquellas medidas que resultan finitas sobre cada
subconjunto compacto, y Nikodym a medidas generales.

Definicion 1.19 Dado un espacio de medid&X, A, 1) diremos que este esfinito
si existe una sucesn crecientg X, },>1 de conjuntos et tal queX = |J)2 , X,
y 1(X,,) es finito para cada.

El siguiente teorema establece que dmécos ejemplos de medidas absoluta-
mente continuas vienen dadassedp describimos en el Ejemplo 1.11.

Teorema 1.20 (Radon-Nikodym) Seanu y v dos medidas no negativassfinitas
sobre la misma-algebraA de subconjuntos d&, y seav absolutamente continua
con respecto . Entonces existe una fuldci no negativau-mediblef : X — R
tal que

v(E)= [ f(z)du VE € A.
/

La funcbn f que aparece en el Teorema @sica salvo un conjunto de medigda
cero.

14



1.3 Teorema de Radon-Nikodym 15

Observacbn 1.21 En cierto sentido afirmamos quees una primitiva de: pues,

de manera algo imprecisa, podemos escrfbir j—z, por ello se suele denotar a
f comog—” y la funcibn f es llamada la derivada de Radon-Nikodym, la cual se
tratara con ras detalle en el Cagulo 3. Notar que el teorema no afirma gtiesy
integrable, esto ocurre si ko siv es finita. La hiptesis de que ambas medidas

y v searp-finitas no puede ser debilitada como lo veremos luego, en un ejemplo.

La demostradin que expondremos a continuatise desarrolla en [3].
Dem. Asumamos en primer lugar que ambas medidasy son finitas. La de-
mostracbn se realiza en varios pasos.

Paso 1 Sea® la familia de todas las funciones no negativas mediplest — R
tal que

E

La idea es hallar una furtm f en® que acote superiormenteata familia

y por lo cual va a ser la candidata a alcanzar la igualdad en (1.1). La familia
® es no va@ pues la funéin constantemente cero pertenede Adenas si

©1Y g2 € © entoncesniax{y1, 2} pertenece &, en efecto;

/méx{sol, o tdp = / p1dp + / adp
E En{e1>p2} En{p2>p1}
<v(EN{p1 > pa}) +v(EN{p1 < pa}) = v(E).

Como, por nuestra supodii, v es finita, podemos definir

M := sup/cpdu <v(X) < 0.
<p€‘1>X

Paso 2 Ahora construiremos la funoin maxima en®. Sea{yy, },,>1 una sucesin
de funciones e tal que

lim [ ppdp = M,

n—oo

X

y sea
fn - méX{(pl, 9027 ey Spn}

15
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Asi para cada, f, es una fun@n que pertenecedy la sucesin{ f,, },>1
es no decreciente. Tomango= lim,, ., f. Se sigue qug € &; en efecto,
por Beppo-Levi para todo subconjunto medibléenemos

[ tin= 1 [ g < 1B,
E E
Ademas esta funéin f alcanza el supremo, es decir

MZ/fd,u: lim /fnd,uz lim /gond,u:M.
X X X

Paso 3 Veamos que la funoin f es la de la tesis del Teorema. Para esto es sufi-

ciente ver que la siguiente medida definidadres icenticamente cero

n(E) :=v(E)— [ fdp.
/

Observemos que para cada subconjufite .4 tenemos que)(E) > 0.
Supongamos por el absurdo que exidte A tal quen(A) > 0. Como por
hipbtesisv es absolutamente continua con respectode la definicbn de
n se sigue que tambén lo es, luegq.(A) > 0. Ademas comou es finita
existee > 0 tal que

n(A) — eu(A) >0,

si consideramos la funin que a cad&’ € A le asigna el valop(E) =
n(E)—eun(F) éstaresulta ser una medida signada sgbi@e la Proposidén
1.5 tenemos que el conjunté contiene un subconjunto positivd, con
B(Ap) > 0. Asi,

ﬁ(Eon) = U(Eﬂ Ao) - GM(EQAQ) >0 VEe A
De la definicon den se sigue que
ew(ENAg) <n(ENAy) =v(ENA) — / fdu VE € A.
ENAg
Asi la funcion f + ex 4, € ®. En efecto, dad& € A

/(f+6XAo)du= / fdp+ /(f+6)du

E E—Ap ENAg
<UE-A)+ [ fdu+ (BN )
ENAg

<v(E—Ay) +v(ENA) =v(E).

16



1.3 Teorema de Radon-Nikodym 17

Pero esto contradice la defirfici deM ya que

/(f +exa,)dp = M +eu(Ag) > M.
X

Por lo tantoy)(A) debe ser constantemente cero y por consiguiente obtene-
mos que:

/f(x)d,u =v(E) VEe€ A
E

Paso 4 Veamos la unicidad d¢. Supongamos que exisje X — R otra funcbn
medible no negativa que verifica

v(E) = /g(x)d,u VE € A.

E

Para cada < N, consideremos los siguientes conjuntos:

v
S|

An:{x€X1f($)—g(l') }’

AV
S

By ={z € X : g(x) - f(a)

Entonces,

ru(An) < [(f = 9)dn = v(4) = v(An) =0,
Ap

Asi, tenemos qug(A,) = 0. De manera aoga se puede ver qué€B,,) =
0. Por lo tantof = g en casi todo punto respectq.a@n X.

Paso 5 Asumamos ahora quees una medida-finitay v finita. Sea( E,, } ,>1 una
sucesbn creciente de conjuntos ehtales queu(E,) < oo Y U, ey Bn =
X, entoncesu(E,) < u(E,+1). Seau, la restriccon dep a E, y f, la
Unica funcon que existe por el teorema de Radon-Nikodym para el par de
medidas finitagu,,, ). Por construcdn f,,.1 = f, enE,, paratodo € N.
La funcion f(x) = sup,cy fn(x) es la de la tesis del Teorema, ya que dado
E € Atenemos

v(E)= lim v(ENE,) = lim / fnd,u:/fd,u.
E

n—00
ENEy

17



18 Teorema de Radon-Nikodym y Mejores Aproximantes eri.?

La unicidad def se prueba de forma atoga al caso en que es finita. Un argu-
mento similar establece el teorema para cuande una medida-finita. O

El siguiente ejemplo nos muestra que ladtgsis de estéltimo teorema, de
gue ambas medidas deben &dfinitas, no puede ser debilitada.

Ejemplo 1.22 SeaX = Ry A la o-algebra de los conjuntos medibles Lebesgue
deRy consideremos el siguiente par de medid@s) = K(E), conkC(E) denota-
mos el cardinal del conjuntd. Esta medida es la furém que cuenta la cantidad de
elementos que tiene cada conjunto; ka medida de Lebesgue. Entonces 1,

sin embargo no existe una fubaif u-medible para la cual se verifique la siguiente
igualdad:

v(E) = / f(z)dp YE € A 1.2)
FE

pues si (1.2) fuera cierta para algup@sta debéa ser constantemente cero pero
esto es un una contradiéci ya que nos estardiciendo que la medida de Lebesgue
de cualquier conjunto eA seria cero.

Para finalizar con esta setni presentamos una generalizacidel Teorema
1.20.

Teorema 1.23Sean(X, A, 1) y (X, A, v) dos espacios de medidafinitos sobre
la mismao-algebraA, conr una medida signada. sies absolutamente continua
con respecto @ entonces existe uniaica funcon y-mediblef : X — R tal que

v(E) = /f(:c)du VE € A. (1.3)
E

Tal f eslinica salvo un conjunto de mediganula.

Observacibn 1.24 La funcibon f no necesariamente es integrable; sin embargo,
al menos una de las siguientes funciorfes f~ debe ser integrable para que
est bien definida la integral en (1.3).

Dem.En primer lugar determinemos la descompdsiale Hahn deX, seaX ™y
X~ una descomposian, la cual existe por Teorema 1.6 y pongames v — v~
como lo establece el Teorema 1.9. La vadacsuperior e inferiory*, v~ son
absolutamente continuas con respecto Aplicando el Teorema 1.20 a los pares

18



1.4 Esperanza Condicional 19

de medidagvt, ), (v~, 1) tenemos que existen funciones no negatjfas
p-medibles tales que:

Vi(E):V(EﬂXi):/fi(w)du VE € A.
E

Tomandof = f™ — f~ obtenemos la tesis del teorema. O

1.4. Esperanza Condicional

El concepto de esperanza condicional es central en el desarrollo dddedeor
probabilidades y por ende de la teode estimaéin (inferencia estastica). Un
ejemplo de ello es la tefar de regre$in donde la esperanza condicional representa
la media de una variable condicionada a inforraagdrevia que tenemos de otra
variable o conjunto de variables y de lo que se trata es de estimar esa media.

1.4.1. Definicbn a través del Teorema de Radon-Nikodym

El Teorema de Radon-Nikodym, es un teorema muy importante con varias
aplicaciones interesantes, una de las cuales, es la dimetecila esperanza condi-
cional. Esto es lo que se detalla a contindacBed X, A, 1) un espacio de medida
o-finito conp > 0y seaA, unac-algebra contenida ed, tal queu eso-finita
cuando la restringimos ay. Seaf € L'(X, A, ), consideremos la siguiente
medida definida el

V(A) = /fdu (A e Ay
A
Asi resultar < 1 entonces por el Teorema 1.20 existe anaa funcon
h € L'(X, Ao, ) tal que:
/hdu =v(A) = /fd,u VA € Ay. (1.4)
A A

A esta funcbn h se la conoce con el nombre dsperanza condicionale f dada
la o-algebrad, y la denotaremo&’[f / Ao].

19



20 Teorema de Radon-Nikodym y Mejores Aproximantes eri.?

1.4.2. Definicbn como Mejor Aproximante en L?

Ahora supongamos adésiqueu es una medida finitay quec L?(X, A, p);
donde enl.2 consideramos, ) y ||.||2 como en el Ejemplo 1.15. Para cada fi@mci
simpleg, medible con respecto.4,, tenemos que

[ Bl Adlgdn = [ S Bl Aol =Y o [ ELf/ Aol
=1 =1 E;

n

=Y ai [ fdu= [ fodn=5.9) <1171l
E;

i=1

siendog(z) = Y, a;xpg,(z). Como las funciones simples perteneced’a

y aden@ds son densas en este espacio, obtenemos que la esperanza condicional
E[f/Ao] estaenL?(X, Ay, 1) siempre quef pertenezca &2(X, A, u) (ver Teo-

rema 7.10" en [4]). Ms din, para toda funén g € L?(X, Ay, 1) se verifica la
siguiente igualdad:

/E[f/Ao]gdu— /fgdu,

esto es una consecuencia de la densidad de las funciones simpsem, 1)
y del hecho que la anterior igualdad €dida para las funciones simples. De esta
Gltima igualdad obtenemos

/ (f — ELf/Ad))g dp = (f — E[f/Ac).g) =0 ¥g € LA(X, Ao, pp). (15)

De (1.5) y Teorema 1.17 deducimos quefsi L?(X, A, ), la esperanza condi-
cional es el mejor aproximantefaen L?(X, Ao, 1), en el sentido qué&[f/Ao] es
el inico elemento dé? (X, Ay, 1) para el cual la siguiente desigualdad es cierta

If = Elf/Aolll2 < If = gll2 Vg € L*(X, Ao, ).

Pensar en la esperanza condicional como una prayeeci un espacio de Hilbert,

nos da un camino alternativo para definirla sin usar el Teorema de Radon-Nikodym.
Paraf ¢ L?(X, A, u) definamosE|[f /Ay como la proyecdn def al subespa-

cio cerradoL?(X, Ao, 1) del espacio de HilberL?(X, A, ). Entonces, por lo
expuesto anteriormente,

/ fgdu= / Elf [ Adlgdp Vg € IA(X, A, ).

20



1.4 Esperanza Condicional 21

En particular, si consideramgs$x) = x 4,(z) con A4y € Ay, tenemos que:

Z f dy = A/ ELf/ As] dp.

Veamos que la esperanza dsfinida es una funén integrable. Se# € L?,

VELf/ Aolll 1 =sup / B/ Adlgdy
(1.6)

=sup/fgdu < fllzt,

donde el supremo se toma sobre todas las funcignesL>(.A,) que verifican
llgllc < 1. Recordar que estamos bajo la sup@sicde quen es finita y por
consiguienteL? C L7 cada vez que > q. Por lo tanto la normd.! de la es-
peranza condicional esta acotada por la nofrhae la funcon dada y dsresulta
que E[f/Ao] € L'. Ahora extendamos esta nonia una fundn f integrable
cualquiera.

Seaf € L' comoL' N L? es denso e existe enL' N L? una suceséin de
funciones{ f,,}>1 tal que f,, convergen & en la normal. Veamos que existe
el limite de las esperanzas condicionales de esta sucdsifunciones. Para ello
demostremos que son una suobegie Cauchy. Sea> 0, usando la linealidad de
la esperanza condicional, (1.6) y el hecho de qu¢;Jason de Cauchy obtenemos
que:

1ELfn/ Aol = Elfm/Aolllr = I1E[(fn — fm)/Ao]ll 1
< an - fm”L1 <e

Luego, existelim E[f,/.Ao] enL'. Ahora definimos la esperanza condicional de
n—00
f dada la subkr-algebraA, por

E[f/ Aol := lim_E[f,/Ao].

En primer lugar debemos verificar la buena defmaile la esperanza condicional;
es decir, cerciorarnos que es independiente de la éuncgési Tomemos para ello,
gn, Otra sucegin de funciones efi! N L? con la propiedad de qug, convergen a
f enlanormal. Entonces para lo suficientemente grande tenemos que:

1E[fn/ Al = Elgn/ Aolllr = [ E[(fn = gn)/ Adlllr < |[fn = gnllir
<o = Fller +1If = gnllr < e

21



22 Teorema de Radon-Nikodym y Mejores Aproximantes eri.?

Seaf € L', entonces existe una sud@side funciones,, en L' N L?, a la cual
podemos suponer creciente, que convergea la normal. Como{ f,,} € L? por
definicion, para cada € A, tenemos:

A/ fo ds = A/ Bl f/ o) dp

De la definicon dada en esta sebai de esperanza condicional para una fanci
integrable, de (1.6) y del hecho qfi¢, } convergen g en la normal obtenemos
que:

[ Bl Al dn = [ i Elf/do) = i / Blfu/Ao) d
A

A

— lim fn dp = /fdu

Asi esta nueva definion coincide con la nobn de esperanza condicional dada al
comienzo mediante el Teorema de Radon-Nikodym.

1.4.3. Propiedades

El siguiente teorema establece varias propiedades de la esperanza condicional,
por simplicidad supondremos que el espacio de medida con el que estamos tra-
bajando es finito. Con lo cual tenemos en particular, Biec L' parap > 1y
ad tenemos definida la esperanza condicional para fodd.?.

Teorema 1.25Sea( X, A, 1) un espacio de medida finitg}, una sube-algebra
de A. Entonces sonalidos los siguientes enunciados:

a) Seaf € LY(X, A, ). Sif > 0 entoncesE[f/ Ag] > 0;
b) Sif € L'(X, A, u) tenemos quEE[f /Aol < E[| |/ Aol;

c) Sif e LP(X,A,u)conl < p < ooyseaq: %—Fé = 1. Entonces para
cada funcdbng € L4(X, Ay, ) tenemos que:

[ fodu= [ Bl Adg dus
d) Sif e L conl < p < oo, || E[f /Ao, < [l fp-

22



1.4 Esperanza Condicional 23

Dem.De la primera definién de esperanza condicional tenemos que para todo

Ae .A()
Elf/Aoldp = [ fdpu.
[ rorsie=]

SeaBy = {z : E[f/A](x) < 0}. Si u(By) > 0, entonces existé < N tal que
n({z : E[f/Ao)(z) < —1}) > 0. De esta manera obtenemos que

1 1
[ Bl Addn < alfe Bl /A @) < -3 D) <0
{E[f/Ao)(z)<—3}
pero por otro lado, como la furfm f es no negativa tenemos
/ E[f/Aoldn = / fdu > 0.
{E[f/Aol(z)<—3} {E[f/Ao)(x)<—1}

Lo cual es una contradidm, por lo tantqu(By) = 0 y entonces vale). Veamos
b), de la linealidad de la esperanza condicional, del heche-qug |f| < fy por
a) tenemos que:

0 < E[f +[f]/Ao] = E[f/ Aol + E[| f]/Ao] (1.7)

0 < E[|f| = f/Ad] = E[|f]/ Aol — E[f/ Adl. (1.8)
Por (1.7) y (1.8) obtenemos que
E[f/ Ao < E[[f|/A] 'y E[f/A] = —Elf|/Ad.

Luego,
|E[f/Ao]| < EI|f]/ A

Para ver) tomemosf € LP(X, A, ) conl < p < oo y consideremos
g € Li1(X, Ay, ). En el caso en el que es una fundn caractéstica, digamos
g(z) = xa(x), conA € Ay, tenemos

[ sain= [ sau= [ 1/ Addn= [ if/ g
X A A X

23



24 Teorema de Radon-Nikodym y Mejores Aproximantes eri.?

aixa,(x) conA; € Ap vale

NgE

Si g es una fundn simple, supongamagz) =
=1
lo siguiente:

n

)ngdu=/f(gaiXAi)du=;ai!fdu
_Z:: /Ef/AodM—)ZEf/AO zz:;aiXAi)dﬂ

- )[ 1/ Aolgdp.

Porlltimo sig € LY(X, Ay, 1), como las funciones simples resultan ser densas
enL? conl < g < oo existe una sucesn {g,},>1 de funciones simples que
converge @ en la normay, as aplicando la Desigualdad dedkler obtenemos:

/fgd,u:/f lim g,dp = lim /fgnd,u
X X X
:nlin;O/E[f/Ao]gndﬂ = /E[f/Ao]ng-
X X

Veamos ahora laltima parte de este teorema

|BLf/Aol||, = sup /Ef/Aogdu— sup /fgdu

llgllg,a0<1 llgllg,a0<1

sup / fadu=|fl-

||g||qA
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Capitulo 2

Mejores Aproximantes en
Espacios de Musielak-Orlicz

Introducci on

En este cagpulo se introducen los Espacios de Musielak-Orlicz y algunos con-
ceptos nuevos que nos perndtirtrabajar con el mejas-aproximante. Con el ob-
jetivo de poder caracterizar a los mejogeaproximantes, se obtienen aglgunas
propiedades importantes que satisface el conjunto de mejempsoximantes.

2.1. Nociones y Resultados Preliminares

Sea(, A, 1) un espacio de medida finito y completo; es degi2) < ooy
si u(Z) = 0 entonces para todo subconjumtale Z se tiene qued esp-medible,
un ejemplo de una medida completa es la medida de Lebesgue. En ésitvgap
siempre denotaruna medida no negativa y reservaremgasra cuando hablemos
de una medida signada. Denotamos jpbr= M (€2, A, 1) el conjunto de todas las
funciones a valores realesmedibles, asf € M siy $lo siVa € R tenemos que
{f>a} €A

Definicion 2.1 Un conjunto£ C A es llamado urv-reticulo si se cumple lo si-
guiente:

a) 0,Qe L.

b) £ es cerrado bajo uniones e intersecciones numerables.

25



26 Mejores Aproximantes en Espacios de Musielak-Orlicz

De la definicon 2.1 tenemos que todaalgebra es ua-reticulo. El reéproco
de esta afirmadn, no es cierta. En el caso particular en qusea cerrado@o
bajo uniones e intersecciones finitas, nos referiremgssanplemente como un
reticulo. Diremos que el conjunt8 es unc-reticulo completo si y8lo si £ es un
o-reficulo y adenas para cad&’ € £ conu(C A C') = 0, se tiene qu&’ € L.
Para uns-reficulo £ denotamos po£ el siguienter-reticulo

Z:{D:Q—DGE}.

Una funcbn f es llamadaC-medible si para todolmeroa € R, {f > a} € L. De
aqu en s, en este cépllo, asumiremos qué€ denota urv-reficulo completo.
Veamos ahora un ejemplo dereticulo, el cual nos sérde gran utilidad en lo que
sigue de esta monogfaf

Ejemplo 2.2 Seaf2 un subconjunto medible de™ y  la medida de Lebesgue.
Para cada;, y € ) diremos quer < y siy lo siz; < y;, parai = 1,2,3,...,n;
dondex = (z1,z2,....,z,) €y = (y1,¥2, ..., Yn), de esta manera hemos definido
una reladdn de orden parcial eén. Un conjuntoC' C 2 C R” es llamada@onjunto
final siy s0lo si cadavez que € C'y = < y tenemos que € C'. De la definicon
2.1 se siguedcilmente que la familia de conjuntos finales essureticulo. Defi-
nimos ahora, um-reficulo al que denotaremos pdf* como sigue; diremos que
C e L™ siy slo si existe un conjunto final” tal queu(C' A C') = 0. Asi esteo-
reficulo es aquel que esta formado por todos aquellos conjuntos que coinciden con
un final salvo un conjunto de medigdacero.L£"(§2) = L™ es llamadar-reficulo
completo esindar.

Proposicion 2.3 £™(2) es uno-reticulo completo.

Dem.Veamos en primer lugar qué&” es uno-reficulo. Puesto qué, 2 son con-
juntos finales se tiene quE) € L™ Consideremos ahora una suées(,, de
conjuntos enC™, veamos que la uan de ellos pertenece&’, para cadas € N
existeC,, conjunto final tal que:

u(Cp A C,)=0

como | J C., es un conjunto final y
n>1

M(Uan Uc;>:0,
n>1 n>1

obtenemos que la uim pertenece &".
Analogamente se obtiene q(i§,-., C,, € L". Asi, L™ resulta ser uw-reficulo.
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2.1 Nociones y Resultados Preliminares 27

Ahora, verifiguemos que es completo. Sea& L™y D tal queu(C A D) =0,
como C pertenece ab-reficulo, existeC' conjunto final conu(C' A C') = 0,
puesto qu&’ C CU (C' —C)y D C C U (D — C) tenemos que

DAC C[(C-D)u(C —C)U[(C-C)Yu(D-C).

Entoncesu(D A C') = 0y ad tenemos quéd € L™y por lo tanto£™(£2) es un
o-reficulo completo. O

Diremos que una funéhng : Q2 — R es no decreciente si p® sig(z) < g(y)
siempre que: < y.

Proposicion 2.4 Una funcbn f es£"-medible siy élo si existe una fundin g no
decreciente tal qu¢ = g en casi todo punto respectaa

Dem.Seaf una funcon £"-medible, entoncega € Q el conjunto{f > a} € L
luego para toda, existeC, conjunto final tal que«({f > a} A C,) = 0. Sea,

Z:U{weﬂzwe{f>a}ACa}.

a€eQ

Entoncesu(Z) = 0. Definamos ahora, la siguiente fubipara cada punto de
Q-7

g(x) = sup a.

el

Asi definidag resulta ser una fungn no decreciente, en efecto seany € ()
tal quex < y, comoC, es un conjunto final st € C, tenemos qug € C, y
ad g(x) < g(y). Adenss, f(x) < g(z) paratodar € 2 — Z pues, sea € Q2 — Z
y pongamos: = f(x) entonces para todoumero racionab < a se tiene que
xz € {f > b}, entonces: € C, para todd < a, luego,g(x) > a = f(x). Ahora
supongamos por el absurdo, qu f < g}) > 0y consideremos € Q tal que
p({f <a<g}) >0.Sear € Q — Ztalquef(xz) < a < g(z). De la definicon
de g se tiene que existe > « tal quex € Cy, pero entonceg(x) > b, lo cual es
una contradicdn. Por lo tantou({f # g}) = 0. Veamos la otra implicabh. Sea
a € R, comog es una fun@n no decreciente tenemos gue> a} es un conjunto
final y aden&s, cumple que({f > a} A {g > a}) = 0. De la definicon deL"
dada en el Ejemplo 2.2 se sigue quée> a} pertenece &£" para toda: € R. 0

27



28 Mejores Aproximantes en Espacios de Musielak-Orlicz

Ejemplo 2.5 Seaf2 un subconjunto d&. Seal* C P((2) el o-reficulo que con-
tiene todos los subconjuntos de la forma = {m € Q : m > n} conn € N.
Se puede verdciimente que’ : Q@ — R esL*-medible siy 6lo si f es no decre-
ciente. Observar que este ejemplo, no és nue la discretiza@n de la proposiéin
anterior.

2.2. Espacio de Musielak-Orlicz
Consideremos la fungh ¢ : QO x R — R™ con las propiedades siguientes:
a) ¢(-,a) es una fund@dn medible para todo € R,
b) ¢(w,a) =0siyDlosia =0,
c) ¢(w,-) es una fundn par, no i@nticamente nula y convexa.

Para una funéin ¢ que cumpla a)- ¢) denotamos cpn (¢ ) la derivada a derecha
(a izquierda) de» con respecto a la segunda variable.

Definicion 2.6 Seap una funcon que satisface a):) de arriba. Definimos el Es-
pacio de Musielak-Orlicz (o Espacio Generalizado de Orlicz) al que denotaremos
L, por
L,:={feM:3X>0: /gp(w,/\f(w))d,u, < 00}
Q

Si la funcdn ¢ no depende de la primera variable, entondgses llamado sim-
plemente Espacio de Orlicz.

Lema 2.7 La funcbn ¢(w,-) : R — R>( es moltona creciente en el intervalo
[0, +00) Y morbtona decreciente efy-oo, 0].

Dem.Por las condiciones b) y c) pedidas paréenemos queo(w,0) = 0y que
»(w, ) es convexay par. S&a< s < t entonces,

olwss) = (13 )0+ (5)) < ot

Asi, ¢ es moibtona creciente para todo> 0. Para ver que es no decreciente,
tomemoss < t < 0 entoncesp) < —t < —s, aplicando lo obtenido anteriormente
tenemos que

(P(w7 _t) < gp(w, _3)7
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2.2 Espacio de Musielak-Orlicz 29

del hecho quep(w, -) es par se sigue quees no creciente en el intervale oo, 0]
COMo quelamos ver. O

Observacbn 2.8 En el caso particular en qugw, a) = |a|P conl < p < oo €l
espaciaL,, coincide con el espacio de funcione%ya conocido por nosotros.

Proposicion 2.9 El Espacio de Musielak-OrlictL,,, +, R, ) es un espacio vec-
torial. Con+ denotamos la opera@in de suma de funciones y coel producto de
una funcén por un rumero real.

Dem.Seanf y g en L., veamos que¢ + g € L,. Comofy g pertenecen d,
existen constantes positivas, A\, tales que

[ ot nis@dn. [ ot xag)dn < .

Q Q

Observemos que si

[ et ns@ydn < o
Q

<

entonces para todbcon0 < A < \;

/cpw)\f )dp < oo.
Q

Esto se sigue del hecho de que la fémep(w, -) es par y del Lema 2.7. Sea=

min{4l, 22} entonces,

Q/sO(wv AMf+9)(w))dp = Q/s0<w, (”gw) + 2Ag2<w)>>du

<5 [ el 2r@)dnt 5 [ el 2hg())dn < .

Q Q

Asi f + g pertenece d.,. Ahora veamos que - f € L, para todon € R. Sea
a € Ry f € L, entonces existd > 0 tal que:

/ (M (@) < oo,

Q
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30 Mejores Aproximantes en Espacios de Musielak-Orlicz

Sia > 0 tomemos\ = g entonces

/ ol N (o f)(w))du = / (w0, A ())dp < o,

Q Q

en el caso quer < 0, tomando)\” = —g, y usando el hecho qug(w, -) es par,
obtenenos que - f € L. Porlltimo, sic = 0 tenemos:

/90(%0 ~fw))dp =0 < .

Q

Por lo tanto,o - f € L, para todon € R. El resto de los axiomas que faltan de
verificar para completar la demostraecise siguen inmediatamente del hecho de
gue el conjunto de todas las funciones a valores reales forman un espacio vectorial
sobre el cuerpo de losimeros reales con las operaciones de suma y producto por
escalar y notando que la fudci constantemente cero pertenede,a O

Paraf € L, definimos la siguiente norma

| fll :=1inf{A > 0: /gp(w, f()\w)) du < 1}. (2.1)
Q

Proposicion 2.10 El Espacio de Musielak-Orlicz,, es un Espacio de Banach con
la norma(2.1) definida arriba.

Dem.El hecho de qud - ||, resulta ser una norma sobre el espacio vectdridb
dejamos a cargo del lector, una demostiaale ello en un caso particular, puede

ser consultada en [4]. Lo que dge@ expuesto es la demostracide que el es-

pacio resulta ser completo. Recordemos que una caractérizdeilos espacios
vectoriales normados completos es que toda serie absolutamente convergente con-
verge. Seq f,},>1 una sucesin enL,, tal que)_ -, || fn|l, < co. Veamos que

S nst1 fn € Ly. Llamemos\, = || fullo ¥ Ao = 3,51 [| f2]l, Entonces

St frw) A I3
[ oo = Y= [ o032 25
Q 0

frn(w)
< — < 1.
< o @(w, . dp <
Q
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Por lo tanto,L, es un Espacio de Banach. O

En lo que sigue, asumiremos que la fuiciy satisface las siguientes dos
condiciones adicionales:

d) ¢(w,-) cumple una condiéin A, uniformemente. Es decir, existen constan-
tes positivas”' y Ay, independientes de, tales que para todo € Qy
la] > Ap se tiene que:

o(w,2a) < Cp(w,a).

e) [ ¢4 (w, k) < oo, para toda constanfec R.
Q

Observacibn 2.11 La(ltima condicon pedida implica que(w, k) € L(Q). Esto

se debe a que toda fudci convexa satisface el Teorema Fundamental dklu

y del hecho de que las derivadas laterales existen y son funciones crecientes, esto
puede verse con as detalle en [4]. Luego,

k

[etomiau= [ [orwbian < [ orwbin < o
Q

Q 0 Q

Proposicion 2.12 Si ¢ es una fundn que cumple con todas las condiciones pe-
didas a)-e) se tiene qug € L, siy Dlo si [, o(w,\f(w))dpu < oo para todo
A > 0.

Dem.Supongamog € L, entonces exist®, > 0 tal que

/ (w0, Ao f (@))di < .

Q

SeanC, Ay las constantes que cumplen con la cor@icd), entonces para todo
namero reak conla| > Ay > 0 se tiene:

Sil < 2,
o(w,la) < p(w,2a) < Co(w,a),

esto es consecuencia del Lema 2.7.
Sil > 2, existen € N tal que2™ > [. Luego,

p(w,la) < p(w,2"a) = p(w,2(2"a)) < Cp(w, 2" 'a) < ... < C"p(w, a).
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32 Mejores Aproximantes en Espacios de Musielak-Orlicz

LlamemosB, = f—g y tomemos\ > 0. Parala| > B, consideremos los siguientes
casos

= Si )\ < 2)\g entonces,
o(w, Aa) < p(w, 2 0a) < Co(w, Aa).

= Si ) > 2)\, entonces,
A
p(w, Aa) = 90<w, AAo@) < C"p(w, Aoa).
0

Asi tenemos que para todocon |a| > By, existe una constantepositiva tal que

o(w, Aa) < ko(w, Ma).

Luego,

/ (M (@))dp = / (M (@) dp + / (o, M () du
Q {w:|f(w)|>Bo} {w:|f(w)|<Bo}

IA

K / (e, Nof (w))dpt + / (w0, M () du
{w:|f(w)|>Bo} {w:|f(w)|<Bo}

<k / (w0, Mo f (@))dp + / Pl M (@))du
{w:|f(w)|<Bo}

Q
<k / (w0, Mo (@))dp + / (. \Bo)dyt < oo,
Q Q

el Gltimo sumando resulta finito pueg,c L, y ¢(w, -) satisface la condion e).
La otra implicacbn se sigue de forma inmediata de la DefimicR.6. O

Por simplicidad, con frecuencia escribiremfosy(w, f)du en lugar de
Jop(w, f(w))dp.
Lema 2.13Sif,g € L, entoncesp (w, f(w))g(w) es una fundn integrable.

Dem. Sabemos que existen constantes positiasC' tales que sia| > Ay y
w e N

p(w,2a) < Cp(w, a).
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Sia > Ay se tiene:
2a
Cplw,a) 2 p(w,20) = [ pul, )t

” 0 (2.2)

> [ ol tyit 2 apiw0)

Por otro lado, de las propiedadesle se tiene que sf(w) < 0
o1 (w, fw)] = 1w, f(w)) = o-(w, = f(w))
= o—(w,[ = f(W)]) < o4 (w, [f(W)])-

En el caso en qué¢(w) > 0, claramentdy (w, f(w))| < ¢+ (w,|f(w)]). Porlo
tanto, se tiene que

o4 (w, f(w))(g(W)] < ot (w, [f(w)] + [g(w))(|f (w)| + [g(w)])-
Por consiguiente, i f(w)| + |g(w)|) > Ao, de (2.2) obtenemos:

P (w, f(w)g(w)ldn < C / p(w, [l +lg(w)])dp
{11 +1g1= 40} {1 1+1g1= 40}

<c / (w0 | F@)] + 9(w))dp < 0.
Q

Estalltima integral es finita debido a que como la funrcp(w, -) es par entonces
\fl,19] € L,y por consiguientéf| + |g| € L.
En el caso en quf f(w)| + |g(w)|) < Ao, se tiene que

|0+ (w, f(w))g(w)[du
{If1+lgl<Ao}

< / o (w0, [F@)] + lg@)D(F@)] + lg(w) ) du
{Ifl+lgl<Ao}

< / P+ (w, Ag) Aodp
{IfI+lgl<Ao}

< /gp+(w,A0)A0d,u, < 0.
Q
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34 Mejores Aproximantes en Espacios de Musielak-Orlicz

Por consiguiente . (w, f(w))g(w) € L*(). O

2.3. Mejoresyp-aproximantes

Para uns-reticulo £ denotamos pok.,(£) al cono convexo y cerrado de todas
las funciones eif., que sonZ-medibles. Como es usual, diremos gue L (L)
es un mejorp-aproximante & € L, de L, (L) siy lo si

/«P(w,f —g)dp = heiLrlf(m/so(w, f=h)du. (2.3)
Q Q

Es decir,

/80(% f=g)dp < /gp(w, f—h)du  Vhe Ly(L).

Q Q

Pongamosf A g = inf{f,g}y f V g = sup{f,g}. Poru(f, L) denotaremos al
conjunto de todos los mejorgsaproximantes & de L., (£).

Definicion 2.14 Diremos que un conjuntB C M = M(Q, A, u) es un refculo
siydlosifAge By fVvge Bparaf,g € B. Es decir, es cerrado para las
operaciones de supremdrfimo de elementos d&

El teorema que sigue nos asegura la existencia de un mejmroximante
de L,(L) para una funén enL, dada. La demostra@mn se basa en unédnica
utilizada por D. Landers y L. Rogge en [5], la cual a su vez, es una modditaci
de una ya utilizada por H. D. Brunk y S. Johansen en [9].dcaica se basa en la
siguiente igualdad elemental

ow, f=g1Vg)+ew f—gAg)=ewf—g)+ewf—g)

Teorema 2.15(D. Landers y L. Roggg Para toda funadn f € L, el conjunto
p(f, L) resulta no vam.

Dem.En primer lugar observemos qug,(£) es un reiculo. Seary, h € L, (L)
comog, h € L, existen constantes positivas tales que:

/w(w,ag)du, /@(w,ﬁh)du < o0.

Q Q
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2.3 Mejoresp-aproximantes 35

Sea\ = min{«, 5} entonces,

/ (@ (g V h))dp = / o(w. Ag)dpi + / o(w, Ah)dp < .

Q {w:g>h} {w:g<h}

Luegog vV h € L, el hecho de qug Vv h esL-medible se sigue de la siguiente
igualdad:

{(gVvh)>a}={g>a}U{h>a}.

Analogamente se puede probar gque h € L,(L). Por lo tantoL,(£) es un
reficulo. Consideremog € L, y veamos que existe un mejpraproximante g
de L, (L). Por definicon deinfimo, tenemos que para cada N existe

gn € L,(L) tal que:

1 1
)d inf f—h)dp+ — =a+ —.
/cpwf In) u<h€1LIL(£)/s0(wf Jdu+ on =tat o
Q

Observemos en primer lugar, que corficv € L, entoncesz < oo. Vamos a

probar quey = h’mglf gn € u(f,L). Paraj > k, consideremos la fun@n
ne
gkj = gk A ... A gj y pongamogy; = lim gy ; = inf g;. Luego,
J—o0 Jj>k

/sO(w, f =gk )dp+a < /w(w,f — Gkj)dp +/s0(w, = (9rj—1V gj))du

Q Q Q

o(w, f — grgr)dp + / o(w. f — g;)du
Q

1
< | o(w, f—grj—1)dn+a+ —

2

ol el

Entonces,

1
/‘P(W7f—9k,j)dﬂ < /¢(w,f—gk,j1)du+2j.
Q Q

35



36 Mejores Aproximantes en Espacios de Musielak-Orlicz

Procediendo en forma inductiva tenemos que

1
/@(w, f—=grj)dp < /@(w,f — Gkj—1)dp + o

5 Q
1 1
< [ oW f = guj-2)du+ o5 + 5y <
Q
o < /g&(w,f = Gkj—(j—k))dp + Z o Sat Z 21
J i=k+1 =k

(2.4)

Comogy ; | g5 Y ¢ es continua obtenemos de (2.4) por aplioadiel Lema de
Fatou que

/sO(w,f — gp)dp = /s@(w,f — Jim gij)dp = /jlggo pw, f = grj)dn

Q Q Q

J—00

J
1
< h'minf/cp(w,f — gkj)dp < liminf a + E =
’ j—00 — 2

Q =

1
:a+zg<oo.
i=k

(2.5)

Asi g; € L, el hecho quegy; esL-medible se sigue de lo siguiente igualdad de
conjuntos

{gi > a} =g > o},
j=k

paratodo Amero reabkv. Por consiguientg; € L, (L£). Veamos qug = lim_. g;;
pertenece a(f, L) es decir, es el que realiza elimmo en (2.3). Quey es L-
medible se sigue del hecho de que las funcigyjeson no decrecientes y por lo
tanto para todoimero reah se tiene que

{g>a} =g >},
k
de la continuidad de, por Fatou y de (4.15) obtenemos que L. En efecto,

[ otrt = gin <timint [ ot £ - giin < o < o
Q Q
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Comog € L, (L) se tiene que:

a= inf )/@(wf—h)du < /w(w,f—g)du-

heL, (L
Q

Luego,

/s@(ua f—9)dp=a.
Q
Por lo tantou(f, £) # 0. O

A fin de obtener algunas propiedades adicionales del conjufifol) ex-
ponemos el siguiente lema.

Lema 2.16 SeaF un conjunto de funciones medibles. Entonces existe una suce-
sion { f,}n>1 enF tal que para toda funéin f € F la siguiente desigualdad es
cierta en casi todo punto

inf f, < f < sup fu.

Dem.Comencemos por demostrar el siguiente caso particular del lemd, seal
una familia de subconjuntos @k Veamos que existe una sudes{ 4, } 1 en A’
para la cual se verifica que

u(A -U Aj> =0 paratodol € A.
j=1

Esto demostréa el Lema para el caso en gquésea un conjunto de funciones
caracteisticas. Pongamos
a1 = sup{u(A): Ae A’}

y sead; tal queu(A;) > 5. Paraj > 1 definimos

j—1
aj :=sup {,u(A— U AZ-) tAe A/}.
=1

Si para algin j tenemos quer; = 0 quedara demostrado el Lema si por el con-
trario, para todondicej, «; > 0 tomemosA4; tal que
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Como los conjuntos —Ug;l A; son mutuamente disjuntos se sigue guéiende
acero. SiA € A" entonces,

o) 7j—1
M(A— UAZ-> < M<A— U Ai) < aj,
i=1 =1

o0
y por lo tantou (A — U 4; | = 0que es lo que queEamos probar. Pasemos ahora
i=1
al caso general. Se& una familia de funciones medibles, puesto que el conjunto

de los rumeros racionales es numerable, pongaf@os {ri,79,...} y para cada
j > 1y f € F definamos

A; ={w: f(w) >rj}.

Por lo demostrado en la primera parte, para gagayy fijo, existe una subsucesi
{f2°} enF tal que cumple lo siguiente

u<{f > T} — D {fi° > Tjo}> =0. (2.6)

n=1

Sea{ f,} la sucesin que resulta de tomar la @m para cada de todas las suce-
siones anteriores. Tomemgsc F y supongamos por el absurdo gfie- sup,, f»
en un conjunto de medida positiva. Entonces, existe Q tal que

sup,, fn, < 1 < f. En particular, la desigualdad &ercierta para la suce&si que
existe fijadok es decirsup,, f¥ < r, < f.Luego existe > 0 tal que

€< u<{f > m}ﬂ{sgbpfif < m}) —u<{f ) {Sgpfﬁ > Tk})
=u({f - U {ff; >k}>

n=1
Lo cual contradice (2.6). Asse demuestra que toda fudcide la familiaF es-
ta acotada superiormente por el supremo de la sucdsillada. Para ver la otra
desigualdad consideremos el siguiente conjunto
F=A{-f:feF}

Por lo anterior, sabemos que existe una sdcefj, } enF tal que

g <supg, paratodafundén ge F.
n
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2.3 Mejoresp-aproximantes 39

Asi para toda funéin g € F tenemos que-g > —sup,, g, = inf, —g,. De la
definion deF se sigue toda funén de la familiaF esta acotada inferiormente por
el infimo de la suceén {—g, }. Si tomamos ahora la uim de la suceén { f,,}
encontrada par# y la sucesin {—g,, } obtenemos una nueva sudesidigamos
{h,}, la cual va a ser la de la tesis del lema. En efecto,

inf by, <inf —g, < f < sup fn, < sup hy,
n n n n

paratoda fundn f € F. O

Teorema 2.17 Para toda funddn f € L, el conjuntoy(f, £) es un reiculo que
tiene un elemento &imo y ninimo, U, (f, £) y L,(f, L) respectivamente.

Dem.Pongamos

= inf . f —h)dp.
a hezri(c)/w(wf )dp
Q

Searyi, g2 € u(f, L), debido a que
/so(w, f=(91Vg2))dp+ /w(w,f — (91 A g2))dp

Q Q
= /@(U%f —g1)dp + /@(w,f — go)du = 2a,
Q Q

se sigue que; V g2 Y g1 A g2 € u(f, L). Procediendo en forma inductiva se puede
ver que dada una cantidad finita de funciones, digafwes.., g, }, se tiene que
GV VagnYgi Ao Ngn € p(f,L). Sea{gn}n>1 una sucesin enu(f, L), por
Lema 2.16 para toda furtmi g € u(f, £) se tiene que

inf g, < g < supgn. (2.7)

Llamemosy, = inf, g, y ¢* = sup,, g, Comog,, sonL-medibles se sigue qug
tambén lo es y ade#s, por aplicaén del Lema de Fatou, obtenemos que
g« € L,(L) pues,

[ et = g)du < timint [ oo, f = (g1 A A ga))dn = a <

Q Q
mas dan g, € p(f, L)y de (2.7) se obtiene qug. = L,(f, £). Analogamente
puede demostrarse qye = U,(f, L). O
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Capitulo 3

Funciones de
Lebesgue-Radon-Nikodym

Introducci 6n

Dado(2, A, 1) un espacio de medidag C A un o-reticulo vamos a definir
una familia de funciones que nos perndtircaracterizar a los mejorgsaproximan-
tes como lo establecimos en el dajfp anterior. Las funciones que pertenecen a
esta familia reciben el nombre de funciones de Lebesgue-Radon-Nikodym, que
abreviadamente expresaremos como fom¢iRN. Estas funciones tienen una es-
trecha relad@n con la derivada de Radon-Nikodym definida en eli@dm1 como
lo observaremos posteriormente. Al igual que en eltoépanterioru denotaa una
medida no negativa y se@ utilizada para representar a las medidas con signo.

3.1. Generalizaobn de la Descomposicin de Hahn

Con el objeto de definir las funciones LRN introducimos algunos nuevos con-
ceptos.

Definicion 3.1 Sear una medida con signo definida sobredaalgebra A y sea
L un o-reticulo conL C A. Diremos queC € £ es un conjunta/-positivo si
para todoD € £ tenemos que(C N D) > 0. Un conjuntoD € L es llamado
v-negativo, si paratodd’ € £ tenemos que(D N C) < 0.

Observacibn 3.2 En el caso particular en qué = A, la Definicibn 3.1 coincide
con la Definicon 1.4 dada en el Céaplo 1.
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42 Funciones de Lebesgue-Radon-Nikodym

Lema 3.3 La clase de todos los conjuntespositivos (-negativos) es cerrado
bajo uniones numerables.

DemSea{ A }x>1 una sucesin de conjuntog-positivos y seadD € L. Pongamos

Cy, = [Ak—jUiAj} D

Entonces{C}%} es una suce8h de conjuntos mutuamente disjuntos, tales que

v(Cy) > 0. Ademas,
<UAk>ﬂD: U
k>1

k>1
Luego,
(( U Ak> (p) :y( U ck> — S UG 20,
E>1 k>1 k>1
Por lo tanto, la clase de todos los subconjumtgmsitivos es cerrada bajo uniones

numerables. De forma aloga se prueba que la @nmi numerable de conjuntes
negativos es un conjunienegativo. d

Lema 3.4 Sea((?, A, r) un espacio de medida para una medida signad&ea
A C Q medible tal quer(A)| < oo. Entonces todo conjunto medible con
B C A satisfacgr(B)| < oc.

Al igual que lo establecido por el Teorema 1.6 del ap 1 veremos ahora
gue es posible descomponegrR &n dos conjuntos maximales, ungositivo y otro
v-negativo. La demostraim siguiente se debe a S. Johansen (ver [8])

Proposicion 3.5 (S. Johanse) Sear una medida con signo sob(€, A, 1) y sea
L uno-reticulo. Entonces existe un conjurdt € £ que es/-positivo y maximal,
es decir

v(C*) =sup{v(C) : C € LyC es positivo}.

Adends siC* eswv-positivo y maximal, entonce®* = Q — C* es minimal y
v-negativo.

Dem. Asumamos por ejemplo, que no toma el valor+oco y denotemos poP
y N la familia de todos los conjuntaspositivos yr-negativos respectivamente.
Notemos en primer lugar gilec P N N. Sea,

a =sup{v(C):C € P}.
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3.1 Generalizacon de la Descomposiéin de Hahn 43

De la definicon de supremo sabemos que existe una sbicelsi conjunto$C, },>1
tales que

1
a——<v(C) <a.
n
Sea,
cr=Jcn

n>1
Asi, C* € Ly del Lema 3.3 se tiene qu&* € P. Adenas pargj € N
C*=C;U(C*—Cj),
y por consiguiente para todo
v(C%) = v(Cj) +v(C" = Cj) = v(C).

Por lo tantoC* es un conjunto maximal tal qugC*) = «. Veamos ahora que
D* = Q— C* es un conjunte-negativo minimal. Supongamos por el absurdo que
D* no esv-negativo, entonces exist&) € L tal quev(D* N Cp) > 0, pero este
conjunto de medida positiva no es un conjunte-positivo pues de lo contrario
por Lema 3.3 el conjuntoD* N Cy) U C* € P, pero

v((D*NCo) UC*) =v(D*NCoy) +v(C*) > v(CF),
lo cual contradice qué™ sea maximal. Por lo tanto existe € £ tal que
V((D* NCp) N D) < 0.

Seak; el menor entero positivo para el que exi&tec L tal que

l/((D* N Co) N Bl) < —ki,
1

y pongamosd; = Q2 — By, entoncesd; € £y adenas,

0< I/(l)>k N C()) = I/(D* NCynN Al) + V(D* NCoN Bl)

1
SV(D*OCOQAl)—kf
1

entonces,
v(D*NCyNAy) >v(D*NCH) +— > 0.
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44 Funciones de Lebesgue-Radon-Nikodym

Razonando de forma similar a lo hecho paran Cy se tiene qué>* N Cy N A,
Nno es un conjunte-positivo y aralogamente a lo hecho para ese caso, tomemos
ahoraks el menor entero positivo para el cual exisle € £ tal que

I/((D* NConN Al) N BQ) < _k‘i
2

y llamemosAs =  — B,. Continuando con este proceso, vamos a tener una
sucesbn de conjuntosd; y de rimeros naturales;, siendok; el menor entero
positivo para el que se cumple

1
v((D*NConArN..NA_1)NB;) < -
y por consiguiente,

v(D*NCoyNAN..NA) >v(D*NCh) + E P (3.1)

j=1"

Sead = CoN(;>; Ai). Veamos que el conjunt@*UA € P. Para ello tomemos
D € L, entonces

v((C*UA)ND) =v(C*ND)+v(D*NAND)
Zu<D*ﬂCoﬁ(ﬂAi>ﬁD>
i>1
= lim v(D*NCyNA N..NA,ND)> lim —

1—00 1—00 i+1

(3.2)

Para cada sea,
Fi:D*ﬁCODAlﬂ...ﬁAi_lﬁBi
%
H;=(D*NnCy) — | J Fj,
j=1
y pongamos,
H=(H =(D"nCy) - JF,.
i>1 §>1
Por construcdin, los conjuntod’; y H son mutuamente disjuntos y adasrpor el
lema anteriorH tiene medida finita. Luego de taaditividad dev se tiene

0 < (D" N Co) = w(H) + Y u(F) < v(H) - Y kl

i>1 i>1
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3.2 Funciones de Lebesgue-Radon-Nikodym 45

Esto implica que la ser@i21 ki es convergente, y por lo tankgtiende a infinito
cuandoi — oo. Luego, de (3.2) tenemos que

v((C*UA)ND) >0,
y por consiguiente el conjunto* U A esv-positivo. Pero, de (3.1) se sigue que
v(D*NA) >0,

con lo cual se obtiene que* U A esv-positivo y de medida estrictamenteam
grande queC™, lo que contradice el hecho de qG& es maximal. Por lo tanto,
D* es un conjunta-negativo. Para ver qu®* es minimal, tomemo$’ € N.
Entonces2 — F € P por lo quer(Q2 — F') < v(C*) < o0. Luego,

v(Q)=v(Q—F)+v(F) <v(C*) +v(F),
y ad tenemos

V(F) > v(Q) — v(C*) = v(Q — C*) = v(D*).

3.2. Funciones de Lebesgue-Radon-Nikodym

En lo que sigue consideraremos familias de medjdas,cr con las siguientes
propiedades

= |v,] son finitas,
» v, es decreciente enes decir, st < b entonces/, (A) > v(A).

Para una familia de medidas con estas propiedades hacemos la siguientédefinici

Definicion 3.6 Sea{v, }.cr una familia de medidas &n. Una funcon £-medible
g es llamada una fundn de Lebesgue-Radon-Nikodym (fé@mcLRN) de{v,} si
y Plo si

a) {g > a} esy,-positiva para toda: € R

b) {g < a} esv,-negativa para toda € R.
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Observacbn 3.7 a) En la Definicbn 3.6 el subconjunt® puede ser reem-

b)

plazado por un subconjunfd C R denso en la recta. En efecto, sea R
entonces existe una sua@siay, },>1 enD tal quea,, converge a, adenas
podemos suponerla decreciente. Tomemas £, entonces

va({g > an} NA) > v,,({g>a,} NA) >0

Luego,

va({g > a} N A) —Va<<U{g>an}) mA)

= lim v,({g > an} NA) > 0.
n—od

De esta manera tenemos qe > a} esv,-positiva para toda € R el
hecho qug g < a} esv,-negativa se obtiene de forma similar.

En el caso particular, que para alguna megida, < n paratoda € R, la
Definicibn 3.6 equivale a ver que existe un conjufitoC R numerable tal
que{g > a} esy,-positivo y el conjunto{g < a} esy,-negativo para todo
a ¢ D.Sea

D ={aeR:pu({g=a}) >0}
entoncesD es un conjunto a lo sumo numerable, luége- D es denso

enlarectareal. S ¢ D, u({g = b}) = 0y entonces para tode € R
vo({g = b}) = 0. Luego para cada conjunfd € Ly C € L se tiene

(BN {g <b}) =w(BN{g<b})

<0
(Cﬂ{g>b})—l/b(0ﬂ{g>b})2

Lo cual demuestra una implicéci. Supongamos ahora que existe con-
junto numerable con la propiedad gle > a} esv,-positivo y el conjunto
{g < a} esv,-negativo siu ¢ D;. Seaf) D U Dy, conD como lo defini-
mos en la implicadin anterior, entonced es numerable y por consiguiente,
R — D es denso en la recta. Adés) sia ¢ D ytomamosB € Ly(C € L
se sigue que

0<va({g = a} N B) = va({g > a} N B)
0>v,{g<a}nNC)=v,{g<a}nC).

De la observaéin a) obtenemos quees una fundén LRN de{v, }.
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3.2 Funciones de Lebesgue-Radon-Nikodym 47

La siguiente Proposion pone de manifiesto la reléci existente entre el con-
cepto de fundn LRN y el Teorema de Radon-Nikodym expuesto en elitDép
1.

Proposicion 3.8 Seau, una medida no negativaryuna medida con signo, ambas
finitas sobrg(2, . A) conv <« u. Entonces una funén f .A-medible satisface que

v(A) = /fdu para todoA € A. (3.3)
A

siy Dlo si f es una fundn LRN de la familiav, }, siendov, = v — ap.

Dem.Seaf que cumple (3.3) y sed € A entonces,

w({f >ana) = [ fdn-au((s > a0y 2o,
{f>a}nA
Y de forma aéloga se obtiene que, ({f > a} N A) < 0. Luegof es una fundn
LRN de{v,}. Redprocamente tomemgsuna funcon LRN de{v, }. Observemos

quer, < u paratoda: y que aderas como{f > a} es un conjunto positivo para
la medidav, tenemos que en particular vale lo siguiente

v({f >a}) —ap({f >a}) 20
entonces,
ap({f > a}) <v({f > a}).

Lo que, por la suposion de que es finita, implica que cuanda| tiende a infinito
w({f > a}) tiende a cero; es decif, es finita en casi todo punto respectodeg
por consiguiente respecto deSeam € N. Parak € Zy A € A definamos:

k kE+1
A = {xEA:m<f(az)§+}.

m

1 k
[ i < i) < o)
m m
Ak,m

Fijadom e N, los conjuntos4y, ,,,, cuya undn sobrek es A, son mutuamente
disjuntos. Entonces,

1
JERrE e
A
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48 Funciones de Lebesgue-Radon-Nikodym

tomando imite paramn tendiendo a infinito obtenemos:

[ rin < v,
A
la otra desigualdad sale mediante un camino similarh@mos demostrado que
v(A) = /fd,u.
A
para todo conjuntol-medible. d

Esta proposidin afirma quef se&a una derivada de Radon-Nikodym sigi®
si f es una fundn LRN para la familia de medidag, = v — au. El siguiente
ejemplo nos muestra que las derivadas de Radon-Nikodym/papaieden existir
aungue no tengamos la bigsis de que < pu.

Ejemplo 3.9 Sea(2, A, 1) un espacio de medida céh= [—1, 1] y  la medida
de Lebesgue. Se® la delta de Diracconcentrada efi (ver Ejemplo 1.8), y las
medidas/, := d9 — ap. Veamos que la fundn definida por

f(a:):{ 0, siz # 0;

400, Six=0;

es unafundn LRN de{v, } y esnicay, en casi todo punto, para todoAqui con-
sideraremosA = M, siendoM la o-algebra de los conjunto medibles Lebesgue
delintervalo[—1,1]. Seaa € Ry A € A, entonces

va(AN{f >a})=0AN{f>a}) —au(AN{f >a})>0.

Analogamente se puede ver que para te@bconjunto{ f < a} esy,-negativo, y
por lo tantof es una fundn LRN de{v, }. Veamos la unicidad dg. Supongamos
por el absurdo que existefuncion LRN de{v,} entonces para tode € Ry
A € Asetiene

va(AN{g >a}) = do(AN{g >a}) —ap(AN{g >a})

>0
va(AN{g <a})=0(AN{g <a})—au(An{g <a})<0. (34)

En el caso particular en que> 0 y tomamos un conjuntd que no contenga el
cero, de la primer igualdad de (3.4) se sigue gue0 en casi todo punto respecto
ap y de la segunda igualdad razonando en forma similaracen0 se tiene que

48



3.2 Funciones de Lebesgue-Radon-Nikodym 49

g > 0 en casi todo punto. Por consiguiente= 0 en casi todo punto respectqa
Luego f = g en casi todo punto respectquaAdenasg(0) = +oo en efecto, si
g(0) = s cons < ooy tomamos: positivo mayor que y un conjunto medibled
al que pertenezca el cero se tiene

va(AN{g <a})=66(AN{g<a})—au(An{g<a}) =1

pero por la segunda igualdad de (3.4) obtenemos una contadiccon lo que
hemos demostrado qye= g en casi todo punto respectoa

Lema 3.10 Sea(f, A, 1) un espacio de medida C A uno-reticulo yv una me-
dida signada comw < . Entonces existe un conjuntepositivo maximal respecto
a . y de all respecto av.

Dem.Pongamo$ = {C : C esv-positivo} y llamemos
a =sup{u(C) : C € P}.

SeaC, tal que
1
a——<u(Cy) <a
n

y consideremog™ = (J,,.y Cr. Del Lema 3.3 se sigue qu&* es un conjunto
v-positivo y es maximal respectoia(ver demostraéin Proposidn 3.5), veamos
ahora que es maximal respecto.é&Supongamos que existe < P tal que

v(C) > v(C*). Entonces,

p(C%) Z p(CUCT) = pu(C%) + u(C = C%) = u(C7)

por lo tantop(C — C*) = 0, entonces/ (C — C*) = 0. Asl, por un lado tenemos
que
v(CUuC*) =v(C*) +v(C - C*)=v(CY),

y por otro,
v(CUuC*)=v(C)+v(C*=C) >v(C) > v(C).
LuegoC* es un conjunto maximal respectoa O
El siguiente teorema establece condiciones suficientes para asegurar la existen-
cia de las funciones LRN de una familia de medidas dada.
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50 Funciones de Lebesgue-Radon-Nikodym

Teorema 3.11 (H. D. Brunk, S. Johansef Sea(f2, A, 1) un espacio de medida
conL C A uno-reticulo. Seay, una familia de medidas signadas finitas, decre-
cientes yv,| < p. Entonces existe una fuibci de LRN dey,.

Dem.Parag € Q, seaC; un conjuntav,-positivo yu-maximal, cuya existencia esta
asegurada por lema anterior y pongarébs, = 0y C_, = Q. Definimos
g(x) := sup g.

zeCy
Veamos que es la funcbn que qudamos hallar. Observemos en primer lugar que
g esL-medible, pues

{g>a}= U Cy,
q>a
aden@ds como esta familia de medidas es decreciente, parajtede el conjunto
C, esy,-positivo, y por consiguiente el conjun{g > a} esv,-positivo. Veamos
ahora qug g < a} en un conjunte,-negativo. Para ello consideremos el siguiente
conjunto
O=a0-J(C-a)

r<q

Sir < g entonces para todo conjunid € £ se tiene que
0<y,(CyN D) <uv(CyND)
luego,C, esv,-positivo y aderas(C, — C,) = 0 pues,
1(Cr) > p(Cq U Cr) = u(Cy) + pu(Cyq — Cr) = pu(Cr).
Por lo tantou(Q — Q') = 0. Veamos que

{g<alnQ = <ch>m2’. (3.5)

g<a

Sear € Q' tal queg(x) < a y supongamos que ¢ (Ug<a C5), entonces: € G,
paratodgy < a, luegog(x) > a lo cual contradice la hiptesis de la que partimos.
Por lo tanto,z € (U, C5). Supongamos ahora que € (U,.,C<) N €Y,
entonces existe < a con la propiedad que ¢ C, y comoz € Q,sig>r
entonces: ¢ C, — C,.. Asi, paratodag; > r se tiene que ¢ C,. Por consiguiente,
g(z) <r < a.Luego, laigualdad (3.5) establece que el conjyptec a} coincide
en casi todo punto con un conjuntg-negativo, pues’, esv,-negativo y la urbn
la tomo sobre log < a. (|
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Capitulo 4

Aplicacion de Funciones LRN al
Problema de Mejor
Aproximacion

Introducci on

Al igual que en los cdulos anteriores considerem(3, A, 1) un espacio de
medida finito y completo cop > 0,y £ C A uno-reficulo. En el Cajiulo 2 se
introdujo la definiobn de mejorp-aproximante para una furde f € L, y se de-
mostib adends, que el conjunto de mejorgsaproximantes era un fietilo no vago
gue tefa elemento raximo y minimo. Lo que haremos ahora es hallar propiedades
adicionales de este conjunto con el fin de obtener condiciones de equivalencia para
un mejorp-aproximante y de esta manera caracterizar al mismo.

4.1. Caracterizacbn de los Mejoresp-Aproximantes

En esta secbn se presentan varios teoremas que establecen condiciones nece-
sarias y suficientes para que una fa@mcresulte ser un mejas-aproximante, en
el sentido que se defimien el Cajtulo 2. Comencemos por definir familias de
medidas que nos sar de gran utilidad al momento de caracterizar a los mejores
p-aproximantes.

Definicion 4.1 Seaf € L. Para cadag € L,(L) y a € R definimos las siguien-
tes medidas

1y (A) :=/As0+(w,f—9)du, fg (A) :Z/Aw(w,f—g)du, (4.1)
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52 Aplicacién de Funciones LRN al Problema de Mejor Aproximacén

W= [ e f—adn @)= e —ade 42)

Lema 4.2 Seaf € L,. Entonces:; = p, para casi todo amero reala.

Dem.Consideremos la medida produgt® dx en{2 x R, donde conlz denotamos
la medida de Lebesgue & Paracadal C Q2 x R,a € Ry w € QQ ponemos,

A, ={beR:(w,b)e A} y A, ={veQ: (v,a)€ A}.

Definimos la siguiente funén7 : @ x R — Q x R porT(w,a) = (w, f(w) — a).

Se puede demostrar que es medible si y &lo siT(A) lo es y como adeas,
T(A), = f(w) — A, es una trasladn, aplicando el Teorema de Fubini, para todo
conjuntoy ® dz-medible,A, tenemos:

1 ® di(A) = /Q Ay = /Q T(A)ldp = o de(T(A)).  (43)

Consideremos el siguiente conjuto= {(w,a) : ¢4 (w,a) > ¢p_(w,a)}. En-

toncesA esu ® dz-medible y para cada la seccbn A, es lo sumo numera-

ble, pues el conjunto de discontinuidades de una @maoiorbtona es a lo sumo

numerable. Por consiguientéy(A,) = 0. Por lo tanto, de (4.3) se sigue que

p®@dr(A) =0=p®dx(T(A)). De la definicon de medida producto obtenemos
“+o00

0=p@de(T() = [ T (A))da.

—0o0

Asi para casi toda € R, u(7(A),) = 0. Puestoqud = T oT,w € T(A),
siy 9lo siT(w,a) € A, entonces para casi todg 7T'(w,a) ¢ A. Luego, para
casi todau € R se tiene que - (w, a) = ¢_(w, a) salvo un conjunto de medida
cero. O

Definicion 4.3 Para f € L, definimos el siguiente conjunto
C(f):={a:pg =ng}.
Corolario 4.4 El conjuntoC/(f) es denso efR.
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4.1 Caracterizacbn de los Mejoresp-Aproximantes 53

Dem.Del Lema 4.2 se sigue que para casi tade R, (respecto an la medida de
Lebesgue)

[y = pg -
Supongamos por el absurdo, quéf) no fuera denso en la recta, entonces exéstir
re€Rye>0talque(z — e,z +¢)NC(f) =0, pero por la Definidn 4.3 y del
hecho quen(z — €,z + €) = 2¢ > 0 llegamos a una contradiési. Luego,C(f)
es denso em. O

Lema4.5 Seaf € L,, L C Auno-reticulo y seag € L,(L). Entonces son
equivalentes los siguientes enunciados:

a) g € pu(f, L),

b) paratodah € L, (L) tenemos

/ oi(w, f—9)(g—h)dp >0

{g>h}

/ o_(w, f—g)(g —h)du > 0.

{g<h}

Dem.Observemos en primer lugar que por Lema 2.13 las integrales que aparecen
en la condiddn b) son finitas. Demaostremos primero otra corficéquivalente a
la afirmacon a). Par& € L, (L) yt € [0, 1] consideremos la siguiente fudai

M(t) = / o, f —g—t(h — g))du

Q

De la convexidad de(w, -) se sigue qué/ es una fundn convexa. Veamos que
g €S un mejorp-aproximante g siy Llo si M'+(0) > 0. En efecto, siy es un
mejorp-aproximante & entonces se tiene qué(0) < M (t) paratoda € [0, 1],
entonces\/ alcanza un fimimo ent = 0. Luego,M;(O) > 0. Redprocamente,
Si M;(O) > 0 por serM convexa, s&xr M > 0. Entonces)M tiene un ninimo en

t = 0. Asl, en particular para= 1 tenemos:

/ (w, f — g)dpu = M(0) < M(1) = / o(w, f — h)dy

Q Q
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54 Aplicacién de Funciones LRN al Problema de Mejor Aproximacén

pata todah € L,(L). Por lo tantog € u(f,£). Seag € u(f, L), entonces por lo
demostrado arriba

0< M, 0) = i SO HE
(4.4)

= Jim 1 [ (oot — g =t = g)) — g, — )i
Q

En general, para una furdei convexal’ se tiene que
= Sia < bentoncesF(b) — F(a) < Fy(b)(b—a)
= Sia > bentoncesF'(b) — F(a) < F_(b)(b— a).

La demostradin de lo anterior, como tan#m algunas propiedades adicionales de
las funciones convexas pueden ser consultadas en [4]. Aplicando esto pana
g > h, obtenemos:

ow, f—g—th—g)—ew, f—g) <pi(w, f—g—t(h—g))tlg—h), (4.5)
ysSig < h,
ow, f—g—th—g)—ew, f—g) <p_(w,f—g—t(h—g))t(g—h). (4.6)

Retomando (4.4), las desigualdades (4.5) y (4.6), aplicando el Teorema de la Con-
vergencia Mayorada de Lebesgue, la continuidad a derecha gle izquierda de
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4.1 Caracterizacbn de los Mejoresp-Aproximantes 55

w_ obtenemos:

0 < lim 1/¢(w,f—g—t(h—g)) —o(w, f—g)du
Q
:tEISiH pw,f—g—th—9) —¢w f-g)du
{g>h}
+ o(w, f—g—th—g)) w(w,f—g)du}
{g<h}
< tgrég [ / oy(w, f—g—th—g))(g—h)du
to=h} (4.7)
v f sﬁ(w,f—g—t(h—g))(g—h)du]
{g<h}
= / Jm o (w, f—g = t(h - g))(g — h)dp
{g>h}
+ / tﬁgg o (w, f—g—th—g))(g—h)du
{g<h}
= / o+(w, f—9)(g—h)dp + / o (w, f—g)(g—h)du,
{g>h} {g<h}

paratoda funéinh € L,(L). En particular (4.7) vale si reemplazaniopor i A g
0hV g puesL,(L) es un reiculo sedin se demostren el Teorema 2.15. De esta
manera tenemos que

/ oi(w, f—9)(g—h)dp >0

{g>h}

/ o—(w, f—g)(g—h)du >0,
{g<h}

respectivamente. Supongamos ahora que para todafuhce L,(L) vale b).
Usando ahora, el hecho que para una fbimcionvexal” se tiene que

» Sia < bentoncesF'(b) — F(a) > Fi(a)(b—a)
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56 Aplicacién de Funciones LRN al Problema de Mejor Aproximacén

= Sia > bentoncesF(b) — F(a) > F_(a)(b—a),

' pw,f-g—th—g) —¢w.f~9),

A4+(0)::tEgL t a
{g>h}
© Jm w(w,f—g—t(h—g))—w(w,f—g)du
t—0t t
{g<h}
> lim o+(w, f—g)(g — h)du
{g>h}

+ lim p—(w, f—9)(g — h)du
{g<h}

= [ et -alo-haut [ oo f-g)lg—mduz0.

{g>h} {g<h}

Por lo que demostramos en la primera parte, lo obtenido es equivalenteyasjue
un mejorp-aproximante g. O

Teorema 4.6 Seaf € L,, L C A uno-reticuloyg € L,(£). Entonces los
siguientes hechos son equivalentes:

a) g€ pu(f,L)

b) Para todo imero reala el conjunto{g > a} esu;f-positivo y el conjunto
{g < a} espu, -negativo

c) g es una fundn LRN de la familia{ ;i }.
Dem.Comencemos por demostrar que a) implica b). Bea L, paraa € Ry

n € Npongamosd = {g > a}y 4, = {g > a+ %}. Ahora definimos la
siguiente fundn:

Siwe (A—A,)ND;
siwe A, ND.

{g@% siwé¢ AND;
(

1
n’

&
|
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4.1 Caracterizacbn de los Mejoresp-Aproximantes 57

Es posible demostrar qug € L, (L£). Aplicando el lema anterior tenemos que

0< / oi(w, f—9)(g — gn)dp

{g>gn}
1
= / oi(w, f—g)(g—a)du+ / oy (w, f —g)ﬁdu
(A—An)ND AnND
1 1
< / or(w, f— g)ﬁdﬁw / oy (w, f fg);du
(A—An)ND AnND
1
= / or(w, f —g)gdu-
AND

Entonces,
pig (AND) = / P+ (w, f—g)dp > 0.
AND

De forma similar se prueba qyg < a} esy, -negativo. Veamos que c) se sigue
de b) para ello tomemase L, (L), a € Ry D € L por hipbtesis tenemos que

0<uillg>ainD)= [ il - g
{g>a}nD

< / ¢+ (w, f —a)du = pg ({g > a} N D).
{g>a}ND

Sitomamog” € L,

0>p,{g<a}nC)= / o (w, f—g)dp
{g<a}nC

> [ e -adu=p (g <a}nC)
{g<a}nC

Asi hemos demostrado qye > a} es un conjuntg:!-positivo y que{g < a} es
i, -negativo. Pero sitomamase C(f), entonces el conjuntfy > a} es tambgn
., -positivo y{g < a} resulta sey.-negativo. Puesto que sagse demosiren
el Corolario 4.4 el conjunt@’( f) es denso ek, de la Observadn 3.7 a) se sigue
queg es una fun@n LRN de{uF}. Demostremos ahora rigtocamente que c)
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58 Aplicacién de Funciones LRN al Problema de Mejor Aproximacén

implica b). Seas € Ry D € £y pongamosd = {g > a} N D. Parak € NU {0}
y n natural definamos los siguientes conjuntos

k k+1
Ay = {a+<g§a++}ﬂD.
n n

Entonces por hiptesis,

Por serp mondtona creciente tenemos

k 1
OS/ ¢+<w,f—a—)du§/ ¢+<w,f—g+>du-
Ak,n n Ak,n n

Uniendo sobré: = 0,1,2,... y teniendo en cuenta que los conjuntdg,, son
mutuamente disjuntos para cad#jo, obtenemos:

1
/¢+<w,f—g+>du20-
A n

Tomando imite paran tendiendo a infinito y aplicando el hecho de que es
continua por derecha se tiene que

g (A) = /Am(w,f —g9)dp = iy ({g > a} N D) > 0.
Asi {g > a} esun conjuntw;—positivo. Un argumento similar muestra que

{g < a} es;g-negitivo. Poiiltimo veamos que b) implica a). Séac L, (L)
entoncegh < a} € L pues,

{h<a}:U{h§a—i}

Luego, por hiptesis

0<puf ({fg>a}n{h<a})= / o+ (w, f— g)dp.
{g>a}n{h<a}
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4.1 Caracterizacbn de los Mejoresp-Aproximantes 59

Integrando la desigualdad de arriba y aplicando el Teorema de Fubini obtenemos:

/ / oy(w, f—g)duda = //X{g>a}ﬁ{h<a}§0+(wv f—9)dpda
R {g>a}n{h<a} R Q
g(w)

= /90+(w, f=9) /X{g>a}ﬂ{h<a}da dp = / p+(w, f—9) / lda dp
Q R {h<g} h(w)
— [ e oo mduz0,
{h<g}
De manera agoga se tiene que
o—(w, f—g)(g—h)dp = 0.
{h>g}
Asi por Lema 4.5 es un mejorp-aproximante & de L, (L). O

En el siguiente ejemplo se halla para una fonaada un mejop-aproximante
mostandose adeés quegste no tiene porque sénico.

Ejemplo 4.7 Sea) = [0, 1], u la medida de Lebesgud, la o-algebra de todos los
conjuntos medibles Lebesgue ¢&l1], £ el o-reficulo formado por los subconjun-
tos finales d&) y ¢(w, a) = |a|. Con los datos que tenemos ahora, el problema de
hallar un mejorp-aproximante a una funwn dada erL, se traduce en encontrar un
mejor aproximante por funciones nitonas crecientes et (Q2). Consideremos
f= X[o.1] Las funciones y ¢_ vienen dadas por

1, Sia > 0;
-1, sia<O0

ot (w,a) = {

(w,a) = 1, sia>0;
P-4 = 21, sia<o.

Si g es un mejorp-aproximante g por Teorema 4.6 el conjuntgy >g} debe ser
pt-positivo y{g < a} debe sey -negativo. Es decir, para todo € £

0<pus({g>a}nD)= / o+ (w, f —a)dp
{g>a}nND (4.8)

=p{g>atnD0{f>a}) - u({g>atnDN{f <a})
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60 Aplicacién de Funciones LRN al Problema de Mejor Aproximacén

y paratodaC € L,

0> u;({g<a}nC) = / o—(w, f — a)du
{g<a}nC (4.9)

— u({g < a}NCN{f > a}) - pl{g < a} NC NS < a}).

Sia < 0tomandaC' = Q en (4.9) tenemos que{g < a}) = 0 entonceg > 0 en
casi todo punto. Tomando> 1y D = Q en (4.8) se tiene qug < 1 en casi todo
punto. Portltimo si tomamod) < a < 1, de (4.8), (4.9) y mediante un argumento
esfindar, se sigue quedebe ser una funéh constante. R@grocamente, §j = «,
cona € [0, 1], se puede demostrar gyes un mejorp-aproximante.

Paraa € R pongamos_, la clase de todos los conjunt@se L tal queC' es
wi-positivo yQ — C espf-negativo. Ahora definamos el siguiente conjunto

Zf = U L.
a€C(f)

De aguen nés, cuanda € C(f) denotaremos pqr, la medidau = u, . Como
consecuencia del Teorema 4.6 y de la nd@atiecha arriba tenemos:

Corolario 4.8 g € u(f, L) siy Dlo si paratodoe € C(f) se tiene que
{g >a} € L,.

Dem.Seag € u(f,L),a € C(f)yb > a. Por Teorema 4.6 sabemos que> a}
esy,-positivo y que{g < b} esy, -negativo. Veamos quigy < a} esp,-negativo.
SeaC € L entonces,

024 ({g<thnC)= [ e f b
{g<b}nC

Tomando imite para cuandd | « en la desigualdad de arriba, obtenemos que
pa {g <a}nC) <0, puesto que € C(f) se tiene queS ({g <a}nC) <O.

Por lo tanto,{g > a} € L,. Supongamos ahora qyg > a} € L, para toda

a € C(f). Por consiguiente, el conjunf{g > a} espu,-positivo. Por otro lado, si
tomamos € C(f) conb < a, paratodaC € L

i ({g<b}nC) = / o (w, f—b)dp < 0.
{g<b}nC
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Tomando imite parab T a y aplicando el Teorema de la Convergencia Mayorada
de Lebesgue obtenemos

P+ (w, [ —a)dp = pf ({g <a}nC) <0.
{g<a}nC

ComoC(f) es denso e, resulta quegy es un funddn LRN de la familia{ = }. O

Observacibn 4.9 En el Corolario 4.8, podemos reemplazar |aobgsis

{9 > a} € L, por{g > a} € L,. En efecto, sea € C(f) y supongamos que
{g > a} € L, paratodaz € C(f). Tomemos{a, } una sucesin enC(f) tal que
a, T ay D € L entonces,

po g > a}nD) = [ gl f —andu 0.
{g>an}ND

Tomando imite paraa,, T a se tiene:

0< / o+ (w, f —a)du = p({g > a} N D).
{g=a}nD

Del hecho que

{g<a}:U{g§an}

y que las medidas son no decrecientes se sigug gue a} espu,-negativo. Por
lo tanto, el conjuntdg > a} € L,. La otra implicacbn se sigue por un camino
similar.

Lema 4.10 Searu, b € C(f) cona < bytomemos’; € L,y Cs € L. Entonces
Ci1NCy € LyyCLUCy € L,. En particular £ es cerrado bajo uniones e
intersecciones finitas; es decil; es un refculo.

Dem.Veamos en primer lugar qué, N Cy € L. Por hiptesisQ) — C es -
negativo. Por lo tanto, eg-negativo. Luego, del Lema 3.3 tenemos que el conjunto
(Q — C1) U (Q — Cy) esup-negativo. Por otro lado, supongamos por el absurdo
queC N Ca No esu;,-positivo, entonces existe < £ tal que

up(C1NC2N D) <O. (4.10)
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Consideremos ahora, el siguiente conjunta’de
D' =(Q-C)u(CinD)=(Q—C)UD.
Entonces,

0< up(Con D) = pp(Cy — C1) + up(C1 N Cy N D) < pp(Co — Cy)
< pa(C2 = C1) <0,
donde lalltima desigualdad se sigue de la supdsiaile queC;, € £,. Esta con-
tradiccbn provino de asumir que (4.10) eralido, luegoC; N Cs €s un conjunto
up-positivo. Por lo tantoC, N Cy € L. El hecho de qué’; U Cy € L, se obtiene

de forma aaloga. Finalmente, la segunda parte del lema se sigue como consecuen-
cia directa de la primer parte. O

Definicion 4.11 Denotaremos poL(Ay) el (la) menoro-reticulo completo ¢-
algebra) que contiene 4;.

Proposicion 4.12 C' € L siy Dlo siVe > 0 existeC* Zf tal que:
p(CAC™) < e. (4.11)

Dem.Pongamos = {C € £ : Ve > 03C* € L; : u(CAC*) < €}. De-
mostremos qué es uno-reficulo.
= Comencemos por ver gue € L. SeaC,, un conjuntou, -positivo maxi-
mal, cuya existencia esta asegurada por la Progws&b. LuegaD,, = C¢
esu’,,-negativo y por consiguienté,, € £_,,.
Notar que comq.™,, < Mf(nﬂ) entonces’), esuf(nﬂ)-positivo, por lo
cual tenemos qu€’, U Cy,11 esuf(n+1)-positivo. Ad, podemos suponer

Cy, € Cpt1. Veamos ques(QAC,) — 0. Supongamos por el absurdo, que
existee > 0 tal queu(Q2 — C,,) > ¢, para infinitosn. SeaD = ngl D,,
entonces:(D) > e. ComoD,, esu™, -negativo, tenemos

/<P+(w’f+n)dﬂ < Oa

Dy

tomando imite y aplicando el Teorema de Fatou y el hecho de guees
mondtona creciente obtenemos

0 > lim inf/anm(w, f+n)dp > /XD<P+(W7 L)dp > 0,
n—oo
Q Q
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lo cual es una coAntradi(fmil. Por lo tantolim,, o, (2 — Cp,) = 0. Asl,
tenemos quél € L.

= La demostradin de que) € L se sigue por un razonamientoéwgo al
empleado para ver qé& € L, para este caso los conjunt@s deben tomarse

1, -Positivos.

= VVeamos queL es cerrado bajo uniones numerables. Empecemos por de-
mostrar que lo es para uniones finitas. Sé€anCs,,...,C, € L entonces
existen

Cr,Cs,...,Cx e Ly tal que
HCACY) < o
pero,
M( Uaal CZ) < u( U(CkACZ)) <> uCRACT) <€
k=1 k=1 k=1 k=1
Ya que por el Lema 4.1}(}731 Cr € Ef, tenemos qugﬁl Cy € L. Tomemos

ahora{C,,} una sucesin enly ¢ > 0, para cadan seaC}, € Zf tal que

u( 6 CnA0;> <6
n=1

la existencia d&', esta asegurada por lo que demostramos anteriormente
para uniones finitas y séd tal que

%) M
M(Ucn— U(Jn> <e
n=1 n=1

Asi
M( U CnACXO —u< U cn —C}“V[> +M<C}\k4 - Cn>
n=1 n=1 n=1
0o M M 0o
Su( Je.- Y Cn) +u< U Cn_C}\k/[) +M(CX4— U Cn)
n= n=1 n=1 n=1

M
Cn — C3y +M<c;4— U C’n>
n=1

3
Il
—

AN
[}
+
=
S~ N N =
Cz=

3
Il
—

C=k
N
R
:*

N————
A
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] ~
Por consiguiente| J C, € L.

n=1

= Por Ultimo veamos qué es cerrado bajo intersecciones numerables. De
forma aréaloga a lo hecho en @em anterior para uniones finitas se puede
demostrar queél es cerrado para intersecciones finitas. Consideremos ahora
{C},} una suces$in enl y seac > 0, para cadan existeC, € Ef tal que

M( ﬁ CHAC;;) <e
n=1

Tomemos) tal que
M 00
u(ﬂ@—ﬂ@) <e
n=1 n=1
Asi,

u( ﬁ anc@ :,u,< ﬁ C’n—C}\k4> +p,<c;, —nﬁlcn)

n=1 n=1
M [e%S)
gu(ﬂ%—%) +u<07w— ﬂcn)
n]\jl n]\jl M [e%)
_/1<an_0]*{4> +M<CX4_ an)+N<ﬂCn_ mcn>
n=1 n=1 n=1

n=1

M
< u( N cnacw + €< 2e

n=1

LuegoL es uno-reficulo, adenasZ; C L. Por lo tanto£; C £. Redprocamente
seaC € Ly C} € Ly tal que

u(CACY) < o

Veamos qué&’ = lim inf C7; en casi todo punto. Se®, = CAC} Y B, = U Aj.

n—0o0
Jj=

Luego,

8
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o0
SeaB = () By entonces.(B) = 0. Veamos ahora que
k=1

liminfC; — B=C — B.

n—oo
Seaw € C'— B entonces existe tal que sij > k,w ¢ A; = (C—C7)U(C; —0)
entoncesv € C' N C} paratodaj > k. Luegow € liminf O}y w ¢ B. Para
n—oo
ver la otra inclughn tomemosv € hm mf C} — B entonces existé&V € N tal

quew € C; para todon > N. ComOw gé B existek tal que para toda > k,
wg Aj=(C—C7)u(C; —C)entoncesw € C. Asiw € C' — B. Por lo tanto
hemos demostrado que

C = liminf C} = fj ) Ci.

n—o00
n=1k>n

puesto que para todotenemos’} € Ef C Ly entonceg’ € Ly. O

Tambén se puede demostrar gdec A si'y lo si para toda > 0 existen
conjuntosC; € L, D; € Ly,i=1,2,...,ntales que

u(AA O(Ci N Di)> <e (4.12)

=1
Mas ain, se puede suponer que los conjurps) D; son mutuamente disjuntos.
Ahora presentamos el principal teorema de esta @ecei cual convierte el pro-
blema de hallar un mejor aproximante a una fangbor elementos de un conjun-
to convexo en un problema de mejor aproxindacpor elementos del subespacio

Ly (Ay).

Teorema 4.13 (F. Mazzone, H. Cuenya Seaf € L,y £ uno-reticulo. Entonces
son equivalentes:

a) g€ ulf.L)

b) g € u(f, Ar) N Ly(L).

Dem.Supongamosg € p(f, L)y seaa € C(f).

Por Corolario 4.8{g > a} € L, C L. Porla densidad d€'( f) obtenemos queg
es una fund@n A;-medible. Veamos ahora qyes una fun@n LRN (con respecto
aAy)dela familia{ " }. Es decir, que para todd ¢ Arya € Rvale que

po({g>a}nA)>0 'y pg({g<a}nd)<0.  (4.13)
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Por la Observadin 3.7 a) y de (4.12) es suficiente probar la desigualdad (4.13)
paraa € C(f)yA=CnDconC € L;yQ—D € L;. ComoC € Ly
existeb € C(f) tal queC € L. Sib < a, entonces por Lema 4.10 tenemos que
{g >a}NC € L,. Por lo tanto,

pr({g >alNCND)>0.

En el caso que < b, aplicando nuevamente el Lema 4.10, tenemos que
{g > a} NC € L. Luego, por sey, una familia de medidas decrecientes

pd({g>alnCND)>p({g>atnCnD)>0.

Asi, el conjunto{g > a} es u,-positivo (respecto ad;). Por otro lado, de la
Observadn 4.9 tenemos que el conjunfg > a} € L, entonces{g < a} es
[q-negativo. Comd2 — D € Ef exister € C(f) talqueQt — D € L,. Sia <7,
por Lema 4.10 tenemos qde > a} U (2 — D) € L, entonces,

it ({9 <a}nD)NC) <.
Sir < a, setiene quég > a} U (2 — D) € L,. Luego,
02> ({g<a}ND)NC) = pg ({g <a}ND)NC).

Por consiguiente vale (4.13).
Veamos la otra implicadn. Asumamog € u(f, Af) N Ly (L) y seag € u(f,L).
Usando la implicadén demostrada arriba y del hecho gue p(f, £) se sigue que

/@(w,f —g)dp = /sO(w, f=9)dp < /w(w, f=h)du,

Q Q Q

para toda fundnh € L, (L). Luegog € u(f,L). O

4.2. o-reticulos Totalmente Ordenados

Aqui se tratad de caracterizar a un mejgraproximante, en el caso particu-
lar en que eb-reficulo resulta ser totalmente ordenado. Esta leigistnos permi-
tira obtener resultados muy importantes que generatizearios hechos ya bien
conocidos en aproximatm.
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Definicion 4.14 Un o-reticulo £ se dira totalmente ordenado si cada vez que
C1,Cy € L setiene quegy C Cy 6 Cy C (4, en casi todo punto respecto a
.

Definicion 4.15 SeaBB C A unaoc-algebra. Un conjuntaB € BB, con medidau
positiva, se llamatomo deB si para todoC' € B se tiene que:(C N B) = 0
64(C N B) = u(B).

Definimos ens la siguiente relaéin de equivalencia: dos conjuntos/gisean
equivalentes si difiererd#o en un conjunto de mediglanula. Consideremos ahora,
el conjunto de todas las clases de equivalenci@tdenos de3 y tomemos un
representante de cada clase y llamemesta conjunto Atorfi3), ya que estamos
bajo la suposidin de que: es una medida finita tenemos que el conjunto AtBin
es a lo sumo numerable. Por otro lado§XsiC  denotaremos poB alao-
algebra inducida paB en(’ es decir,

By ={BNQ :BecB}.

Por £ denotamos un sub-reficulo de£ y por A(L') la o-algebra generada por
L. El siguiente lema nos muestra que cuardes unc-reficulo totalmente or-
denado las-algebraA; coincide, fuera de lo&tomos ded;, con lac-algebra
completa generada pd.

Lema 4.16 Supongamog un o-reticulo totalmente ordenado. Pard un sube-
reticulo de£ definimos el siguiente conjunto

O =a-J{4: A€ Atom(A(L))}. (4.14)

!

EntoncesA(L)y = A(L )y -
Dem.La demostradin deéste lema esta dividida en dos pasos.

Paso 1 Veamos que para verificar la condini de atomicidad nos basta hacerlo
sblo con los elementos d& . Demostremos qué € Atom(A(L')) siy sblo
si paratoda’ € £ se tiene que(CNA) =06 u(CNA) = pu(A). Quela
condicbn es necesaria es inmediata. Ipegccamente, debemos probar ahora
que para todo conjuntB € A(L') se tiene que(B N A) =0
o bienu(B N A) = u(A), pero por una modificach elemental de (4.12) es
suficiente probarlo para el caso particular en gue- [ J!* , (C; N D;), con
C;yQ— D, € £'. Entonces,

uw(BNA) —u((LnJCsz) mA> = zn:u(CmDmA). (4.15)

i=1 i=1
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68 Aplicacién de Funciones LRN al Problema de Mejor Aproximacén

Observar adefs, que si paratod6 € £’ se tieneu(CNA) =00
w(C N A) = u(A), entonces tambn vale si reemplazamds € L' por
D e £'. Consideremos los siguientes casos:

w Sip(CinNA) = p(A)y u(D;NA) = p(A), paraal@ini, entonces’; y
D, contienen en casi todo puntoda Luego,u(C; N D; N A) = u(A).

= Sip(C;NA) =0y puD;NA) = puAd) o, u(C;NA) = pu(A)y
w(D; N A) = 0. Entonces:(C; N D; N A) = 0, para cualquiera de los
dos casos.

De esta manera, hemos probado ques Atom(A(L)) si 'y Slo si para
todoC € £ setiene que(C NA) =006u(CNA) = puA).

Paso 2 SeaC € L. Definamos
=inf{u(C):C eLyccC}
y’ ! ! i !
B :=sup{u(C"):C e LyC CC}.

Por definicon deinfimo y supremo existen dos sucesiones atonas{C" }
y {C,}enL tales queC, € C,C C C"y u(Cp) 16, u(C") | o. Como
L' es totalmente ordenado, podemos suponer, &idigla de generalidad,
que{C™} es una sucedn decreciente y qufC), } es creciente. Pongamos,

=c y cC=Jan

n>1 n>1

EntoncesC* y C, € £'. Ademas,

p(CT) = lim p(C") = a,
p(Ce) = lim pu(Cp) = 3

y C, C C' C C*.Suponagmos # /3. Veamos qu&*—C., € Atom(A(L")).
SiCc* — C, ¢ Atom(A(L")) entonces existiaC’ € £ tal que

0 < u(C N(C*=CL)) < u(C* = C).

Como/ es totalmente ordenado se sigue GueC C’' C C*. Sin perdida
de generalidad, supongamos duiec C'. Entonces,

uC) = p(C' N (C* = CL)) + pl(Cy) < p(CY) = a
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Lo cual es una contradidm, puesL(C') > .
Por lo tantoC* — C, € Atom(A(L")). Asi, tenemos qué'NQ" = C*NQ’
yCNnQ =C,NQ en casitodo punto, pues

w(CNQ —CnNQ) < Q@ NEC* —0)) <p@ N (C* —=C))=0

yl
pCNQ —CnQ) <p(@ N (C—Ch) <p(@ N(C—Cl)) =0
Lo cual prueba el lema. En el caso en que- 3, por ser’ totalmente ordenado

tenemos que&’, = C = C* y por lo tanto, se sigue de forma inmediata que
cn =c*nQ'ycnQ =C,NnQ en casitodo punto. O

Dada una fundn f y A un subconjunto d€ denotamos pof| 4 la restriccon
de f a A es decir, sif : 2 — R entoncesf|4 : A — R.

Lema 4.17 Seaf € L, y B una sube-algebra ded. Supongamos que para

i = 1,2,... tenemos?2; C Q una particbn numerable dé€) por conjuntosi-
medibles. Entonceg € u(f, B) si'y Dlo sigjo, € u(fq,, Ba,) para todoindice
i=1,2,...

Dem.Supongamog € u(f, B) entonces paratodoc Ry B € B

pa{g>a}NB)>0

Y,
Ha({g <a}nB) <0.

Seai € {1,2,...} entonces,
ta ({910, > a} N (BNY)) = py ({g > a} N BNYy) > 0.

Y,
pa {910, < a} N (BNY)) = pg ({g < a} N BNY) <0.

Por lo tantogo, € u(fio,, Be,) para todai € N. El hecho de que cada fuici
9|0, €sBq,-medible se desprende del hecho que para tééomo reak

{gmi > a} = {g > a}ﬂQi
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Para ver la otra implicadh supongamos que para cadaN, g, € i(fio,, Ba;)
ytomemos: € Ry B € B. Del hecho qué; forman una partién def? se sigue
que

WE({g > a} N B) Zuai(DLJl (to>anBna))

:ZM;t({g'Qi >CL}ﬂBﬂQi> > 0.

i>1

y ardlogamente se tiene
nE({g <a}nB) <0,

Ademas, de la igualdad
{g > CL} = U {gQZ > CL},
1>1

se sigue que esB-medible. O

Presentamos ahora uno de los principales resultados que aparece en esta mono-
grafia, el cual nos @ una caracteriza@mn mas abstracta y general del mejor
aproximante, en el sentido, que unifica y extiende resultados ya conocidos en la
teoiia de aproximadin.

Teorema 4.18 (F. Mazzone, H. Cuenya Seaf € L,y sea)’ como lo definimos
en(4.14)conL’ = L. Entoncesy € u(f, £) siy Dlo si

a) ge L,(L)

b) g es constante en cada conjutoc Atom(Ay). Adenas,g 4 €s un mejor
p-aproximante constante A, en cada conjuntol € Atom(Ay).

C) gj0, € i(fio, A(L)e;)-

Dem.Tomemos en primer lugay,€ u( f, £) claramente vale a). Sehe Atom(Ay),
del Corolario 4.8 tenemos qug > a} € £, C Ay paratoda: € C(f). Sea,

a* =supf{a: u({g>a}NA)=p(Ad)} =:sup M,

a* esta bien definido, puesoco € M y M esk acotado superiormente pépo.
Veamos quegy = «* en casi todo punto dd. Si tomamosy > a* se tiene que
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p({g > a} N A) = 0, lo cual nos est diciendo queg < a*} en casi todaA.
Ademas, si existiera < o* para el cuaj({g > a} N A) = 0, enonces tomando
a < b <a*tenemos

p(fg >0t NA) <pu({g>atnA)=0,

lo que contradice la definion dea*. Por lo tantou({g > a} N A) = u(A) para
todoa menor quez*. Asi ¢ = a* en casi todo punto dd. La otra parte de b) se
sigue del Lema 4.17 y del hecho gdec A;. Para ver c) basta usar el Lema 4.17
y el Lema 4.16 teniendo en cuenta que cofio= L; entoncesA(L') = Ay.

La otra implicacbn sale pues, de a) tenemos gue L,(L); por c) y Lema 4.16
se sigue queg es una mejorp-aproximante af de Ay en Q' por consiguiente,
usando b) y Lema 4.17 se tiene que u(f, £). Lo que finaliza la demostrami
del teorema. O

Corolario 4.19 Sea) = [0,1]y g € u(f, L"), siendoL! el o-reticulo esandar
definido en el Ejemplo 2.2. Entonces existe un conjunto abiértal queg es
constante en cada componente conexd’dgg = f en[0,1] — V en casi todo
punto respecto a.

Este corolario que obtenemos por apli¢acidel Teorema 4.18, no esasique
el resultado ya conocido en la téade aproximadin, para el cono de funciones no
decrecientes dg0, 1]: una funcon no decrecientg, es un mejorp aproximante a
f por funciones no decrecientes siglssi g es el mejorp-aproximante constante
en cadatomo deA; y fuera de losatomosg coincide conf (ver [10], [11]).
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