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d
VISTO: N

i La necesidad de implementar un nuevo Curriculum para las Escuelas de %
~ Ensefianza Media dependientes del Ministerio de Cultura y Educacién de la — P
" Provincia; y . ’ﬂ

CONSIDERANDO: .

| Que el diagnéstico realizado en las Escuelas de Nivel Medio -
Provincial da cuenta de la necesidad de un cambio expresado por los distin-
tos sectores d 1 ”c TTnldad pimpeaha'
"

! 4“ ll‘é,

‘ "S' L;ellas caudas senaladas por ecsta necesidad de transfor-
macién aparece“la idea”de de31ntegrac1on que fragmenta la realidad e imposi
bilita su con001m1ento 'y la necesidad de actualizacidén de las disciplinas;

Que se Hace necesario contribuir a la democratizacibén de la es
-;tructura interna y del rol social de las escuelas secundarias de la provin-
vcla;

Que es necesario que la Escuela Media dé respuesta a los ado-
lesceptes y jbévenes que viven en el mundo en constante cambio a partir de -
nuestra identidad sobre la base de nuestros valores;

‘ v ﬁMQue si bien a partir del presente ciclo se encuentra en marcha
men la Educa01on Media el PROYECTO DE CAMBIO es necesario dictar la norma -

En una concepc1on del hombre que es persona humana abierta a la trascen-

{

- dencia en todas 1aoid;meHSLon s, capaz de realizar sus potencialidades -

N
en el marco de&@a o ;qbuacandq ila paz, el bien comin y la justicia (Con-
greso PedagOgllP?- P '

Lo "5'
? En' la unidad- del hombre, superando las antinomias de saber y actuar, sen
ﬁ‘tir, pensar, decir y hacer, que tiendén a dividirlo atentando contra esa

ﬁ unldad esencial.

"En|una realidad que se presente como una unidad, y en ese sentidoc hay que
[ . .

(; apreciarla, observarla, investigarla y transformarla en cuanto sea necesa

"“rio.: ‘

'j En una Escuela que permita al adolescente desarrollar la comprensidn acer

5 ca dél mundo del trabajo.

En un auténtico protagonismo del adolescente que le permite construir el
conoéimiento, logrando encontrarse con su propia identidad.

! . . . .
' En la actitud fraterna y solidaria para la construccién de una sociedad -
I
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ANEXO 11
LIBROS DE TEXTO
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El dgulla y 1a bala

Dicen que apostd una bala
con un 4guila a volar,
y ésla dijo sin lardar:
—Vete, plomo, noramala,
¢Quién a estas plumas iguala
con que hasta ios vientos domo?
. Mi cuerpo de tomo y lomo
“ verds donde 0 no subes,
que eslo de andar por las nubes
no es para un ave de plomo.

Desprecid 1a boberfa,
siempre la bala en sus lrece,
diclendo: —¢A quién se le ofrece
negarme Ja primacfa?
LPues no es més claro que el dfa
que nunca mi vuelo Igualas?
_En mal camino resbalas,
ave Infeliz, porque en suma,
si son tus alas de pluma,
de péivora son mis alas.

Ni el ave la lucha esquiva,

ni la bala se convence.
—¢Probamos a ver quién vence?
—Arriba. —Vamos arriba. ]
Subi6 1a bala tan viva, t
que dio a su rival anlojos,
pues fue, para darle enojos
y centuplicar sus quejas,
un estruendo a sus orejas
y un reldmpago a sus ojos.

Subi6 el 4guila con calma
cuando a bala cala, !
y la dijo: —Amiga mia,
Jquién se llevard la palma?
Si te hundes en cuerpo y alma,
paciencia, yo no desmayo.
Harés de tu capa un sayo,
pero que sepas es bueno
que el que sube como un ltrueno
suele bajar como un rayo.

JUAN MARTINEZ VILLERGAS (1816-1894)

En estas cuatro décimas se describe ef
refo de una bala a un 4quila sobre quién
podfa volar m4s alto.

de var_ias funciones

[
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Hagamos algunos supuestos:

a) La bala fue lanzada desde el suelo, verticalmente hacia arriba, i
con una velocidad inicial de 200 m/s. b

b) El 4guila comenzé a subir en el mismo momento desde su nido §
a 525 m del suelo, con una velocidad constante de 10 nvs.

Estas son las graficas de los dos movimientos:

J ALTURA
20004 (enm)

1 0001

T % T T

5 10 15 20 25 30 35 40 TIEMPO %

Analisis de las graficas por separado

La bala sube muy deprisa; su grafica es la curva trazada en color _"-""
verde. Vemos que llega al punto mas alto (2 000 m) en 20 segun-
dos y tarda en caer otros 20 segundos. Aqui acaba su movimiento. §

El 4guila sube despacio, siempre a la misma velocidad. La recta %
indica su subida, Jenta pero segura. -

Analisis simultanco de las dns graficas

¢ Cuénto tiempo tarda la bala en adelantar al aguila? ;A qué altura
ocurre esto?

El primero de los dos puntos de corte, responde a ambas pre- 3
guntas: a los 3 segundos y a una altura de unos 560 m. '

El siguiente encuentro, «cuando la bala cala», se produce en g}
instante 35 s, a unos 880 m de altura. Muy poco después (5 s), la 4
bala «se hunde en cuerpo y alma», apenas sin tiempo de escuchar §
la larga parra}fada que le dedicaba su adversaria. :

E! estudio conjunto de ambas gréficas ha servido para comparar -'.
los movimientos. Los puntos de corte han sido cruciales.
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a Intersecciones de rectas y parabolas

i

iRecuerdas la apuesta del dguila y fa
“ala? Las ecuaciones de sus movimien-
-0S SON;

el dguila: 2 = 525 + 10/
- la bala: a = 2001 — 5/

Y las gréficas correspondientes:

ALTURA
(en m)

=1

_i
A |

' v
i Y

5 10 15 20 25 30 35 40
TIEMPO (en s)

| \la visla de las graficas podemos de-
- J0ucir, como ya hicimos en su momento,

que la bala adelanla al 4guila a los 3
iegundos, y a unos 560 m de aitura. Se
;uelven a cruzar a fos 35 segundos a
una altura de unos 880 m.

Cdmo oblener esios valores. con pre-
ision, a parlir de [as ecuaciones de 1as
dos curvas?

‘i—fi—'tc

3, én éltura y tiempo, del égmla y

de la’ bala?‘ - 3

leémb avenguar Ios puhto de coHe de Una recta y. una"p
bo(a. E ﬁéhir dé sus: ecuééiones?:s S e

Jg- i l“"' = ~.» s 1

3CoMo obtehé} la cofncidenc

Resolucion del problema inicial

Se trata de encontrar los valores de t (los instantes) para los cuales
aguila y bala estan a la misma altura. Eso es equivalente a resolver
el sistema de ecuaciones

a= 525+ 10t
a = 200t - 5F

Ilgualando los segundos miembros:

525 + 10t = 200t ~ 5 — 5 — 190t + 525 = 0

Dividiendo entre 5: £ — 38t + 105 =10
y se resuelve la ecuacién de segundo grado resultante:

38t \Viaa—420 33
2 2 Ngs

Se obtiene que, efectivamente, el aguila y la bala coinciden a los
3s y a los 35s. Para obtener las alturas se sustituye .el valor de
en cualquiera de las dos ecuaciones:

t=3 — a=5254+30=555 m La bala adelanta al aguila
exactamente a los 555 m de altura.

t=35 — a=1525+ 350 =875m Se cruzan por sequnda vez
a los 875 m de altura.

Generalizacion

Para calcular los puntos de corte de una parabola de ecuacion
y = ax* + bx+ ¢ conunarecta y=mx + n, se resuelve el sis-
tema de ecuaciones

y=adc +bx+c
y=mx+n

Puede haber dos soluciones, una o ninguna.
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Como el punto Q estd sobre la recta y = mz 1 b, sus coordenadas, dadas
por (2], deben satisfacer esta ecuacién, es decir:
y1—dsena=m (x; —dcosa) + b
y despejando d se obtiene:

—mxy — b
d=-1" T (3]

) Ahora bien, puesto que QP es perpendicular a la recta dada, cuya pen-
diente es m, tenemos (parigrafo 93):

sepna —mcosa

sen a
m’:tga:—————:-——l—-
cosa m
o
msen & = — cos a [4]

v se deduce
m?sen®a =cos’a =1 —sena
(1 4+ m?) sen?a =1

en a —

Sustituyendo en [4] obtenemos:

cos @ —

V1+4+m?

Llevando estos valores de sena y cosa a la expresién que figura en el

denominador de [3] encontramos:
sen @ — m cos a4 = 1 -+ m- =V1 2
V1+m? V1 -+ m?

Por tanto, se obtiene la férmula:
g YL M — b

'Cuando el punto P estid por arriba de la recta (y; > mx, = b) la dis-
tancia resulta positiva, cuando el punto estd en la recta (y, = mz, +b) la
distancia es nula, y cuando estd por debajo de la recta (y; < mx; + b)

la distancia es entonces negativa.

Notese que-el numerador de la férmula 5] se obtiene sustituyendo las coor-
denadas del punto P en el primer miembro de la ecuacién y — mz — b = 0.

En algunas cuestiones sélo interesa el valor absoluto de la distancia. En
este caso las férmulas [1] y [5] se escriben: '

id] = |z — x| '
Id] = lyr — mzy — b

Vizme
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Ejemplo.

Hallar la distancia entre la recta y=—2z+1 y el punto (1, —4).
Aplicando la férmals [5] obtenemos:
L —44+2—1 -3

T Vir=2' Vs
El signo negativo del resultado indica que el punts (1, —4) queda por debajo de
la recta dada. Compruébese mediante un grafico.

EJERCICIO 84

I. En cada uno de los siguientes ejercicios hallar la distancia entre la recta dada y
el punto dado.

19 y=3xz-2, P(Q1,-1)

P2 z—2y—6=0, P(—2 —3)

3%y =3 P(],2)

49) y=-—x4+3, P(2, 4
—.53% 2z—y—1=0, P(-1,3)

6% 3z-—2y+7=0, P(0, 0)

7 x+y—5=0 P30

8% —2z+y+4=0 P(-13) _—

9 x+2y+1=0, P(25)

109 —3x+4y—6=0, P(0, 2)

II. Calcular las longitudes de las alturas del tridngulo cuyos vértices som los si-
guientes: A= (1, —2), B=(61) y C= (3, 5).

0. Si la recta dada tiene por ecuacién Ax+By-C=0 (B>0) y el puato
dado es P = tx:, y1), demostrar que la férmula [5] se transforma en

Az, +~Byi+-C
VA'+ B?

IV. Utilicese la forma normal de la ecoacién de la recta (Ejercicio 81, VI, 10°)
para dar una demostracién directa de la f{Grmula del problema anterior.

d=

100 Problemas fundamentales de la geometria analitica

En pdrrafos anteriores hemos estudiado métodos para obtener las ecuaciones corres-
pondientes a rectas determinadas por ciertas condiciones. Estos casos no son sino sencillos
ejemplos de uno de los problemas fundamentales de la Geometria analitica, a saber:

Dado un lugar geométrico cualquiera obtener la ecuacion que corresponde a este lugar
geomeétrico. )

Otro de sus problemas fundamentales es el inverso del anterior, o sea:

Dada una ecuacion determinar el lugar geométrico o curva que corresponde a esta
ecuacion.

Una vez establecida la relacién que existe entre curva y ecuacién se puede utilizar el
conocimiento de las propiedades de uno cualquiera de ellos para derivar las propiedades
del otro. En esto copsiste el problema capital de la Geometria analitica que puede ser
enunciado asi:

Obeener las propiedades de un lugar geométrico de las propiedades de su ecuacisn, o
viceversa. A
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La resolucién de los dos primeros problemas puede considerarse como paso previo

reliminar 2 la resolucidn de este ditimo. S
¥ En lo que sigue nos limitamos a ilustrar estos problemas fundamentales de la Geo

metria analitice con algunos sencillos ejemplos.

101 Lugar geométrico de una ecuacién

! i 4 i jio de una ecuaciéon f {x, y) =0
do les variables x e y estin relacionadas por medio d B y
ensteg,“:i :eneral, infinjtos pares de valores de x € y que satisfacen la ecuacién. Si estos

N s : _
pares de valores se consideran como coordenadas de punios de un plano (referidas a un

mismo sistems de ejes} Y se ImArcen eslos puntos se ob_servan'.. Lqmapdqdnn numeiro. lix;b-
cientemente grande de ellos, que no se hallan x_ubnfnmmgme distribui o)s eg_s ; i_u e:s,
sino que, en general, se disponen segln upa O Vvarias hfz’easd(gecms o curvas).

copstituyen el lugar geométrica o grdiico de la ecuacién dads. ‘ ‘

El lugar geométrico de unc ecu.acio'r'z es, pues, la lmea ( o’lcor:!]lzzw de lineas) que
contiene los puntos cuyas coordenadas satisfacen la ecuacidn, y solo S.

Para dibujar el grifico correspondiente & una ecuaciép se procede s dzr a j.ma g;m l::
variables, por e¢jemplo x, una sucesién de valores conveme?xememedescogx 3. ‘1 midora
la ecuacién, se determinan los valores de y que correspondan g ca 2 ux?:] e los ores
asignados 2 z. Marcando los puntos cuyas coordenac.ias son log pares ed‘ ores 8511 cz:iﬁco
tradoe y trazando la curva que pasa por estos puntos” se ter{dm sproximadamente e g; ieo
de la ecuacién propueste. Ests aproximacion serd tanto mejor cussto mas pun};os se :, n
tomado. En -cierios casos, cuando ls ecuacién cuyo lugar ggomet{.::o se us(éalnhno
sepcilla, es necesario hacer un estufiio previo de ella para determinar regiones fspe'es
en gque pueds existir 1a curve, lu simetria que presents, IOﬁ-puntos e que corta & ;uczh,
les recies & las cuales la curva se acerce indefinidsmente®” y otras '1,meresanll,esd;i riculs-
ridedes que no nos detendremos a considerar porque va su investigacion se sale del ©

de lo elemental

Ejemplo.

Construir el gréfico de la ecvacién ¥ =

x—3
En este ejemple se observa que los valores de ¥ son negativos para todos lqs vnloreas
de z menores gue 3 v son, en cambio. posilivos para todos los valores de x superiores a 3.

= Y
! —2 —02
-1 — 025
0 — 0,33
+1 —05
+2 -1
+25 —2
" +28 -5
5 * + 3,2 +5
+35 +2
+ 4 41
+35 +0,5
-+ 6 + 0,38

* Este dibuju se hace & pulsc o con auxilio de ia plantilla de curvas.
»= Egias rectas se Jlaman asintotas de la curva.
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Pars x =3 no existe valor correspondiente de 1 puesto que la divisién por cero carece de
significado. Si & x se dan valores que se aproximen al 3, la ¥ tomsa valores absolutos cads
vez mayores pueste que el médulo de un quebrado aumenta cuando su denominador tiende
8 cero. Se observara también que cuando a z se dan valores positivos grandes o negativos
muy pequedos, el valor de la y se aproxima & cero, por valores positivos en el primer caso
¥ por valores negativos en el segundo. Esto indica que el eje de sbscisas es una asintoia
de la curve. También es asintota de la curva la recte x — 3 (véase figura).

EJERCICIO 85
Construir €] grifico de cade una de las ecuaciones sigulentes:
19 y==zx-+3 209 += 1
%) y=3x—2 =2
) y=—2z41 229) y= ?’1
4°) Sx—dv=—-2 zz
5% =9 2% y= - ¢
6°) = y'=16 2
< g

7 Fayi= M) y=27
8°) x*-ty* =100 256) 4= 1
) 2yt = ’ = —4
W09 2 —yi=4 29) y=-—i

) g x*~G
1 == 27°) zy =3

12%) + = —~9x 289) 4t Lyt =16

13%) 2*= 4 209 165+ 00— 16
]40) 2= 16 ¥ 30°) 9x* — 25}’: — 9295

159) y= =2+t 52x—6 39 x5z

10 y=sta—6 32 my+y=

7 y=xgtiz—s 339 y= -5z

18%) y= — 212213 39 yixe1)(z—2) =8
199 y=s 359 y=(x—1)(x—2)(x—3)
209 Y =x* 369 v— x4 xiy=10

102 Ecuacién de un lugar geométrico

En éste y los pirrafos subsiguientes vamos a ilustrar con verios ejemplos como
se resuelve el problema de Geomerris analitica que consiste en hallar para una curva
o lugar geométrico dado su correspondiente ecnacion. Este problema es, en _general, mis
dificil que el resuelto en el pirrafo anterior, pero en esta dificultad reside parte de su
atractivo ¢ interés debido a la ingeniesided de que es preciso hacer uso en ciertos problemas
para liegar a su resolucién.

Se dice que uns ecuacién corresponde & un lugar geométrico, 0 que representa a este
lugar geométrico, cuando queda satisfecha por las coordenadas de -cads uno de los puntos
del lugar, v sdlo por las coordenadas de estos puntos.

Para poder establecer la ecuacion que corresponde a un lugar geométrico se necesita
conocer {a propiedad dades que lo caracterizan. Una vez elegidos los ejes de coor-

i o propi
denadas convenientemente, se expresan esas propiedades en el lengueje del Algebra con
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auxilio de los principios fundamentales de Geometria analitica que hemos estudiado en
pdrrafos antertores.®

En ciertas ocasiones el lugar geométrico viene definido cinemadticamente, consideran-
dole come la trayectoria de un punto (o recta, u otro ente geométrice) que se mueve
bajo ciertas condiciones. En tal caso estas condiciones contendran de manera mds o menos
explicita las propiedades geométricas a que es preciso atender para llegar a establecer la
ecuacién correspondiente. Asi, por ejemplo, si consideramos el lugar descrito por el cen-
tro C de une circunferencia que rueda sobre otra circunferencia de centro O, de tal con-
dicién resulta que la distancia CO se mantiepe constante y, por consiguiente ésta es la
propiedad geométrica que debe tenerse en cuenta para escribir la ecuacién que corresponde
a dicho lugar geométrico.

Ejemplos.

19 Hallar la ecuc.ién del lugar geométrico de los puntos que equidistan de
A=1(2,3) vy B=(5,6- (véase figura siguiente).

Sea M = (x,y) un punto cualquiera perteneciente al lugar geométrico. La propiedad
geométrica que caracteriza este lugar es:

Utilizando la férmula [2] del pardgrafo 39 para expresar la distancia entre dos pun-
tos, tenemos:

Vig—2)2+ (y=3)*=V(x—=5)*2+ (y—6)°

de donde
x’—4x+4+7’—6y+9:z‘—~10x+25+y"—12y+36
o sea
6x-6y=18
o
T~y =28

que es la ecuacién buscada. Esta ecuacidn representa una recta, como era de esperarse, pues
el lugar geométrico dado es la mediatriz del segmento AB.

* Como se vera en los ejemplos que sigten una de las formulas mds dtiles-para este propdsito
es la encontrada en el pardgrafo 89 para expresar [a distancie entre dos pantos.
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1I. Hallar la ecuacién de una circunferencia de radio 3.

i i jes de
T do como origen de coordenadas el centro de la circunferencia. como e)
oman

id diculares y Uaman-
denadas dos didmetros perpendi .
S?)MMCE {z. y) a un punto cualquiera sobre la cur

va. la propiedad caracteristica de la circur;ferenia‘ ¥

(tener sus puntos equidistantes del centro) se es W
cribe: .
jOM| =5 P

Expresando la distancia de M al origen en fun- of * A X

cién de sus coordenadas, tenemos:

2 +y =5

de donde
LHy=2

. 3 mediata-
es la ecuacion de la cucunfexcncm dada. Esta ecuacion se puedc obtener inmedia

e itagoras al tridngulo OAM ivéase figura).

mente aplicando ¢l teorema de P

103 Ecuacién general de la circunferencia

.. . . o
na circunferencia con centr
1 nemos hallar la ecuacion de u
En este pardgrafo nos propo

en el punto C = la. b) y radio r.

M(x.y)

Cla,b)

o ~___~ <

Sea M = tz, y) un punto cualqmera de esta circunferencia. La pxopxedad caracte-
3

ristica de esta curva es:

|EMj=r

o sea (pardgrafo 89): —

Viz—a)*+ Gy =b=r

(z—a)*+(y—0)=r (1]

o bien

en la circunferencia no-pueden

ae las ctiordenadas de los puntos no situados e S e

" Se ve licilmence 1 +y? <25 para todo panto interior

verificar esta ecuacién, pues se lene
todo punto exterior. ~
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Ejemplo.
5i el centro es el punto (2, — 3) ¥ el radio es 4, la ecuacién correspondiente es
(x—2Y'4 (y+3)°=4°

Ly —4xL6y=3
. redix:sgagpa;ufl;r.:g?nndo el centro estd en el origen, a=b=0 v la ecuacién {1]
Desarroliando los cuadrados que figuran en la ecuacién [1] se tiene:
- 2ax 4y —2by L B =1

que es uns ecuacién de ls forme

2+ L2Ax-+-2By+C=0 [2]
en donde A= —~a B=—% C=a*+ b°~r". De estas relaciones se deduce

Fr=d+ b —-—C=A*+B -
e _!1;?1' mcmo, OumaS ) ecu:ac'ién 2de] tipo [2] representari une circunferencis siempre que
AP hE >l . Si k, + B’ - C=0, re|su1ta r=0 7 la circunferencie se reduce a

punio. En el caso A’ - B*— C <0 no bay ningin par de valores reales que satisfaga

la [ .
g C
ecuacon 2) ¥ esto s€ expresa diciendo ve dicha ecuacién representa ung circunferencis

Ejemplo.

En el caso de iz ecuacién
B 42y —4=0

. . — _
se tiene A=2 B=-— l C=~ 4 v resulta A*+ B’ —~ C=9>0. Por tabio, esta
ct}:uac)on representz una circunierencia real. Para hallar su centro v su radio basta com-
pletar cuadrados con objeto de poner la ecuacion en lz forma [1]. Asi se obtiene:

(2 +4x+4) L (P =2y L1} =4104=9

(x+2)7+ (4 —=1)% =3

Por consiguiente. la ecuacién tiene su centro en el punto (—2. 1) v su radio es 3

EJERCICIO 86

E 0 N 10s da1os que se mdlcan :
. T Cada cas ar la n
I da ci hall ecuacién de la circunferencia co i dat. q

1°]  Centro en (3, 4) y radio 3.

2°) Centro en (—1, 5) vy radio 2.

39) Centro en (— 3, —2) vy radic 4.

4°) Cenwmo en (1, — 1) y radio 7

59) Centro en {0, 4) v radio 6.

6°) Centro en el 2° cuadrante, radio 2 y tangente a los ejes coordenados.

7°) Cenuo en (—2, 2) y que pase por (2, 2).

8%) Tal que los extremos de un diémerro sean los puntos (3, 4) vy (—2, 6)
99) Tal que los extremos de un didmetro sean los puntos (— 3, —4) v ('2 2.)
10°) Tal que pase por los tres punios (4. 3). (— 2. 5) y (4, —3). ) ‘.
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“11). Hallar la ecuacién de la familia de circunierencias tangentes & los ejes v cuvos
siguientes v representarlas graficamente:

19} 2*4+9y' L 42—67y+12=0

) 2P+’ —8x+4+6y=0

39 'y +9y—2=0

49) 24124432 —5y—~1=0

59 2L+y—zx—y=0

6°) 4x* +4y 4+ 1624+ 15=0

7 9 L9y 4 6x—12y+4=0

) r+yt—2x+4y-L1=0

) L+y+82=0

109} 4x° 449y —42x112y27=0

I Haller 12 ecuacién de la familia de cicunferencias tangentes a los ejes v cuvos
centros estan sobre la recta y = =x.

104 Secciones comcas

Se llama seccidn conica (o simplemente conica) a toda seccién plana de
una superficie cénica circular. Segin la inclinacién del plano secante resultan
curvas distintas que reciben nombres diferentes. A pesar de su apariencia
diversa estas curvas poseen propiedades andlogas.

Si el plano secante corta un solo manto de la superficie conica circular e
intersecta 2 todas las generatrices.* la curva resultante se lama elipse (E en
la- figura siguiente).

Si el plano secante es paralelo a una generatriz. la seccién conica se de-
nomina pardbela (P en la figura).

Esta curva es abierta y posee una sola rama. pues el plano secante ne
puede intersectar el segundo manto de la superficie cénica circular.

Finalmente, cuando el plano secante intersecta ambos mantos de la super-
ficie conica circular (v ne pasa por el vértice) la curva resultante se Hama
hipérbola. la cual se compone de dos ramas abiertas (HH’ en la figura).

Ejemplos ilustratives.
El chorro de sgua de unz wanguera de jardin describe upa parabola
Las pequehas curvas que el saca-puntas forma en las caras de un lapiz exagonal son

hipérbolas.
El corte oblicuc del machete en una cana cilindrica origina. unz elipse.

Los nombres de elipse, bipérbola y pardbola que se da a estas curvas se deben al
gran geometra Apolonio, de la Escuela de Alejandria: Apolonio, hacia el afo 225 a. C.

* Se llaman asi las rectas gue pesan por el vértice O v estan contenidas en lz superficie. La
superficie comica circular puede considerarse engendzadze por el movimiento de una de estas- roctas al
gpovarse sucesivamente en los puntos de una circunferencia (directriz).
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escribid su gran tratado sobre las Secciones Cénicas. en ocho libros, siete de los cuales han
legado hasta nosotros.

. .La obra de Apolonio es muy completa y sistemdtica, conteniendo cerca de 400 ‘pro-
Posiciones sobre las cénicas. i

| En lo que sigue consideraremos estas curvas como lugares geométricos
Planos definiéndolas mediante ciertas propiedades que las caracterizan.

105 La elipse

Definicién. La elipse es el lugor geométrico de los puntos de un plano
tales que la suma de sus distancias a dos punios fijos del mismo plano es una
constante mayor que la distancia entre los puntos fijos (véase figura).

Los puntos fijos F y I son los focos de la elipse. La distancia FF'=2¢
se .llama distancia focal. Los segmentos PF y PF’ que unemn un punto cual-
quiera P de la elipse con los focos reciben el nombre de radios vectores. Su
suma constante la representaremos por 2a, esto es: PF +PF' =2a.

W R m mmm mEm

&I

o mmwmmwmm m

De acuerdo con la definicién se tiene 2¢ < 24, o sea, ¢ < a. La razoén
e= —:— < 1 se llama excentricidad de la elipse. La excentricidad puede usarse

como una medida de lo que la elipse se separa de la forma circular. Si los focos
se confunden, ¢ =0 y la excentricidad es nula. Entonces la elipse se con-
vierte en una circunferencia.

La recta de los focos FF’ encuentra a la curva en los puntos A y A’. La
mediatriz del segmento FF” la encuentra en otros dos puntos B y B’. Estos
cnatro puntos A, A’, B, B’ son los vértices de la elipse; los segmentos AA’
y BB’ son los ejes. AA’ es el eje mayor y BB el ¢je menor. Su interseccién
O es el centro de la curva.

Por ser A y A’ puntos de la curva se tiene:
FALFA=FAL+-FF+FA=2FA+FF =24 (11
y AT+AT =ATFT +FF+ AT =2AT 4 FF=2a {21
luego -
FA = AV (3]
Por otra parte:
AA=AF +FF+FA
Sustituyendo AF’ por su igual FA tenemos: ==
A’A =2FA 4+ FF
pero, segin {1], el segundo miembro de la igualdad anterior vale 2a. Por
tanto:
A’'A=2a
es decir: la longitud del eje mayor es igual a la. suma constante de los radios
vectores.
Puelsto que B es también un punto de la elipse se verifica:
BF + BF =24
pero BF = BF’, por ser BB’ la mediatriz de F'F, luego
2BF=2a o BF=q4 -
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Si se representa por b la distancia OB -y se aplica el teorema- de Pitagoras
al triangulo rectingwio OBF (vésse figura), se tiene:

b? ¢ =a? 4]
o. bien
2 =ga*—b? [5]
Es evidente que OB'2—=a” — ¢® = b?, de donde, OB’ =) y BB =2b.

Como- en: e} trifingulo OBF se tiene a > b, resulta 2Za > 26 o AA’ > BB,
Esto justifica la denominacién de eje mayor dada a AA™*

I06 Ecuacién de la elipse referida a sus ejes

Tomaremos coino- origen- de coordenades el centro de la- curva y como ejes.de coerde-
nadas los ejes de la curva. Usaremos las notaciones introducidas- en el paragrafo 105. de
modo que lenemes: .

AA=2c BB=2bs FF=2c b=d—¢

Flc,olA

Lu~ focos nenen por coordeneds® (c, 01 vy t— ¢ U). respectivamente. Llemando
M = (x. y¥) e up punio cualquiera de ls elipse, tenemos. segin la propiedad que le sirve
de definicidn:
IMF|+ |MF | =2a

o bien

Viz—eP4+y¥+Viz+e) i ++=2a

T e | e e———
Vix—c)+r=20—\V(z+c)'L+y

* Parg pn estudic mie extenso de la elipse. asi como de Jac restantes secciones cénicas. con-
stliese: M. (. Gonzarez, Complemenios de Geometric. Minerva Books. 1965
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Racionalizando:
T 2a+ ity =4 —4oV(zt+ ) Fr -2+ 2catt+7

ezt tyr=c+d
2’2 + 2d°cx+ a'cF S oty =P +2a'cx + o
Simplificando y trasponiendo términos resulta:
{¢*— ) £ +a’yY = (= )
pero como @' — ¢* = b* la ecnacion puede escribirse:
b2 4 eyt = b
Dividiendo por ¢"b* resulta finalmente:
= ¥
- - 3= 1
que es la ecuacién de la elipse referida a sus ejes.

Une derivacion completamente sniloga muestra que si los focos de la <lipse estan
dados sobre el eje OY. de modo que F= (0, ¢c), F' = (0, — ¢), entonces se obtiene para
la elipee la ecuacién

..
<

En este caso €l eje mayor de la elipse queda sobre OY v €] eje menor sobre OX.

Cuando g=£& la ecuacién de lr elipse se reduce 2 x° -+ y* =, que es una <ir-
cunferencia con centro en el origen y radio 4. °

EJERCICIO 87

1. Hallar las coordenadas de los focos v de los vértices de cada unz de las siguientes
elipses v hacer un grifico aproximado:

d o 50) 3a'4vi=6
1y EL¥ ) 3x*+-4v

% 4 =y

s 2 69 4'7_'9-21
0y X X

16 9 %) 3x°4+9y'=6
39) i—;—:‘i—-l 89) 9z L 16¥*=36

5 37 9°) 25x° 4 497 =100
4°) P +2y7=2 4 10° 5x*4+3y"=60

v

11. Escribir las ecuaciones de las elipses cuvos datos se dan & continuacién:
1°) Focos en (3, 0) vy (—3.0); eje menor igual a 8.
., 2°) TFocos en (5, 0) y (—35.0); eje mavyor igual & 24,
3°) Focos en (0, 4) v (0, —4); eje mavor igual a 10.
4°) Focos en (0, 2) y (0. —2): eje mepor igual & 6.

59) a=6. e—_-—‘l?—
6°) c=6. e:-?—
by
7% 6=25 c¢=6
8°) c—4. e:%

[En Jos problemas 5° & 8° tomese el eje mayor sobre (X !
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107 La hipérbola

Definiciéon. La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos de un plano
tales que la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos (del mismo plano)
es una constante menor que la distancia entre los puntos fijos (véase figura
siguiente) .

Como en el caso de la elipse, los puntos fijos F y F reciben el nombre
de focos. FF' = 2c¢ se llama distancia focal. Los segmentos PF y PF’ que
unen un punto cualquiera P de la hipérbola con los focos son los radios
vectores. Su diferencia constante la representaremos por 2a, de modo que
PF — PF = 2 ¢ para una de las ramas y PF — PF" =24 para la otra.

Segiin la definicién se tiene: 2a < 2¢ o 4 < c. La razén e :% >1
se llama excentricidad de la hipérbola, la cual es siempre mayor que la
unidad.

La recta de los focos FF’ encuentra a la curva en los puntos A y A”. Estos
puntos se denominan vértices de la hipérbola y el segmento A’A se llama eje
transverso. St en la mediatriz de A’A se toman los puntos B y B’ tales que

OB=0B' =V —a"=b (1]

se obtiene un segmento B'B == 2 b que recibe el nombre de eje no transverso.

El punto O, interseccién de AA” y BB, se llama certro de la hipérbola.
Por pertenecer los puntos A y A” a la hipérbola se verifica
FFA—AF = (FF — AF) —AF=FF —2AF =2¢ {21
y AF—FA =(FF—-FA) —FA=FF —-2FA" =2¢ (3]
Comparando [2] y [3] resulta:
AF =FA" (4]
y como

A’A=FF — AF - A’
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teniendo en cuenta [4] se puede escribir-
ANA=FF—2AF
luego,
A’A=2a
en virtud de [2]. Por tanto: la longitud del eje transverso es igual a la dife-
rencia constante de los radios vectores.

Si se construye el rectangulo cuyas dimensiones son A’A=2a vy
BB =25 y se trazan sus diagonales C'C y DD, se ve en seguida que

CC=DD=2¢
pues, segin la relacién [1] se tiene:
2 =g*+ b [5]

y en el tridngulo rectingulo OAC:
0C? == 0A? 4+ AC? =4 4 b7
luego, OC = .
Si las diagonales C’C y D’D se prolongan se obtienen rectas a las cuales

la hipérbola se aproxima indefinidamente. Estas rectas se denominan asintotas
de la curva. -

Cuando @ = b las asintotas son bisectrices de los dngulos que forman los
ejes v la hipérbola se lama equildtera.

108 Ecuacién de la hipérbola

Para deducir la ecuacién de la hipérbola procederemos como en el caso de la elipse,
tomando por ejes de coordenadas los ejes de la curva. El eje transverso lo tomaremos por
eje de abscisas y el no transverso por zje de ordenadas: el origen coincidird emtonces con
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el centro -de la curva. Recordaremos que, segifi—las motaciones introducidas en el pars- 4°) Focos en (0,5) y (G, —5); eje no transverso igual & 4.

grafo 107, se tiene: 59) Focos en (1, 8) v (—1, 0); upa asintota Hene por ecuacién 7:%
AA=2q ﬁ'_B_z.‘Zb, ﬁ:Zc, P=c—-d 69). a=6, b=232; eje transverso sobre OX.
Los focos son los puntos F= (¢, 0) v F=(—¢ 0). S5i M= (z, ¥) es un punto 7% a=+6, ¢=65; eje transverso sobre OX.
i ipérbol, irtrod de la definicién @ : 5
cualquiera de 1z hipérbols resuhT% ‘inrm"_f_el;:?::cmn e esta curve gue 8) o=44 e:—z—; eje transverso sobre OX.
Exn ¢l segundo miembro -de esta ignaldad se utilizaré el signo - o€l — segin que ®) =7 e=—, eje trapsverso sobre OY.
€] punto M esté en la rame de 12 izquierda «© en la de }a derecha. 6
p i . 5 .
Expresando analiticamente 1as distapcias |MF| v |MF’'|, tepemos: ) c=3, e=3: ee transverso. sobre OY.
Viz— i+ ¥ —Vizse) =y ==*2a
o bien i -
VES O E = Vet 0T = 2 109 La paribola
Elevando al cuadrado ‘:'mb"s miembros se obtiene: Definicion. La pardbola es el lugar geométrico de los punios de un plano
P2at = 2at i+ xdaVx LT e - que equidistan de un punto v de una recia fijos situados en el mismo plano.
° eV T T = e El punto fijo F recibe-el nombre de foco de la parabola y la recta fisa D-se
TeVizw sy =ata Hama directriz. La perpendicular trazada por el foco. a la directriz es el
Elevando a] C“"d“‘.d° de nuevo resulta: eje de la parsbola. El punto en donde el eje intersecta la curva es el vértice.
a*x® + 2ctcx + a'c* - &y = cfx L 2o%cx - @t La distancia del foco a Ja directriz recibe el nombre de pardmetro de la curva
o - v se representa por 2 p, esto es: AF = 2p.
(¢ —@®) o — o™ = g® (¢ — a? i . 3 .
e gr=ate—a ) Segiin la definicién, para cualquier punto P de la parabola se tiene:
pero como en la hipérbola se verifica ¢® — ¢” = b", sustituyendo -obtenemos: PF — PM

bix* — &y = &bt

v de aqui se deduce, dividiendo por a*b*, En particular, para el vértice V resulta:

x? ),2 _ \71:‘ — V'A
= a« & ! es decir, V es el punto medio del segmento AF. Por consiguiente:
que es lz ecuacién de la hipérbola referide & sus -ejes. F —
Cuando Jos focos de la hipérbola estdn dados sobre el eje 0Y, de modo que F=AV=p
F= (0, ¢), F= (0, —c), se obtiene entonces para la hipérbole la ecuacion ,
:'.I :J
7 =
En este caso el eje transverso de la hipérbola queda sobre OY y ¢l eje no transverso
sobre OX.
EJERCICIO 88 .

{ L Hallar las coordenadas de los focos v de los vértices de cadz una de las siguientes
! hipérbolas, trazar lac asintotas v hacer un grifico aproximado:

. 19) L—y'=1 69 162" —9+" =144
| ) L—y =9 7 92'—3* =281 _
! 39) 4x'—9y" =36 8) 5x'—y'=5 ) e
! #) Py 4=0 M) 4x'—34'=12 -
59) 162'—y"=16 0% 22 —29*4+2=0
II. Escribir las ecuaciones de las hipérbolas cuyos datos se dan & continwacion: Jl

1°) Focos en (3,0) v (—3,0); vértice en (1, 0).
2°) Focos en (4, 0) vy (—4 0); vértce en (2, 0).
3°) Focos en (0, 2) v (0, —2); vértice en (0, 1).

El segmento PF que ure un punto de la pardbula con el foco se denomina
radio vector correspondiente a dicho punto.
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110 Ecuacién de la parabola

En este caso coaviene, para llegar a la ecuacién de la forma mds sencilla posible, tomar
como eje de abscisas el eje de la paribola y como eje de ordenadas la perpendicuiar a
aquél trazada por el vértice de la curva (véase figura).

Sea AD la directriz, F el foco, M = (x, y) un punto arbitrario sobre la pardbola y
MB la perpendicular a la directriz bajada desde M (la cual resulta paralela a FA). Segin
la notacién introducida en el pardgrafo 109 se tiene:

10=0F=p

siendo p el semiparimetro. Las coordenadas de los puntos F y B son entonces (p. 0) y
{— p. ¥). respectivamente.

B(—p. )

La propiedad geométrica caracteristica de la pardbola es la de tener sus puntoe equi-
distantes del foco y de la directriz, o sea:

|MF| = | MB|
Expresando estas distancias en funcién de las coordenadas, se obtiene
VE=p +r=Vz+p*=lz+r]|
de donde
#—2pz+pty=z"+2px+p’
Simplificando y trasponiendo, .ramha:
Y =4p= -

que es la ecuacién de la pardbola referida a su eje y a la tangente er el vértice.

En la figura anterior se ha supuesto que el pardmetro p de la pardbola es positivo,
pero puede suponerse también que p es negativo, en cuyo caso el foco F= (p, 0) que-
daria a la izquierda del origen, en tanto que la directriz z= —p estaria situada a la
derecha y la pardbola se abriria en la regida que contdene la parte negativa del eje de
abscisas.

Por ejemplo, si la ecuacién de la pardbola es y* = —4x, entonces p=—1, v la
curva tiene la posicion que muestra la fignra siguiente.
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Si el foco se da sobre el eje OY, es decir, si F = (0, p), entonces la ecunacién de la
directriz es y = — p {(pudiendo p ser positivo o negativo), y resulta, anilogamente, que
la ecuacién de la pardbola es:

L£=4py

En este caso la parabola se abre hacia arriba si p es positivo, hacia abajo si p es
negativo.

i L I O T | i ! { TT | B
NEENNEERE R [ [l i I I
il 1 | HEE: i REEELd RN | A Y
b EE 1 | ] 1 ] i [ i
7 [ T 1 T SR 1 |
I R i1 [(IRES i i ! |
i i ! TONT LT | |
" I i)l ) 1 L i 1-1
s 4 |1 T [ ] |
| ! bt i i (BT | i 1 M
[ T T [N ) 1 111 1 i
1t ! | i | ] ) |
T e 8 U] FEREEREREERNEEE
[ T T e || ] ) [ | S N T [
i 1 [ =) 4 3 N i e
Lo bt Pt pd g EEEREN | R
R SEEES T I Y L I
| L i y i | IR
[} | Tt [ .

EJERCICIO 89

1. Hallar las coordenadas del foco y la ecuacidn ‘de la directriz de cada una de las
siguientes parabolas:

19 y*=8x 6% y'=-—6bx

29 y'=2x 7°) =4y

3 y=-—3z 8% = —6y

4% =y P) 45 =09y

5% 2y'=3=x 109 y*4+16x=0 g

II. Hallar las ecuaciones de las pardbolas cuyos datos se indican a continuacidn y
construir sas graficos:

19) Foco en (4, 0) 7y directriz z==—4.
2°) Foco en (— 3, @) y directriz z=3.
3?) Foco en (I, 0) vy directriz x=—1.
4?) Foco en (—2,0) 7y directriz z = 2.
59) Foco en (0, 3) 7y directriz y = — 3.
6%) Foco en (0, 1) y directriz y = —1.
79 Foco en (0, —2) 7y direcwiz y=2.

8°) Foco en (0, —4) y directriz y =4.

II. Determinar los valores de la pendiente m de modo que la paribole y* =4x ¥
la recta y=mx+1, a) se intersecten en dos puntos, b) sean tangentes, c) no se
intersecten,

IV. Hallar m de modo que la recta_y = mx + 2 sea tangente a la pardbols »* = .
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EJERCICIC 90 (Reraso)

1. Resolver los siguientes problemas:

1°) Dibuojar el cuadrilitero que ticne por vértices los pumtos (1, 3), (—2, 2),
(0,5) v (3, 6}, 7 demostrar que es un .paralelogramo.

2°) Demostrar que el widngulo cuvos vértices son los puntos (g, 0), (e—4c¢,d) ¥
{a—d, ¢) es rectingulo.

3°) Dado ‘un "tridngulo cualquiers ‘por -las -coordenadas de sus ~vértices, demostrar
-analiticamente que los lados del tmangulo -obtenido uniendo los puntos ‘medios de dos lados
de dicho tridngulo tienen longitudes .iguales .a las mitades -de las longitudes de los Jados
.dél wwisnguio -Gago.

4°) .Demostar apaliticamente ‘que un paralelogramo €s un rtectdngulo si, v sblo si.
-sos -diagenaies son iguales.

) 59) Demoswar que Ja suma de los <uadrados ~de das ‘tnedianas -de un triangulo es
dgual @ tres -cuartas partes de la suma -de los cuadrados de las dongitudes de -=sus lados.

i1. “Hallar 1ss ecuoaciones de las rectas -determinadss -del siguiente modo:

1°) Pasa por el punto (2, —3) v tene pendieme%.

2°) - Intersecta al eje OY en el puntc (0, 4) ¥ 1ien; pendiente — 2.

3°) Pasa por los puntos (—1, 4) v (% %)

4°) Intersecte al eje OX en (—~ 5. 0) ,v’ al eje OY en (0, —1).

59) Pasa por el punto (2. 4) v tiene parametros directores 3 ¥ — 1.

6°) Pasa por el extremo del vecior —3-1-'+ 27 v un vector director de la recita
es 4?— 57.

7°) Pasa por el punto (3, 2) v es paralels a la recta 2x —v=7.
. ~=88) Pesa por €l punto {4, — 1) y es perpendicular a la recta 3x -2y =1,

9°) Pase por el punio (3, 5) ¥ es perpendicular a la recita determinada por los
puptos (4, 1) v (~2, 2).

10°) Pasa por el punto (2, 0) v es paralela 2 la recta determinada por los puntos
(—1, —1) v (4. 3).

III. Dado el triangulo cuvos vértices son los puntes A= (—1,6), B= (7, 3) ¥
C= (4, — 2), hallar:

19) Las coordenadas del punto de interseccién de la altura relativa al lado BC
con la mediapa relativs al lado AC.

2°) La longitud de le alture relativa al lado BC.
3°) El drea del tridngulo.

TV. Construir €] grifico que corresponde a cada una de las ecuaciones siguientes:
1)+ =16 3°) 4254255 =100
%) 2f—y'=16 ) L=—6y

o V. ‘Hallar 1as coordenadas del centro v el radio de cade unz de las circunferencias
siguientes:

19 F4+y'+6x=0 39 X'yt L6{xty)L14=0
) L4y —4y=0 8%) 4x' 14y —42Ld4yL1=0
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V1. Escribir las ecuaciones de les elipses cuyos dates se especifican a continuacion:
1°) Focos en (2, 0) v (—2. 0); eje menor igual & 6.

29) Focos en (0, 3) y (0, — 3): eje mayor igual a 10.

3°) a=17, b=15, eje mayor sobre OX

4°) g=28, e= %. eje mayor sobre OY.

VII. Escribir las ecusciones de las hipérbolas cuyos datos se especifican:
1°9) Focos en (2,0) v (—2, 0); vértdce en (1, 0).
20) TFocos en (0, 4) ¥ (0, —4); vértce en (0, 2).

3%) a—8, b=26, eje transverso sobre OX.
3

4%y c=4. e=5. cje transverso sobre OY.

VIII. Escribir las ecuaciones de las pardbolas cuyos datos se especifican:
1°) Foco en (2, 0) ¥ directriz x= —2.
2°) Foco en (—4, 0) 7y directriz z=4.
3°) Foco en (0, 5) ¥ directriz y=—3.

4°) Foco en (0, —1) v directriz y=1.

IX. Resolver los problemas siguientes:

19)  Hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos equidistantes de (— 1, 3)
y (4, —2).

2¢)  Hallar Ja ecuacién del lugar de los puntos que equidistan de (2, 3) y (5, — 3).

29)  Un punto se mueve permanemendo constantemente 2 4 unidades de distancia
del punie (3. — 1). Hallar lz ecuacién de] lugar geoméirico descrito por el punto.

4¢) Un punto gue se mueve manteniéndose a distancia constante del punto (6, 8).
pase en su recorrido por el origen de coordenadas. Hallar la ecuacion de su travectoria.

59) Deducir la ecuacién general de una circunferencia tapgente a ambos ejes de
coordenadas.

6°) Un punto se mueve de tal modo que su distancia al punto (3, 0} es siempre
igual & la distancia del mismo punio al eje OY. Encontrar la ecuacién de su trayectoria.

7°)  Hallar )a ecuacién del lugar de los puntos equidistantes de (0, 5) v el eje OX.

8°) Hallar la ecuaciér del lugar de los puntos equidistantes del punto (0, —6) vy
de la recta y = —2.

9°) Hallar la ecuacién del lugar de los puntos tales que la suma de los cuadrados
de sus distancias a los puntos (3, 0) v (5, 0) sea 4.

10°) Hallar la ecuacién del lugar de los puntos tales que la diferencia de los cue-
drados de sus distancias & los puntos (1, 2) v (5, —3) sea 3.

11°) Un punto se mueve de modo que la razép de su distancia al punto (3, 4) ¥
su distancia al punto (6, 2) es 3. Determinar la ecuacién de su trayectoria.

12°) Hallar la ecuacién del lugar de los puntos tales que la suma de sus distancias
g los punios (—4, 0) 5 (4, 0) ses 10.

13°)  Hallar la ecuacién del lugar de los puntos tales que la diferencia de sus dis
tancias & los puntes (— 5, 0) y (5, 0) ses 8

14°) Una circunferencia de radio 3 rueda sobre otra circunierencia fija de radio 5.
Encontrar la ecuacién del lugar geométrico descrito por el centro de la circunferencia
mé6vil.

15°) TUnea circunferencia de radic 2 rueda apovdndose por la parie interior de una
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circunferencia de radio 6. Hallar la ecaacién del lugar descrito por el centro de la primera
circunferencia.

e 169) Sean P’ y P” las proyecciones del punto P

sobre los ejes de coordepadas (véase figura). Hallar la
~_ Y : ecuacion del lugar geométrico de los puntos P tales que
N la suma o diferencia de las proyecciones de OP sea
P TTTTT constante.

17°) En la misma figura anterior hailar la ecua-
cion del lugar geométrico de los puntos P tales que la
| razdn de las proyecciones de OP sea constante.

9 P~ X 18%) Hallar la ecuacién del lugar geométrico de
los puntos P tales que la recta P’P” se mantenga para-
lela a una direccién fija.

19°) Hallar la ecuacién del lugar de los puntos P tales que el segmento P'P” tenga
une longitud constante.

20°) Encoatrar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos que equidistan de
una recta y de una circunferencia dadas.
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LUGAR GEOMETRICO

UN POCO DE HISTORIA

En general, hablamos de lugares geomérricos cuando la propiedad que caracte-
riza al conjunto de puntos que estudiamos es una propiedad geométrica o me-
cdnica (la curva determinada por la trayectoria de un punto que se mueve en
determinadas condiciones, por ejemplo) . Los lugares geométricos conocidos co-
mo conicas son la pardbola, la circunferencia, la elipse y la hipérbola. Segiin los
diferentes momentos de la historia, estas curvas fueron “pensadas” de diferen-
tes maneras.

Hoy, por gjemplo, hablamos de la circunferencia como el lugar geomérrico dz
los puntos que equidistan de un punto fijo, llamado centro de la circunferencia.

Menecmo (400 a. C.) obtuwvo la pardbola, la hipérbola vy la elipse cortando co-
nos de diferentes dngulos. con planos perpendiculares a su generarriz. El llama-
ba oxitoma (seccion del cono agudo) a la elipse, ortotoma (seccion del cono
recto) a la pardbola, y amblitoma (seccién del cono obtuso) a la hipérbola.

Seccidn de distintos conos
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Apolonio (262 a. C.) obtuvo las conicas a parur de las intersecciones de un co-
no circular cualquiera, al que cortaba con planos de diferente mclinacién.

Secciones de un cono agudo
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Johannes Kepler (157 1-1630) enconird nuevas relaciones entre las distintas
conicas, segiin que alejara o acercara los focos entre si. Estudid especialmen-
te la elipse, en relacton al movimiento de los planetas. Descubnd que Mar-
te gira en una orbua elipuca alrededor del Sol, con éste en uno de sus focos.

En el siglo XVII, con René Descartes (1596-1650) v Pierre de Fermat
(1601-1665), aparecid una nueva manera de representar los lugares geomé-
wricos: la manera algebraica. Fermat, reconstruvendo los lugares geoméericos de

propiedades que caractenizan el lugar geomérrico (hoy llamamos curv
geométrico determinado por wna ecuacidn con dos incdgnitas) .
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Curvas como lugar geomérrico

El llamado método del jardinero para marcar el contor-
no de un cantero consiste en tomar un hilo v clavar las pun-
tas en el suelo, de manera que el hilo no quede estirado.
Luego, se estira el hilo con una estaca o palo v se desliza la
estaca, marcando con ella todas las posiciones que puede to-
mar de modo que el hilo quede siempre tenso, como mues-

tra la figura.

estaca
~a

1. ;Qué figura le quedd marcada al jardinero luego de pa-
sar pertodos os puntos posibles’

2. Supongamos que tomamos un hilo de 50 cm de longi-
tud v fjamos los extremos al piso, uno a 30 cm del otro. Lla-
memos F, v F a estos dos puntos. [Pertenece aleuno de ellos
a la curva? ;Por qué? ;

3. Hay dos puntos de la curva en que parte del hilo se su-
perpone, ;cudles son sus posiciones con respecto a F, v a Fa?
/A qué distancia estdn uno de otro? Lldmenlos AV A )

4. ;Cuénto vale la suma de las distancias de AyaF yde
AyaF,? ;Y lasuma de las distancias de A,aF ydeA,aF)

5. Elijan un punto cualquiera de la curva, ;cuanto vale la
suma de sus distancias a F, v a F.? Definan la elipse como el
lugar geométrico de los puntos tales que... .. ...... ... ..
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Una elipse se parece a una circuzencia“.achatada”. Si
tomamos una elipse, siempre podemos trazar un rectangulo
dentro del cual queda inscripta. Basta tomar el rectangulo
que tiene como base la distancia entre A, v A., que decimos
que mide 2a, y como altura la distancia entre B, v B,, que son
los puntos de la elipse que estan sobre la mediatriz de A; A
(el punto méximo y minimo de la elipse). que decimos que
mide 2b. Los segmentos A;A- v BB se llama ejes de la
elipse, v miden respectivamente 2a y 2b. Tratemos de deter-
minar estas medidas para la elipse del jardinero.

6. ;Cuénto vale a para la elipse del jardinero’

7. Llamen B, al punto maximo de la elipse v (0, b) a sus
coordenadas. Estamos considerando un sistema de ongen O
en la interseccién de los ejes de la elipse; eje x en la direc-
ciénde A,A- ;ejeven ladireccion de By B:. ;Cémo es

A U
el tiangulo B,OF,7 ;Cudnto mide OF ;7 ;Cudnto mide
F,B, ? (Recuerden que la suma de las distancias de B; a F,
v de B, a F. debe ser 2a. v observen que ademds coinciden.)
Calculen b.

8. Tracen en un grafico el recténgulo y la elipse a escala.

9. Para el mismo valor de a, tomen un valor de b mavor
que el que tenian antes (pero siempre menor que a). Calcu-
len las coordenadas de los puntos andlogos a Ay, A, By, B,
F, v F. para la nueva elipse v grafiquenla.

10. Hagan lo mismo para un nuevo valor de b = a. (En
qué se transformé el rectangulo? ;Qué pasé con los focos’
iQué pasé con la elipse?

Ahora procedamos al revés, para buscar la ecuacién de la
elipse. Sabemos que la ecuacién de la circunferencia (con

centro en el origen) es

%=+ \ly'_‘ = al‘

donde a es el radio de la circunferencia. Parece razonable su-
poner que la elipse tendr4 una ecuacién también cuadrética
en x e y, con otros coeficientes que queremos hallar. Veamos

si esto es posible.
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11. Consideren la ecuacion
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(x-2)

{ )2 =
Ex?+Fy?=al, , B el
y reemplacen los valores de la coordenada de A, (es decir, f e) sy +{y vy =1
(a, 0)). ’ i - )
12. Obtengan ef valor de E. : f) (x- o) ly-y)=1
{ 4

13. Reemplacen en la ecuacién el valor de las coordena-
das de B,. Calculen el valor de F. Reemplacen los valores de
E'y F que obtuvieron, dividan la ecuacién por a?, y verifiquen
que hayan obrtenido la ecuacion general de la elipse con cen-
tro en el origen v ejes 2a y 2b, es decir,

M 2 I
il_ - %;__ =1 ! un cono. Supongamos que tenemos un sistema de coordena-
;i Jdasenelespacioy la recta generada por el vector (1, 1, 2).
z
14. ;Qué tienen de diferente dos elipses, una que tiene A
a > b yotra que tiene b > a? Justifiquen. | : =
2T,

15. Analicen, para las sigutentes circunterencias de radio &fg

Polimodal AZ. Matamatita @ A2 Buditlurs Futosapliar Iie oo e sholine
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Dijimos que fue Apolonio quien descubrié que cualquiera
Jde estas curvas se puede hallar como interseccién de un co-
no con un plano; por eso se llaman cénicas. Para analizar es-
to, en el caso de las elipses, veamos primero cémo obtener

L, cuél‘es su cencro. Grafiquenlas (salvo la del inciso f)). :
a) x-+y =1 L
b) (x=2)+yi=1 :
Qe (y-3) =1 >,
d) (x=2)r s (y-3) =] ~
&) (x+3) s (y+2)2=1

f) (.\' —.\’0)2 + (y _yc)l =1

16. Busquen los centros de las sigmentes elipses, de ejes 2
v 1, y gratiquenlas (salvo la del inciso f)).

21) L+yl:1

17. Si hacemos girar el vector alrededor del eje =, (es de-
cir, consideramos todos los vectores que forman con el eje z
el mismo dngulo), jen qué plano se encuentra siempre el ex-

x-2) (6 : ;
b) ( ) +yi=1 tremo del vector? ;Qué figura describe? ;Por qué?
4
: 18. Tomen otro vector, distinto del (1, 1, 2), que esté
C) X + (Y _3 =1 q
4 contentdo en la recra generada por &l y determinen, como

ances, en qué plano esté contenido el extremo del vector y
qué figura es la que describe al girar alrededor del eje =.

Ny
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hacemo< girar toda a recta alrededor del .

eje z, el lugar geomérrico de los puntos que es-
tan en cualguiera de las recras, en cualquiera
de sus posiciones, se llama superficie cdnca.
Un cono es la umén de la superficie cénica
con el interior de la misma {la superficie céni-
ca es el borde del cono. En las figuras, los bor-
des son curvas; en los cuerpos, los bordes son
superficies). Es como pensar en un cucurucho
de helado: el cucurucho seria parte de la su-
perficie cénica; el cucurucho mas el helado
que contiene serfan una parte del cono. En ge-
neral, se utiliza la palabra cono para referirse
también a la superficie cénica. Haremos esto
siempre que No provoque confusion.

La recra que hicimos girar, en cualquiera de
sus posiciones, se Hlama una generarnz del co-
no. Para este cono en parucular, su eje coinci-

Para figuras en general, nombramos
sus bordes (un rectangulo, un poligo-
no, etc.) v nos referimos a su perime-
tro cuando queremos calcular s lon-
artud de esta curve, o & su area cuan-
do queremos calcular la medida de ia
figura planz encerrada por esta cur-
va En el caso de le circunterencie,
Usamos nombres distintos pars la
curva (aircunferencia) v pars s figura
(circulo) En los demas casos, se use
ei mismo nombre pare Ia curve y para
iz houre Asy, por ejemplo, cuando
estamos hablande de iz eipse como
lugar geometrice, o de la ecuacion
de una elipse, estamos haciendo refe-
renciz a la curva. Cuando calcule-
mos el dreg nos referimos a la figura
encerradz por la elipse, aunaue wam-
pien iz iamamos elipse

de con el eje =. En general, el eje es la recta alreredor de la que

hacemos girar la generatriz para obtener el cono. El punto de
interseccion de las generatnices se llama véruce del cono.

——

19. Si hacemos la interseccién de la superficie comca -6

con un plano perpendicular a su eje, salvo el que pasa por el
vértice {que nos darfa un punto), ;qué curva obtenemos’

;Por qué?

Para analizar qué figuras se obuienen si ha-
cemos la interseccién con un plano que no es
perpendicular al eje, hagamos un corte longi-
tudinal del cono con un plano que contenga al
eje del cono. La interseccién de este plano con
la superficie cénica son dos generatrices.

Segiin que el dngulo que forman entre s las
dos generatrices sea agudo, recto u obtuso, el
cono se llama agudo, recto u obruso. En general,
hacemos los graficos con conos agudos, aunque
los resultados valen para cualquiera de ellos.

i

Si consideramos una lampara o Iinter-
ne con una panialia arcular, la zona
liuminadz por elis es un cono, cuve
vértice esta en el filamento de la lam-
para. St apuntamos la luz de la lampa-
ra o hnterna perpendicularmente so-
bre una pared, la zona que aparece
iluminada sobre la pared es un circulo
Esto es asi porgue la interseccion de
un cono con un piano perpendicular a
su eje es un circulo S1 modificamos I3
inclinacion de la fuente de luz, obten-
dremos otras figuras, que son las que
resultan de cortar un cono con un pla-
no en diferentes posiciones relativas

'
i

Comencemos con un plano perpendicular al eje del cono, |

que no pase por el vértice. que va sabemos que al cortar la su-
perficie cénica nos da una circunferencia. Si comenzamos a
inclinar el plano, mientras no llegue a hacerse paralelo a al-
guna generatriz. corta a la superficie cénica en una curva ce-
rrada. que es una elipse.

¥

Le eiipse como
interseccion oe

un cone y un planc

Si el plano es paralelo a una generatri:, sigue cortando en
una sola curva. pero la curva es abierta. El plano nunca lle-
ga a cortar a la generatriz que es paralela a él. La curva que
se obtiene es una pardbola.

Foltntidal A 7 Matemathas © A7 Fdilara Potscropiar 1hios es bn dalite

interseccion de

La parébola como

un cono y un plano
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Stseguimos inclinando el plano, cortard a la superficie c6-
nica en dos curvas (una de cada lado del vértice del cono) y
a una sola generatriz de cada lado del vértice. Las curvas que
se obtienen son las dos ramas de una hipérbola.

\

\

St seguimos inclinando el plano, cuando se haga paralelo
a la otra generatriz nuevamente corrard en una parabola, v
luego volverd a determunar elipses. hasta volver a ser perpen-
dicular al eje y cortar en una circunferencia.

Queremos ver que, realmente. al cortar una superficie ¢6-
nica con un plano que la corra de un solo lado del vértice del
cono y no es paralelo a la generarriz, {a interseccién es una
elipse. Detinimos anteriormente la elipse como el lugar geo-
métrico de los puntos tales que la suma de las distancias a dos
puntos fijos (llamados focos) es constante. Veamos cémo re-
lactonar esto.

20. Dibujen una estera cualquiera y un punto Q exterior.
Tracen desde Q dos rangentes a la esfera y llamen R v S a los
puntos de tangencia. ;Son iguales las distanctasde Qa R y
de Q a S7 Jusuifiquen.

Consideremos ahora las esferas C, y C, que son tangentes
al cono v al plano.

La hpérbola como
interseccion de

un cono v un plano.
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Llamemos F, al punto de tangencia del plano con Cy, v F,
al punto de tangencia del plano con C,. Tomemos un punto
P sobre la interseccion de la superticie cdnica con el plano
(que queremos ver que es una elipse) y analicemos.

Como P es un punto de la superficie cénica, P pertenece
a una generatriz, que llamamos g. Como C, es tangente al
cono, g es tangente a C,. Llamen A al punto en que ges ran-
gente a C,. Para C, vale un razonamiento andlogo. Llamen
B al punto en que g es tangente a Cs.

21. ;Son iguales la distancia de P a F, v la distancia de P

a A Por qué!

22. ;Cémo son la distancia de P a F, v la distancia de P a

B? ;Por qué?

23. La suma de las distancias de Pa F| y de P a F, coinci-
Je. entonces, con la longicud del segmento AB (conterudo
en g). Esta longurud, (depende del punto P? ;De qué depende!?

24. ;Podemos afirmar que, para todos los puntos de la in-
terseccién, la suma de las distancias a dos puntos tijos es cons-
tante! ;Podemos afirmar que la interseccidn es una elipse!?

Veamos ahora otra propiedad que obtuvo Apolonio a par-
tir de la interseccién de un cono con un plano que vale pa-
ra la elipse. Tomemos un punto cualquiérd P de la incersec-
cién del plano con la superficie ¢énica, y llamemos R a la
proveccién perpendicular del punto sobre la recta que con-
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tiené a los 1otos. ALY A son los puntos de la elipse que es-
t4n sobre esta recta. Entonces vale que

PR = k (AR - RA3),

donde k es una constante positiva. Haremos aqui una de-
mostracién para el caso particular de las circunferencias, en
que k =

25. Tracen una circunferencia v un didmetro; A v A, son
los extremos del didmertro. Eiyjan un punto P cualquiera de
la circunferencia v provéctenlo perpendicularmente sobre el
didmetro. Llamen R a la proyeccién. El tmiédngulo A,PA, es
un tridngulo rectdngulo recto en P. ;Por qué?

26. Demuestren que son semejantes los tnangulos RPA,
v PRA,.

27. Escriban la proporcién entre los lados de los tridngu-
los v obtengan la propiedad buscada.

Con esta propiedad, eligiendo adecuadamente los ejes de 4

un sistema de coordenadas cariesianas, es sencillo obtener
la ecuacién de la ehipse. Para ello consideremos una elipse
en el planc.

28. Elijan un sistema de coordenadas que tenga como eje
x la recta que pasa por F, v F,. Como eje v elijan la media-
triz del segmento F;F.. Tomen la escala de modo que las
coordenadas de A, sean (-a, 0). ;Cuales son las coordena-
das de A,

Propiedad de Apolonio
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29. Para un punto P de coordenada< (A y), llamen R a su
proveccién sobre el eje x. ;Cuéles son las coordenadas de R?

;Cudnto vale PR

1Ry RA:2, en

30. ;Cuanto valen, respectivamente,
funcién de x v de a?

31. Reemplacen estos valores en la ecuacién

PR = k (A,R - RA,J.

32. Operen sobre la ecuacién obtenida hasta escribirla de
la forma

s

ke
to
—

[\
B

o
)

;Cudnto vale b2? ;Es cierto que s1 k = 1, obtenemos la
{ { q

ecuacién de una circunferencia? ;Cudl es su radio?

Veamos ahora que si un punto F de coordenadas (x, v) ve- Q&
rifica la ecuacién . ’

5
x? y-
13

a- b’

entonces la suma de las distancias a dos puntos fijos (los fo-
cos) es constante. Para ello veamos qué es graficamente b, v
qué relacién hav entre a, b v las coordenadas de los focos. En
el siguiente grafico, marcamos las coordenadas de los puntos

Ay A, By v B

AY
B4
b

-a . a \ N
T > X
O /
A, Fq Fo Ao

-b

"‘l
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33. Prueben que esos puntos verifican la ecuacién de la
elipse. (Reemplacen sus coordenadas en la ecuacién y verifi-
quen que obtienen una identidad.)

34. Como los focos son simétricos respecto del origen del
sistema de coordenadas, y lo mismo vale para los puntos A |
¥ A, , ladistancia de A a F, coincide con la distancia de A,
a F,. Usando esto, ;cudnro vale la suma de las distancias de
A 2 los tocos, en funcién de a?

35. Usando otra vez la simetria v el valor que acaban
de hallar, ;jcudnto vale la distancia de B, a cada uno de los
focos!

By
36. Usando que el tnidngulo BOF, es rectangulo, si las
coordenadas de F, son (c, 0), ;cudnco vale ¢’

37. Calculen la distancia de un punto P de coordenadas
(x,y)aF, yaF,, respectivamente, sabiendo que P verifica la
ecuacion de la elipse. Sumen las distancias v verifiquen que
siempre da 2a.

Finalmente, observemos que, dada una elipse, siempre po-
demos encontrar un cono tal que su interseccidn con el pla-
no que contiene a la elipse es la elipse. Para ello, consideren
la elipse de eje mayor 2a, con sus focos en (~¢, 0) v (c, 0).

38. Graftiquen la elipse. Tracen en el mismo gréfico la rec-
ta x = -a, y la circunferencia de cencro (—¢, a — ¢) y radio
a — c. Tracen la rangente a la circunferencia desde el punto
(a, 0). Llamen V al punto de interseccién de la tangente tra-
-ada con la recta x = —a. El cono buscado es el que tiene el
vértice en V y como generatrices a las rectas que lo determi-
nan. Justifiquen esto, comparando con la estera C, que cos-
[rutmos anteriorrnente.

La situacidn que acabamos de resolver es algo asi como el
perro que se muerde la cola. Con la notacién utilizada, pro-
bamos que:
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LUGAR GEOMETRICO

1. St un punto P pertenece a la interseccién del plano (1)
con el cono, entonces la suma de las distancias de P a los
focos es constante (PF + PF = cte.).

2. St un punto P pertenece a la interseccion del plano (1)
con el cono, entonces verifica la relacién

PR = k(:\_ﬁ A ) (k constante positiva).

3. Si un punto P ventfica la relacién PR = k(A! R.R,'\z'),
entonces las coordenadas (x, v) de P sauistacen la ecuacién

SN %—= L (donde b* = k a2).

2l :

4. Si las coordenadas de un punro P sausracen la ecuacién
X+ 21_ =1, entonces lasuma de las distanctas de PR

al b:

los focos es PF, + PF: = 2a.

Donde
F ={(=<0
F,=(c,0)
b +ci=al

5. Siun punto P verifica PF ,+PF: = 1a, entonces existen
un cono v un plano N tales que P pertenece a la intersec-
ctén del plano () con el cono.

Si s6lo tomamos en cuenta los enunciados 1y 3, lo que
_hicimos fue probar la equivalencia

P pertenece a la intetseccion del plano (1)
con el cono < PF |+ PF: =cte,

con lo cual podemos usar cualquiera de los dos para defi-
nir la elipse.

Si analizamos los enunciados 2, 3, 4,y 3, podemos es-
cribir abreviadamente:



4 C‘

Pe cononn= ﬁ’{:=

x- y?

a

s [T

k(m E—A—_) = P verifica

+—=1= PF,-—PFv—ZazPeconomn

Entonces tenemos 4 enunciados (llamémoslos A, B, C,
D) entre los que probamos las siguientes implicaciones:

A=B=C=D= A.

39. Afirmamos que también C = B, puesC=D= A = B.
de donde B e C, es decir. B v C son equivaientes. ;Es cierto
que A, B, C v D son todos equivalentes entre si? ;For qué’

40. ;De cudntas maneras diferentes se puede definir uma
elipse” ;Cudl de ellas se acerca mas a la 1dea que ustedes ue-

nen de lo que es una elipse!’

ESTE ASIENTO SE VENDIO DOS VECES

Sistemas mixtos

En el apartado anterior trabajamos con propiedades geomé- 33
tricas para ver que la interseccidn de un cono con un planode

determinada mclinacion es una elipse.

Analicemos un poco més esto. pera
ahora con herramientas algebraicas.

Primero necesitamos la ecuaciéon de
una superficie cénica.

Pensemos en el cono que tiene su
vértice en el origen del sistema de coor-
denadas v como generatri: la recta ge-
nerada por el vector (1, 1. 2~42). Su
eje es el eje = (alrededor de ¢l hacemos
girar la recta para obtener el cono).
Analicemos qué circunferencias obte-
nemos al cortar la superficie c6nica con
planos paralelos al plano xy.

i

Cuando trabajamos, como en este €aso, con
curvas v las figuras gue determinan, pode-
mos hacerlo desae un punto de visia geomeé-
trico, que fue el que usaron los anegos. Por
ejemplo, cuando defimimos una curva como
lugar geométrico, cuando usamos propreda-
des de semejanza o congruencia de triangu-
fos, o cuando construimos ias figuras y anali-
zamos las posiciones relativas de sus elemen-
10s y de las medidas de estos. Pero también
podemos hacerio gesde un punto de vista al-
gebraico, trabajando con las ecuaciones y
operando con las exprestones aigebraicas
Cada uno de estos tratamientos tiene vents-
jas v desventajas. Cudl es la forma de trabajo
mas conventente en Cada Caso dependerd
det probiema que estemos estudiando y de
nuestras propias habilidades
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1. Para = = 2, tenemos el punto L

2
.

, 2) que al gi-

rar describe una circunferencia que tiene por radio el médu-

(]

lo de la proveccién del vector (-—2
2

~ ‘rq

2) sobre el plano

:Por qué?

2. Calculen el radio de la circunferencia. ;Qué relacién

tieneconz = 2!

3. Hagan o mismo paraz = 4 v paraz = 6.

4. Analicen si para otros planos de ecuacién : = k, el radio
de la circunferencia siempre es X .

2

5. Analicen si la ecuacién de la superficie cénica puede

"
ser x> + y> = [ 2] . (Hallen las intersecciones con planos
2
de la forma z = k.)
> -\
6. Hallen un corte longitudinal del cono x* + y- = (;)
asg

(es decir. su interseccién con el plano x = 0), busquen la
neratrices v calculen el dngulo que forman. ;Es un cono agu-

do’ ;Por qué?

Cuando cortamos este cono con planos perpendiculares a
su eje (que es el eje ), las circunferencias que obtenemos tie-
nen centro en dicho eje. Si tuviéramos un cono con el eje
inclinado o corrido, los centros de las circunferencias tam-
bién estarian corridos.

.
7. Hallen la interseccién del cono x- + 37 = (i)- con el
2

7 + 1 . .
plano z = ¥ ~__, y verifiquen que se obtiene una elipse.

A2

;Cuadl es su centro?

- PNUaR GER € TRICO——
i 1
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Hemos aprendido...

Un Jugar geométrico es un conjunto de puntos, del plano o del espacio, que ve-
rifican una determinada propiedad. La circunferencia es el lugar geométrico de los
puntos del plano que equidistan de un punto fijo llamado centro. La elipse es el |u-
gar geometrico de los puntos del plano tales que la suma de las distancias a dos
puntos fijos, llamados focos, es constante.

Si hacemos girar una recta que pasa por el origen alrededor del eje z, el lugar
geométrico de los puntos que estan en cualquiera de las rectas, en cualquiera de sus
posiciones, se llama superficie cénica. Un cono es la unidén de una superficie cdnica
con el interior de la misma (la superficie conica es el borde del cono). En general, se
utiliza la palabra cono para referirse también a la superficie cénica (haremos esto
siempre que no provoque confusion). La recta que hicimos girar, en cualquiera de
sus posiciones, se llama una generatriz del cono. Para este cono en particular, su eje
coincide con ef eje z. En general, el eje del cono es la recta alrededor de la que ha-
cemos girar la generatriz para obtenerlo, y puede no coincidir con el eje z. Ef pun-
to de interseccion de las generatrices se llama vértice del cono.

Las cdnicas llevan ese nombre genérico porgque todas ellas pueden obtenerse co-
mo intersecciones de un cono {en realidad, de la superficie cdnica) con un plano que
no pasa por el vértice. Si el plano es perpendicular al eje del cono, la interseccion es
una circunferencia. Si inclinamos el plano, mientras no llegue a hacerse paralelo a
alguna generatriz, corta la superficie cdnica en una curva cerrada, gue es una elip-
se. Si el plano es paralelo a una generatriz, sigue cortando en una sola curva, pero
la curva es abierta. El plano nunca llega a cortar la generatriz que es paralela a él.
La curva que se obtiene es una parabola. Si seguimos inclinando el plano, cortara la
superficie cdnica en dos curvas (una de cada lado del vértice del cono) y una sola
generatriz de cada lado del vértice. Las curvas que se obtienen son las dos ramas de
una hipérbola.

Para el caso particular de la elipse, aungue puede hacerse algo analogo para
cualquiera de las cdnicas, vimos la siguiente secuencia de propiedades: partiendo de
la elipse como interseccién de un cono con un plano, si tomamos un punto cual-
quiera P de la elipse, llamamos R a la proyeccion perpendicuiar de P sobre la recta
que contiene a los focos, y llamamos A, y A, a los puntos de la elipse que estan so-
bre esta recta, vale que

donde k es una constante positiva.
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De esto se dedujo que las coordenadas del punto P verifican la ecuacién general
de la elipse con centro en el origen y ejes 2a y 2b, es decir

{
!LG-\R GEO\.(ETRKCO- - -

y2
b2

X2

a?

=1

Luego mostramos que si las coordenadas de un punto verifican esta ecuacion, la
suma de las distancias a dos puntos fijos es constante. Finalmente, probamos que,
dada una elipse, siempre podemos encontrar un cono tal que su interseccion con el
plano que contiene a la elipse es |a elipse.

De esta secuencia se puede deducir que cualquiera de ias propiedades involucra-
das sirve para definir la elipse, ya que todas ellas son equivalentes (podemos llegar
de una a otra, en cualquier sentido, con implicaciones demostradas).

Llamamos centro de la elipse al punto de interseccion de sus ejes.

La elipse con centro en el origen, de ecuacion general

x2 y?

a? b2

=1

corta al eje x en los puntos de coordenadas (-a, 0) y (3, 0); al eje y en los puntos de
coordenadas (0, -b) y (0, b); y sus focos estan sobre ei eje x, en los pumos de coor-
denadas (—, 0) v (¢, 0), donde ¢ + b? = aZ. -

. .. (X'Xo)2 (Y‘YO)Z
Una elipse de ecuacidn *
- a? b2
que la anterior, pero esta trasladada segun el vector (Xg: Yo)» que ademas son las
coordenadas del centro de la elipse.

=1, tiene la misma forma
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resolver...

P odemos

1. Deduzcan algebraicamente la ecuacién de la elipse con focos
F,=(4,0yF,=(40),

sabiendo que la suma de las distancias de un punto a los focos es 10. Para ello sigan
los pasos que indicamos a continuacion.

AY

Llamen (x, y) a las coordenadas de un pun-
to cualquiers P de la elipse y planteen la
ecuacion, en coordenadas, ﬁ%- EFT: 10.
(Recuerden que para hallar la distancia entre
dos puntos conociendo sus coordenadas hay
gue usar el teorema de Pitdgoras.)

a) Eleven“ambos miembros de la ecua-
cion al cuadrado. Despejen {dejen de un
solo lado de la ecuacién) el término que i
quedo con raices cuadradas.

b) Eleven nuevamente al cuadrado y resuelvan todo lo que se pueda para llegar
a la ecuacion general.

2. Una elipse con centro en el origen tiene un foco en (6, 0) y pasa por el pun-
io (0, 5). ¢ Alcanzan estos datos para determinar lz elipse? Si aicanzan, hallen su
ecuacion.

3. Una elipse con centro en el origen y ejes sobre los ejes del sistema de coorde-
nadas corta la circunferencia de centro (0, 0) y radio 5 en los puntos (5, 0) y (-5, 0).

a) ;Sobre qué recta pueden estar los focos de Ia elipse?

b) Para cada una de las respuestas del item anterior, ;cudl de los parametros de
la ecuacion general estd determinado (a, b, 0 ambos)? ’

¢) Si pedimos ademas que b < 5, ;sobre qué recta estan los focos de ia elipse?
¢{Por qué?

d) Si la elipse también es tangente a la circunferencia de centro (0, 0) y radio 3,
¢cudl es su ecuacion?

4. En cuadntos puntos distintos pueden cortarse dos elipses...?
a) Si tienen el mismo centro.

b) Si tienen centros distintos.

Ejemplifiquen cada caso graficamente.

Poltmnd sl A7 MatemMica € A 2 Fditeva Fotog opiat hbeos es un delito

T R R T T e =R e e

"
(1}

Vel

y e

Polimadal A.Z Matematica © A 2 Editora FAISEShIRT IHHE

5. Dado el siguiente grafico:

a) Hallen la ecuacion de la elipse.

b) ¢ Cudles son las coordenadas de B, y B,?

¢) ¢Cuanto vale la suma de las distacias de un punto P de la elipse a cada uno de
los focos?

B4

Fy=

6. Analicen.
a) Si dos elipses tienen el mismo centro y un foco comun, ;son iguales? ;Por qué?
b) ;Y si ademas pasan las dos por un mismo punto? Justifiquen.

7. Justifiquen geomeétricamente (por ejemplo, construyendo) que siempre es po-
sibie hallar un vaior de k, para que la recta y = x + k sea tangente (toque en un so-
lo punto) a la elipse X2 _ Y* _ 1. Hallen el valor de k.

3 2

8. Consideren la superfice conica 3x2 + 2y? = 22,

a) ; Qué curva se obtiene haciendo la interseccién con el plano z =y + 1? (Com-
pleten cuadrados en y.)

b) ;Cual es su centro? ; Cuéles son sus ejes?
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Relacionando...

Los problemas cldsicos y las cénicas

La cuadratura del circulo, la triseccién del dngulo y la duplicacion del cubo son
tres problemas planteados en la Grecia antigua y se conocen como “problemas cla-
sicos”. Su origen parece ser religioso.

Cuenta la historia que los griegos consultaron ef ordculo del dios Apolo en Del-
fos para saber qué hacer a fin de superar una plaga. Como respuesta, el oraculo les
indicd que construyeran un altar con la misma forma que el existente pero con el
doble de volumen. El problema se reducia, entonces, a construir un cubo con el do-
ble de volumen que otro cubo conocido (duplicacion del cubo).

Duplicacién del cubo

.

El problema de la triseccién dei dngulo pide haliar, dado un &ngulo cualquiera,
otro que mida su tercera parte. El de la cuadratura del circulo pide hallar, dado un
circulo, un cuadrado que tenga la misma area.

Los griegos debian resolver estos problemas utilizando séio la regla (no gradua-
da) y el compas, que eran los instrumentos que permitian dibujar las curvas mas per-
fectas (rectas y circunferencias).

Posteriormente, y durante siglos, los matematicos buscaron sin éxito construccio-
nes con regla y compas que permitieran resolver alguno de estos problemas. Pero
fue recién en el siglo XVl cuando se probd que ninguno de ellos se podia resolver
con regla y compaés.

65
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Claro que, durante todo ese tiempo, también se buscaron otras maneras de re-
solver estos problemas. Incluso los mismos griegos intentaron con métodos alterna-
tivos. En esta busqueda construyeron o encontraron nuevas curvas. Asi, por gjem-
plo, la parabola fue hallada por Menecmo, quien la utilizé para resolver el proble-
ma de fa duplicacion del cubo.

Las cénicas y las simetrias

En la circunferencia, el centro C es centro de simetria. £s decir, todo punto de la cir-
cunferencia va a parar, por una simetria de centro C, a otro punto de fa circunferen-
cia. Ademas, cualquier recta que pase por C es eje se simetria de la circunferencia.

En la elipse y en la hipérbola, solo hay 2 ejes de simetria (las rectas que contie-
nen a los ejes). El punto de interseccion de los ejes de simetria es centro de simetria
(y se lo llama centro de la elipse y de la hipérbola, respectivamente).

/

N
\
¢

’

La parabola tiene un dnico eje de simetria (que es el eje de la parabola) y no tie-
ne centro.
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. C . La pardbola es el lugar geométrico de los puntos tales que «é
UANDO LOS NUMEROS HABLAN... la distancia a un punto fijo, llamado foco, es igual a fa dis-  °
tancia a una recta fija, [lamada directriz. La propiedad de
Andlisis de las fo’rmulas Apolonio aqui varia, porque la pardbola tiene un solo foco.
El mismo trabajo que hicimos con la elipse se puede hacer gg 3. Si proyectamos un punto P de la pardbola perpendicu-

con la-pardbola y con la hipérbola. larmente sobre la recta que contiene el foco y el vértice, va-

La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos tales que e que
la diferencia de las distancias a dos puncos fijos, llamados fo-
cos, es constante. La propiedad de Apolonio es la misma, 56-
lo que la ubicacién de los focos y los puntos A y A, estd in-
vertida respecto de las posiciones que ocupan en la elipse.

Fﬁl = k-AR (donde A es el vérrice).

;
i
i
!
i

Escriban la ecuacién de la pardbola en funcidn de k, po-
niendo el eje x en el eje de simetria de la pardbola v el eje v
perpendicular a éste por el vérrice.

Consideremos que si proyectamos un punto P de la hipér-

. : L P
bola perpendicularmente sobre la recta que contiene a los fo- i
3 3
cos, vale que i i I —
— —_— i f
PR = k (AR RA,). :
313 A .
3 K
. . . . 31 R
1. Escriban la ecuacidn de la hipérbola en funcion de a v 3 3
b (Counsideren a y b de acuerdo a lo indicado en el grafico si- PR
. 2 2 . . . - o g
guiente), b~ = k a”. ;Qué relacién hav entre a, b v ¢, si los fo- . ?
cos estdn en los puntos (¢, C) y (=, 0)? 33
R Propiedad de Apolonio.
g 1z
N “ 4
< g« ., 12 -\
. 3 13 4, Hallen la interseccién del cono x” + y* = [ 2| conel
£l . A
ol plano z = 2 y + 1; vy verifiquen que es una parabola. ;Cudn-
\ b 5 to vale k para la pardbola que obtuvieron?
! a ! i
] i
A \ <
"N

X

'

:

:

X

;

i

+

,

.

:

:

:

:

:

L.

¥

o

5. Prueben que ninguna de las curvas obtenidas es tun-
a cién, pensando x como la variable independiente (abcisa).

6. ;Cudl de ellas si seria funcién st tomaran como variable
independiente la otra? Justifiquen.

Hipérbola de semiejes a y 0.

G i
o e e

2. Hallen la incerseccién del cono x* + y* = (i)-con el S ) P Y
7 - 7. Hallen, en cada caso, dos functones cuya unién dé to-
plano y = 2; y verifiquen que es una hipérbola. L‘(fua’nto va- f_; . da la curva. I
len a, b y ¢ para la hipérbola que obtuvieron? ;Cusles son sus :5_: ;
ejes de simetria’ -_% :
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Parabola YA 5
. 5ol AR
I lemos aprendido... PRe kAR
. yZ =k x
U?a h/perbo.la es el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la dife- y=2 A >
- rencia de fas distancias a dos puntos fijos, llamados focos, es constante. Una pard- sepx R X
bol.?. es el lugar geométrico de los puntos del plano tales gue su distancia a un pun- 2p=k
to fijo llamado foco es igual a su distancia a una recta fija llamada directriz.

_ Parala elipse. la hipérbola y la parabola, las propiedades de Apolonio y las ecua-
ciones son las siguientes. . . S :
g Cuando tenemos un punto en el espacio, podemos determinar su ubicacién utili-
zando coordenadas cartesianas (x, y, z); coordenadas esféricas (r, ¢, 8); o coordena-

das cilindricas (r, ¢, 2). Las relaciones entre las diferentes coordenadas se pueden es-

Elipse A H L
— AY 03 cribir como
— ik
PR'= k (AR -RA,) f 5| 5
3|3 2.,.y2 .52
M r = yX° + +Z
y?=k(a+x) (a-x i il X / =
X2 y? -1 ]: :3 § : ® = arcotg (Y—}
2 3 X
al b AT / b l‘ a ) A2 g 3
\ > i z z
b%=a’k ,‘ R Tx HE 8 = arcos (F)
~ ’ 7 -
' ef® X=rsen B cos @
‘ g % : : ’/
2; y=rsen 8 sen ¢
Hipérbola =13 z=rcos &
PR = k(A1R~RAz) #:
2 _ b
y =k(x+a)(x-a) ™ ;?/,/ £ Si ademas el punto esta sobre la esfera terrestre, podemos dar sus coordenadas
x2 y? \\\ A e geograficas, es decir, su latitud y su longitud. Si tenemos las coordenadas esféricas
2% g / de un punto sobre la esfera, $ determina la longitud y 8 la latitud.
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Cuando hacemos girar una curva {o recta) alrededor de un eje, obtenemos una
superficie que llamamos superficie de revolucidn. La unién de una superficie de re-
volucién con su interior es un séfido de revolucién, por ejemplo, la esfera, el para—

boloide circular, etcétera.
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Podemos resolver...

1. Deduzcan algebraicamente la ecuacion de la hipérbola con focos Fi=(5 0y
F, = (5, 0), sabiendo que la diferencia de las distancias de un punto a los focos es 8.

N P
. ]
\\\ | )
F2 | / Fy
- ’ \\

i
!
|
|

Liamen (x; y) a las coordenadas d_e_un punto cualquiera P de la hipérbola y plan-
teen la ecuacion, en coordenadas, PF, -~ PF, = 8. Sigan los pasos del ejercicio 1 (pa-
gina 170) del "Podemos resolver...” del apartado anterior.

2. Una hipérbola con centro en el origen tiene un foco en (6, 0) y pasa por el pun-
to (4, 0). ;Alcanzan estos datos para determinar la hipérbola? Si alcanzan, halien su

ecuacion.

3. Una hipérbola con centro en el origen y ejes sobre los ejes del sistema de coorde-
nadas corta a la circunferencia de centro (0, 0) y radio 5 en los puntos (5, 0) y (-5, 0).

a) (Sobre qué recta pueden estar los focos de la hipérbola?

b) ;Cuél de los pardmetros de la ecuacién general esta determinado (a, b, 0 ambos)?

¢) Comparen con el ejercicio 3 (pagina 170) del “Podemos resolver...” del aparta-
do anterior.

4. ;En cuantos puntos distintos pueden cortarse dos hipérbolas...?
a) Si tienen el mismo centro.

b) Sitienen centros distintos.

Ejemplifiquen cada caso graficamente.
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5. ¢En cuéntos puntos distintos pueden cortarse dos parabolas...?
a) Si tienen sus ejes paralelos.

b) Si tienen sus ejes perpendiculares.

Ejemplifiquen cada caso graficamente.

6. Analicen.

a) Si dos hipérbolas tienen el mismo centro y un foco comun, ;son iguales?
(Por qué?

b) ¢Y si ademas pasan las dos por un mismo punto? Justifiguen.

7. Analicen.
a) Si dos parabolas tienen el mismo eje y el foco comun, ;son iguales? ; Por qué?
b) ;Y si ademas pasan las dos por un mismo punto? Justifiquen.

8. Justifiguen geométricamente (por ejemplo, construyendo) que siempre es po-
sible hallar un valor de k para que la recta y = x + k sea tangente (toque en un so-

;2
fo punto) a la hipérbola x2 _ Y7 _ 4 Hallen el valor de k.
a2 b2

9. Resueivan.

a) El punto P tiene coordenadas cartesianas [—1__- —1__- —— ;. Hallen sus coorde-
nadas cilindricas y esféricas. Grafiquenlo. V313 3

b) Representen la esfera terrestre en un sistema de ejes cartesianos, haciendo
coincidir el plano xy con el plano del Ecuador, con el semieje z* pasando por el po-
lo Norte y el semieje x* pasando por el meridiano de Greenwich. Supongan gue el
radio de la Tierra mide 6.300 km. Consideren una ciudad ubicada en las coordena-

das cartesianas (5390 ’ 6300 ,

~3 \3

1)

6390 ) icudles son sus coordenadas geograficas?
A3
10. Hallen la ecuacion de la parabola que tiene su vértice en el punto V= (3,0) y
su foco en el punto F = (5, 0). ;Cual es la ecuacion de la directriz?

11. ;Qué curva se obtiene al intersectar la superficie cénica (2x)? +y* = z° con el
plano z =y + 17 Justifiquen.

N
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| Capitulo 12

[Ad
Conicas '
Geometria
en el plano Los antiguos griegos, particularmente Euclides, Arquimedes y Eratdstenes, se destacaron en el

estudio de la geometria. Algunos de ellos se inleresaron por las curvas quie se obienian al cortar
con planos una superficie conica: pardbolas, elipses e bipérholas, y descubrieron muchas de sus
propiedades fundameniales. Fstas curcas, lamadas conicas, se pueden definir como lugares
geométricos. Se wtthzan como modelos de situaciones de la realidad, como, por ejemplo, las
arbitas de saidlites y plancelas y las trayectorias de méviles, en el diserio de reflectores
parvabdlicos, y en plantas y estriicturas arqueitectonicas

Una pardbola es el grdfico de una
funcién cuadrdtica. En este capitulo
daremos una definicién geométrica.

262

& Situacion 1: el faro de un automovil \
\

Liste es el esquema del corte transversal del faro de un automévil. Enel
intetior def faro hay una lamparita; todos los rayos que parten de ella se re-
flejan al llegar a la supetficic curva, y salen Tormando un haz luminoso de
rayos paralelos. )

a| ;Qué caracteristicas tiene la forma de este faro, que le permile tenc
esta importanie propiedad de ieflexion?

T

El faro tiene la forma de una superficie parabélica. Este tipo de su-
perficie se genera al rotar una paribola alrededor de su eje. Por lo tanlo,
el conte transversal del faro puede representarse con una pardbola.

Una superficie parabdlica se caracteriza por la siguiente propiedad: si
ubicamos una fuente luminosa en un punto “especial” llamado foco, los -
yos provenientes de la fuente se reflejan paralelamente al eje de simetria,
Reciprocamente, todos los rayos que inciden paralelos al eje se concentran
en ¢l foco.

S———
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b| :Cémo se puede dibujar el corte del faro “punto por punto™
Para dibujar la parabola, primero debemos dar su definicién como lu-
gar geométrico:

L

; Una pardbola es el lugar geométrico de los puntos del plano que
111 equidistan de un punto fijo, llamado foco, y de una recta fija, llamada

E't directriz.

-

La siguiente construccion geométrica permite dibujar una pardbola
“‘punto por punto”, dados su foco T y su directriz d:

1. Trazar la recta perpendicular a d, que pasa por I llamarla e

2. Trazar una recta m, paralela a la directriz, del lado del foco

3. Con un compds, tomar la distancia entre las rectas d y m.

4. Trazar una circunferencia con centio en F y radio igual a Lt distancia
anterior, Senalar los puntos de interseccién entre la circunferencia y fa rec-
ta m.

5. Repetir los pasos 2 al 4, considerando cada vez una recia distinta, my,
m,, my..., paralela a la directriz.

Los diserios parabdlicos son utilizados
en el campo de las comunicaciones, en
radares y sonares, y también para la
emision y recepcion de comunicaciones
satelitales.

- - A3 ;/ ) N y

mym;m;

263



Como podemos obscrvar en la figwa 4 de la pagina anterior, senalamos

uit punto P en la grifica si y solo si su distangn a la recta d es igual a su
distancia al punto T Esto se debe a que fa medida del radio de i circunle-
rencia trazada con centro en I es igual a la distancia entie fas rectas my

¢| En un sistema de coordenadas se representd ol esquema del faro del
automdvil, mediante una pasibola cuyo foco cs ¢ punto de coordenadas
(3;0), y cuya directriz ¢s la recta de ccuacion x = -3, Queremos determinar
una ccuacion que sea cumplida por todos los puntos de esta pardbola, y
solamente por ellos,

4 _y.,_/__ . . d y
1k f{ /P;L; Nk

1y -

kY
.
Rt

lF=(3:0 £ ] -

Dado un punto P = (x;y), P es cquidistante de farecto d oy del punio 1

<> Dist(d) = Dist(, 1)
& x4 3= \/(—,\5"_;_"}?)'1"{ '(y'“_,_({')i

Elevando al cuadraco:

= (x+ 3 =(x -3+ (y - 0)
Desartollando los hinomios:

& XPHFOx+9=x"-0x19+yl
Cancelando y reagrapando:

& Ok Ox = y?

< 2x =y’

J
<> X = Y
12
Luego, fa ecuacion de la pacibola de foco F = (300 y directiiz x = =3
)
os: X = =
12

€D En un sistema de coordenadas:

- Sefialar el foco y la directriz, dibujar “punto por punto”y luego hallar la ecuacién
de las siguientes pardbolas:

- Con foco F = (—4;0) y directriz x = 4.

- Con foco F = (0;3) y directrizy = 3.

- Con foco F = (0;-2) y directrizy = 2.

+ {En qué se parecen los grdficos y las ecuaciones obtenidas? ;En qué se diferen-
dan?

264

Cada una de las circunferencias que se
trazan en la construccion, salvo la que
determina el vértice de la pardbola, coria
en dos puntos a la recta m. Se serialan
asf dos puntos de la pardbola, uno a
cada lado de la recta e, que resulta set,
entonces, el eje de simetria.

La distancia entre Py d es igual a la
distancio entre los nimeros reales
X y-3,es decir:

Dist(Pd) = |x - (-3)} = |x + 3]

1
Por ejemplo, P = ( 32) pertenece a esta

pardbola, porque ’ 2
dbola, porque — = ——.
3 12
En cambio, O = (2;5) no pertencce a esta
_’l
pardbola, porque 2 = -- -
I

- Matematie i
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Ecuacion de la parabola

En la situacién 1 hemos encontrado la ecuacion de una paribola parti-
cular, con foco F = (3,0) y directriz x = -3.

Para ncontrar la ecuacién general de una pardbola P, se puede ele-
gir el sistema de coordenadas, de manera que el vértice tenga coordena-
das V = (0;,0), y que el eje de simetria coincida con alguno de los ejes de
coordenadas:

Esta eleccién del sistema de

(=8

S 5 T N S N O O

coordenadas permite obtener la

ecuacién mds simple.

=
x
n
]
-]
1
|
|
1
|
|
|
!

I Si el eje de simetria es el eje x, el foco F = (p;0) y la directriz x = -p, donde

p €N = 0,la ecugcién de Pes: x = —:z—
p
Ip|es la distapcia entre el vértice y el foco o entre el vértice y la directriz.

Porque: ; P (P P La distancia entre Py d es iqual a la
P=(y) e <> Dis(Pd) = Dist(RF) distancia entre los nimeros reales

s |x+pl= J(X - P oty - 0) Xy -p, es decir:
Dist(Rd) = |x - (-p})]| = |x + p|

Elevando al cuadrado:
(x+p)Y=(x-p)l+(y-0)

=
[
I

Desarrollando los binomios:

& X2+ 2px+pl=xt-2px+pity?

F

Cancelando y reagrupando:
< 2px + 2px =y?
<> /1px = yz

_ Y
< Xy

I

d d «Sip > 0, el foco estd a la derecha de la

directriz y la pardbola tiene sus ramas
hacia la derecha.
' «Sip <0, el foco estd ala izquierda de la

directriz y la pardbola tiene sus ramas

F F hacia la izquierda.
AN
AN
ecuacién

yl

S

© Estrada - Matematica |.
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I Si el eje de simelria es el eje y, el foco F = (O;pfi y la directriz x = -p, donde
2
pEMN =0, laecuacién de Tes: y = —:—— )
p

Ip| es la distancia entre el vértice y el foco, y entre el vértice y la ditectyiz.

La demostracion es similar al caso anterior:

d

d

ecuacion

p>0 2 p<0
y= i
Por ejemplo:
* Si se quiere hallar ko ecuacion de T pariabola con 17 = (=500 y directriz

yZ

X = 5 la ecuacion serd x = —— La distancia del foco al vénice Vo= (.M
in

s 5; luego, [pl =5 Como debe ser p < 0, porque Lt paribola tiene Tas ta-
mas hacia la izquicrda, resulta p = =S Lucgo, la ecuacion es:

» Para hallar el Toco y la directriz de Ta pardbola de ccuacion y = 2x%
1 . . . .
T T 2; luego, p = T La paribola ticne sus ramas hacia arriba, porque
<

P > 0; luego,

. . |
y la directriz es la recta y = - r
¢

J
'
\

€D Dadas las siguientes parabolas

L X = y Py = —4x2 Pyr-12x=y? :
! 10 -

;- se pide:

i

* Determinar sus ejes de simetrfa, focos y directrices.
- Graficarlas en un sistema de coordenadas cartesianas.

(2] {Verdadero o falso? Justificar la respuesta.

2
*larectay = 0 es el eje de simetria de 1a pardbola de ecvacién x = );3 :

+ La pardbola de ecuacién —4y = x tiene foco F = {—1;0) y directrizy = 1,

266

Q
F=(-5,0

*Sip >0, elfocoestd arriba de la
directriz y la pardbola tiene concavidad
positiva (ramas hacia arriba).
*Sip <0, el foco estd debajo de la
directriz y la pardbola tiene concavidad
negativa (ramas hacia abajo).
\‘\ Ay d
\ #
I
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Elipse

& Situacion 2: planos y bévedas

a| Los siguientes dibujos son los planos arquitectonicos correspondien-
tes a dos iglesias construidas durante los siglos XVIT 'y XVHI:

“Santa Marfa Magdalena’ en Karlovy “San Andrés del Quirinal’en Roma
Vary (Checoslovaquia). (ltalia).
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JQué tienen en comun ambos diseiios?

Podemos observar que los dos sectores C(tnll’.\k‘ﬁ tiecnen forma de elip-
se. Tl uso de esta curva es caracleristico de la'a rquitectura barroca. Enomu-
chas construcciones de los siglos XVIT y XVIII, la elipse aparcce como for-
ma bisica o como punto de partida para fa creacion de formas mids com-
plejas.

Una elipse es una curva que posee dos cjes de simetrfa, como muestra
el esquema de la derecha.

In una circunferencia, todos los didmetros ticnen igual longitud. n
cambio, en la elipse, la fongitud AA" es mayor que la longitud BB Por eso,
una planta eliptica permite lograr un cspacio con una componente longi-
tudinal, que no poseen las plantas circulares.

b| Observamos el corte transversal de un salon cuya baveda tiene pro-
picdades actsticas particulares:

Un sonido enitido desde el punto Fy se refleja de manera que una per-
sona puede escucharlo con mucha claridad desde F,, como si se hubiera
utilizado un microfono, y reciprocamente. En realidad, si dos personas es-
tin ubicadas, respectivamente, en Fyy £, y hablan, pucden escucharse cla-
ramente, aungue no estén cerca. Este efecto ¢s conocido como “murnutdio
de auditorio™.

Qué formt debe tener fa boveda del techo del salon paia poscer la
propiedad actstica senalada?

El corte transversal de la boveda tiene forma eliptica (en realidad, de
un arco de elipse). El efecto “murmullo de auditorio” se debe a las propic-
dades de reflexién de la elipse. Todas fas ondlas sonoras (o fuminosas) que
parten del punto Ty se reflejan en la elipse hacia T, y reciprocamente. Los
puntos Fy y F, reciben el nombre de focos de fa clipse

c] :Como se puede realizar el dibujo de una planta o de una hoveda
eliptica?

Es muy ficil dibujar una elipse, con un trazo continuo, si se siguen es-
tos pasos:

268

O es el punto de interseccidn de los ejes
de simetria de la elipse; se denomina
centro.

Los puntos A, A', By B' son los puntos de
interseccién de la elipse con los ejes de
simetria; se denominan vértices.

El segmento AA’ se denomina eje mayor
de la elipse.

El segmento BB’ se denomina eje menor
de la elipse.

O e v
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1. En una hoja de papel, apoyada, por ejenlplo, sobre una plancha de
corcho, determinar dos puntos fijos: F; y F, (se pueden utilizar chinches

para sefialarlos).

2. Tomar un hilo de mayor longitud que la distancia entre ¥, y T,. Fijar "

un extremo en F, y, el otro, en F,.

3. Tensar el hilo con la punta de un lipiz y deslizarlo para dibujar la

curva sobre el papel.

Podemos observar que la suma de las distancias de cualquicr punto de
la curva a F, y F, es constante, e igual a la longitud del hilo utilizado. Es-
ta construccién estd basada en la definicién de elipse como lugar geomé-

trico: ‘

e*”’!

1
f

i"m i’ A

i

rpadﬁ (ocos,

u:m e

‘;ﬁ* ’Llna ellpse eg el Iugar geométnco de Ios puntos del plano cuya suma de
[as a dqs um
}u

g copstante. _
Pl ST

wiis ,.\.‘ga A RGN R

También es posible dibujar una elipse “punto por punto”, dados sus fo-

cos Fyy Fy

1. Trazar un segmento AB, cuya longitud sea mayor que la distancia

entre Fy vy [,

2, Seqalar un punto C en el segmento AB, distinto de los extremos.
3. Trazar una circunferencia con centro en Fy, y radio igual a la medida

del segmento AC.

4. Trazar una circunferencia con centro en F,, y radio igual a la medida

del segmento CB. SenALlr los puntos de interseccién de ambas circunferen-

cias.

5. Repetir los pasos 2 a 4, considerando cada vez un punto C diferente.

.
()

0

2]

[

L
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I

Al realizar el procedimiento descripto, senalamos un punto en la grifi-
ca si y solo si su distancia a F, es igual a la metﬁd:\ de AC, y su distancia
a I, es igual a la medida de CB. Luego, un punto pertencee a fa grdlica si
y solo si la suma de sus distancias a Ty y T, es igual a fa suma de las me-
didas de AC y CB, que es la medida del segmento AB. '

-

i

m_

[

d] Una planta arquitectonica se representa mediante la elipse 7 con fo-
cos Fy = (=3,0) y F, = (3;0), y suma constante igual a 10. Queremos deter-
minar una ecuacion que sea cumplida por todos los puntos de esta clipse,
, y solamente por ellos.

-

Dado un punto P = (x;y), P pentenece a 4
< DisPE) + DistP ) = 10
<> J(x + 32k (y - ) + J(X =32 +(y -0 =10
& Jix e Dyl 210~ Jix =3 4 y2

Elevando al cuadrado y desarrollando:

= X OX 9 Fyh = 100 - 20 JC\( — 32 4yl b xt o Gx Ot y?
Cancelando y reagrupando:

T 1
Multiplicando por —:
4

-~ .- . . -

@ 5 f(x -3 vyl =725 3

Elevando al cuadrado:

25(x2 = 06X + 9 + y2) = (25 - 150x + Ox?
25x% — 150x + 225 4 25y% = 625 - 150x + 9x?
10x2 + 25y = 400

16x? 25yt
.'A

¢ 8

8
it
i e ]
[ |

| 400 400 )
)9 x2 y2 - !
\l > < + 7 = |, que es i ccuacion buscada. é ; l
|
]
_ Herdtadlon -
; _ s
. N . n
€ bada la elipse de focos Fy=(0;8) yF, = (0;--8),y suma cons- - Dibujarla "punto por punlo” & wl
tahte 20, se pide: - Hallar su ecuacion. i o
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Ecuacion de la elipse
!

En la situacién 2 encontramos la ecuacion de una clipse particular, con
focos en los puntos de coordenadas (=3;0) y (3;0), y suma constante igual
a 10.

Para encontrar la ecuacién general de una elipse E, se puede elegir ¢l
sistema de coordenadas, de manera que el centro de la elipse tenga coor-
denadas C = (0;0) y que los ejes de simetria coincidan con los ejes x ¢ y.

[ { \H Sl el eje mayor de la elipse estd ubicado sobre el eje x, los focos tienen

? coordenadas I‘L (—c,o) y F=(c0)y la suma constantees 2af{a,cEN > 0;a> ¢),
i l\*"q}ﬁv\ i " ' yz ,( 3 i
b jit.

" 'i,’ﬁii’ﬁ% i (dg de

1, dopde b’ =a’-c’.Enestecasoesa>b.

‘+——--

Zes"
i

Porque:
=(x;y) € E < Disi(PF) + DisUPF,) =

Esta eleccidn del sistema de coordenadas
permite obtener la ecuacién mds simple.

Los puntos A= (-a,0)y A’ = (a;0) son los
vértices de la elipse.

El eje mayor tiene longitud 2a.

Los puntos B = (0;b) y B’ = (0;-b) son los
extremos del eje menor de la elipse, que
tiene longitud 2b.

La distancia entre los focos, o distancia
focal es 2c.

< \[(x+<:)2+(y—0)2 +\/(x—c)’-+(y*0)3 = 2a

=3 (X+ D2+ y2 =2 - Jix - O + y2

Elevando al cuadrado:

= x2t2xtcityl=dudodaf(x - 4yl o+ xdo2x+ byl

Cancelando y reagrupando:

& fafJx =2 + y? = 4a? - dex

Multiplicando por 1
4

& afx -2+ yr =at-x

FElevando al cuadrado:

= al(x? - 2cx + A+ y?) = at - 2a2ex + X2
< ax? - 2a%cx + alc? + afy? = at - 2afex + ox?

Cancelando y reagrupando:
< (@ - DX+ aty? = adad - o)

Comoa>c¢c y a>0,¢>0, entonces, a2 — ¢ > 0. Llamando b? = a2 — ¢?, resulta:

2 2
X
b2 + aty2=a2? e X+ Lo
a2 h?
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I Si el eje mayor de la elipse estd ubicado sobre eligje y, los focos tienen

coordenadas F, = (0;c) y F, = (0,~¢) y la suma constante es
x.! 2

2b (b,c € N > 0;b > c), la ecuacion de Les: —;- 4 —Z}— = 1,donde
a

a?=b?-c’. Enestecasoesa<b.

La demostracion es similar a la del caso anterior.

-a

Por ejemplo:

« Se quiere hallar [a ecuacion de la clipse de focos son: Ty = (=+/3.0),
F, = (/3 ;0) y eje mayor de longitud 4.

Se trata de una elipse con [ocos sobre ¢l eje x. Como cf cje mayor tic-

ne longitud 4, es 2a = 4; entonces, a = 2.
Comoc= A3 yht=a2—c?resulla: b2 =22 - (f3)2=4-3=1.

2 P
. . X :
Entonces, la ecuacion buscada es: —+ —yl-— = 1.
i
« Encontrar los focos, vértices, longitudes de los ejes y distancia Tocal
: o x! y?
de la elipse de ecuacion + 7 =

Como a2 =8y b2 = 12, resulta: a = 8 y b = J12; entonces, a < b. Se
trata de una elipse con sus focos ubicados sobre ¢l eje y de coordenadas.

Como a2 =h? - ¢? ¢2=h?-a?=12-8 =4 Enlonces, ¢ = 2y los fo-
cos son: Ty = (0;2) y F, = (0;-2).

Los vértices son: A’ = (=/8,0), A = (8;0), B = (0:4/12) y B' = (0;-412)

El eje mayor tiene longitud 2b = 2412, y ¢l eje menor tiene longitud

21 = 24/8.

La distancia focal es 2c =2 - 2 = 4.

2 2 2
X y ¥ y

i 144 16 "9 25

se pide:
- Determinar sus focos, vértices, longitudes de los ejes y distancias focales.
+ Graficarlas en un sistema de coordenadas cartesianas.
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Los puntos B = (0;b) y 8' = (0,-b) son los
vértices de la elipse. El eje mayor, tiene
longitud 2b.

Los puntos A = (-a;0) y A" = (a;0) son los
extremos del eje menor de la elipse, que
tiene longitud 2a.

La distancia focal es 2c.

IE/ .
2 o— DU N o
_mﬁ/;' T~
T‘jQ?f IREY, B
"‘_‘--,...____‘____,..-«/ -
N 24 1 ) DS [
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[

Uity }
Q Un a mesa tlene contorno ellptlco y sus dlmensiones son las siguientes:

i pgltud de} je mayor 3,50 metms
W p,L.‘oiiglt d qeiz e menor 1, 45 metros, i
[f-D vfeyrplnar a ecuacidn dela ellpse. ity
; ’ [(‘ |izay dn gr fico 3 escala de la mesa en un sistema de coordenadas cartesia-
!napeya que ;ma unidad en ambos ejes represente 25 centimetros.

B f_es el corle transversal de uq saléq en un sistema de coordenadas. Su béveda
; Iéri for a ‘eliptich: - {

e
IR |5
b
¥ AN S
Tl | T
SN N
\
0 oW
o e I L B A
j § _Jf oY "\ lh. Al 5 - -]
1 e A
'7‘ "’, Ty | R '} ] S ET, #_'ﬂ_
li" v ; ,’ ,.,‘. ! -~\ \5 “3"3ﬁ’!“ Gr‘ﬁ'ﬂ%;.‘“'ﬁ(f‘u‘

| t: ngqlendo en cuenta lag dimenslones del saldn, dar las coordenadas de las posi-
1) (!3[1 ) g] qgg debg{lan ubigarse dps pe[sona; para poder escucharse mutuamente
rm mullo de audltoﬂo LA

ﬁj&hﬂg er,..vd: : BRI L

Hipérbola

P P

& Situacién 3: un sistema de radionavegacion

El capitdn de un barco que estd navegando recibe dos senales de radio
enviadas al mismo tiempo por dos estaciones emisoras, cuya posicion es
conocida, ubicadas a 80 millas de distancia una de otra. Ambas senales via-
jan a una velocidad de 0,2 millas por microsegundo.

a| La senal de la radioestacién F se registra, en el instrumental de na-
vegacion del barco, 350 microsegundos antes que la sefal proveniente de
la radioestacién F,. Con estos datos, jpuede el capitin determinar la posi-
cién de su barco?

radioestacién Fy radioestacién F,

Y —
‘\//
80 millas

Se trata de dejerminar el punto P donde estd ubicado el barco.

e v oiing i

Un micrasegunda (us) es la millonésima
parte de un sequndo, es decir,
1

J s = ————-'5
1000000
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Multiplicando la velocidad de las seiales por la diferencia de tiempo de
.

arribo, el capitian obtiene fa diferencia entre la (liS‘llnCi:l del baveo a la ra-

dioestacion T, y la distancia del barco a la radioestacion Fy. Es decir:

mblas 350 ps = 70 millas
fis

Dis(PF,) - Dist(Pl,) = 0,2

Veamos por qué: Ta velocidad de a senal de radio proveniente de la es-
tacion Fy se puede caleular como el cociente entre by distancia que separa
al harco de la estacion Iy, y ¢l tiempo que tarda dicha seaal en viajar de fa
estacion al barco desde que Tue emitida

. DisUPF)
Entonces, v, = —2 U de donde resulia
|
- L omilla
Dist(PI) = vy« 1y = 0,2 550y
s

De fa.misma manera, fa velocidad de Taseaal de radio provenicnte de
la estacion T, se puede caleular como el cocicnte entie Ja distancia que se-
para al harco de la estacion F,, y el tiempo que tarda dicha seial en viajar
de fa estacion al harco desde que fue emitida,

. dist(PIF
Entonces, v, = —Lt—l—‘i)-—, de donde resulise
2
. . . millas
DIsWPE) = v, o 1, = 0,2 0y,

s

Luego,

. . . } millas - millas millas
DIStPF,) = DistP ) = 0,2 —2— 1, - 0,2 ~22 =02 208, )
is (s 1"s

Como se sabe que las sciales se registraron en el instrumental del bar-
co con una diferencia de 350 ps, es 4, — (= 350 pis, y, entonees:

Dist(P 1) = Dist(PF) = 0,2 —'l‘;l'-'i— « 350 s = 70 millas
S

Con los datos obtenidos, ¢l capitin sabe que en el momento de regis-
trarse las sehiales su barco se encuentra ubicado en un punto P, tal que la
difercncia entre la distancia de P a la radiocstacion F, y la distancia de P
ala radioestacion Fy es de 70 millas.

Yamos a representar en un grilico a escala 0,5 ¢m = 10 millas, algunas
de las posibles posiciones del barco. En Ta siguicenie tabla las hemos regis-
trado a paitir de as distancias on millas a Tas racdioestaciones:

Punto Dis(P,F,) Dis((P,F,) Dist(P,F,) — Dist(P,F))
P, 120 50 120 - 50 = 70
P; 110 40 110 - 40 = 70
Py 100 30 100 = 30 =70
P, 80 10 80— 10 = 70
Py 75 5 759 - 5=170

274

Dist(P,F,}: distancia entre el barco y la
estacion F,.
Dist(P,F,): distancia entre el barcoy la
estacion F,.

v,:velocidad de la serial de la estacion F,.
t

t, tiempo que tarda en registrarse en el
barco la serial proveniente de la

estacion F,.

v, velocidad de la serial de la estacion T,

t, tiempo que tarda en registrarse en el
barco la serial proveniente de la
estacion F,.

Como el capitdn recibié primero la senal
de la radioestacion A, sabe que estd mds
cerca de esta que de la radioestacion B.

En cada renglén de la tabla ubicamos
posibles distancias del punto P,aF,ya
F,. de manera que

Dist(P,F,) ~ Dist(P,F,} = 70
Para determinarlas, fijamos un valor
parala distancia entre P,y F,, y
calculamos, luego, la distancia entre P,y
Fy haciendo Dist(P,F,) = Dist(P,F,) - 70.
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Para representar, por ejemplo, los puntos glle estin a 120 mittas de dis-
tancia de F,, y a 50 millas de distancia de F,, construimos una circunteren-
cia con centro en F,, cuya medida de radio sea 12 cm, y una circunferen-
cia con centro en Fy, cuya medida de madio sea 5 em. Lainterseccion de
ambas circunferencias permite obtener dos puntos P, y P, que verifican to
pedido:

En general, podemos trazar pares de circunferencias, una con centro en
Iy, y otra con centro en 1), de manera que la diferencia de las medidas de
los radios sea 3,5 cm, y que la circunferencia de radio mayor sea la centra-
da en T, (dado que el barco estd mds proximo a Fy). Los puntos de inter-
seccion de ambas representan posibles ubicaciones del harco.

Si representamos todas las posibles ubicaciones P del barco, tales que
Dist(P,Fy) — Dist(P,F;) = 70 millas, obtenemos esta curva;

Con los datos de las radiosenales, el piloto sabe que su barco se en-
cuentra en algin punto de esta curva, pero no puede determinar la posi-
cion del mismo.

b Si L senal de la radioestacion Fy se registra, en el instrumental de
navegacion del barco, 350 microsegundos antes que L senal proveniente
de la radioestacion Fy, ¢qué grifico se obticne al representar todas las po-
sibles ubicaciones P del barco?

Con un razonamiento similar al mostrado en a, el capitin concluye que
su barco se encuentra ubicado en un punto W, tal que la diferencia entie
la distancia de W a la radioestacion F; y la distancia de W a la radioesta-
cién F, es de 70 millas.

Las posibles posiciones del barco quedan
representadas por puntos del grdfico.

La curva obtenida es simétrica respecto
de la recta que pasa por F, y F,.

Como ahora el capitdn recibié primero la
sefal de la radioestacion F,, sabe que
estd mds cerca de esta que de la
radioestacion F,.
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t leM.

En el grifico, representamos algunas ul)ic;\cioncs posibles del barco:
i
w, W
Wy e
| . .
| Wy .
I .
Fy Py
LR i e R i *---®
Wy
.
We
L]
w, .
W .
8
Wy

Como en el caso anterior, trazando pates de circunferencias, una con
centro en Fiy olra con centro en Fy, de manera que la diferencia de la me-
dida de los radios sea 3,5 cm y que la de mayor radio sca la circunferen-

mnctaprn

cia centrada en Fy (dado que en esta ocasion el barco se encuentra mis

cerca de Fp), quedan determinadas geométricamente las posibles ubicacio-
nes del barco.

RS

Si representamos todas Jas posibles ubicaciones W del barco, tales que
Dist(W,F)) - Dist(W,FF;) = 70 millas, obtenemos fa siguiente curva:

[

La curva oblenida es simétrica a la

obtenida en el caso anterior respecto de
la mediatriz del segmento F,F,.

¢| ¢Qué curva se obtiene al representar todas las posibles ubicaciones
del barco si el capitin recibe las sefales de las radioestaciones Fy y T, con
; una diferencia de 350 ps, pero no puede distinguir a qué radioestacion per-
tenece cada una? ;Qué caracteristicas tiene? ;Como se puede constiuir v
“punto por punto™?

J
1

En este caso, el capitin sabe que su barco se encuentia situado en un
punto P ubicado sobre la curva siguiente:

[
L S L T
| I N N B N e F N M " e W.

La curva posee dos ejes de simetria: la

1
L

recta que pasa por F, y F,, y la mediatriz
del segmento F,F,.

| AR,

| n |
T
, q
i £
B '
Porque: Sino se puede distinguir cudl es la 3 . ;
* Si la primera sefal detectada en el instrumental del barco proviene — radiosenal que arriba antes, solo se sabe i .
de la radioestacion Fy, la situacion es la descripta en a. que el punto P estd ubicado sobre la § !
En este caso, Dist(P,F,)) — Dist(P,FF)) = 70, y el punto P estd en la rama  unidn de las curvas obtenidas en ay b. 3 - .
izquierda de la curva. 0 | '
'
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I
* Si la primera sefal proviene de la radioestacion F,, la situacién es la
descripta en b. Luego, Dist(P,F;) — Dist(P,F;)) = 70, y ¢l punto P estd en la
rama derecha de la curva.

A
A\

Entohces, sin poder distinguir cudl es la radiosenal que arriba antes, sa-
bemos que:
Dist(P,F;) - Dist(P,F)) = 70 o Dist(P,F,) - Dist(P,F,) = 70
que es equivalente a:
Dist(PF,) — Dist(P,F,) = 70 o Dist(P,F,) — Dist(PF,) = =70
Lo anterior puede resumirse diciendo que, si el punto P representa la
posicién del barco, el valor absoluto de la diferencia de la distancia del
harco a la radioestacion T, y la distancia del barco a la radioestacion Ty es
de 70 millas, es decir:
IDist(P,F,) — Dist(P,F| = 70
La curva obtenida al representar todos los puntos P que cumplen con
la condicién anterior se denomina hipérbola.

l ; 3’Una hipérbola es el lugar geométricq de los puntos del plano cuyo valor
oy p.bso_lutql de la diferenclg de las distancias a dos puntos fijos llamados focos

.

5 PR

. I Y
Lomd sedindtdaa

yefconstante. iy (o g )

VSR IV SRR s len e b

| eje
transversal

La recta que pasa por los focos se
denomina eje focal de la hipérbola.
Los puntos V, y V, son los puntos de
interseccién de la hipérbola con el eje

'
.
'
'
v
t
'
[
'
'
[
'
)
]
4

_________ R Y eje focal focal. Se denominan vértices.
0 F2 La mediatriz del segmento que une los
. focos se denomina eje transversal.
‘
[ 1
En la figura, podemos observar que: Los puntos F, y F,, que en este caso
¢ Una hipérbola es una curva formada por dos ramas. representan las posiciones de las dos

* O, el punto de interseccién de los ejes de simetiia, es un centro de  radioestaciones, se denominan focos.
simetria. Se denomina centro de la hipérbola.

Para construir una hipérbola “punto por punto”, dados sus focos F; y
F,, tendremos en cuenta su definicién como lugar geomélirico (ver desarro-
llo en pégina siguiente):

__ L. Trazar un segmento AB, cuya longitud sea menor que L distancia
F\F,.

2. Sefalar un punto C sobre lu recta, a la derecha de B.

3. Trazar una circunferencia con centro Fy y radio igual a la medida del
segmento AC. "

4. Trazar una circunferencia con centro en F, y radio igual a la medida
del segmento BC. Sefialar los puntos de interseccion de ambas circunferen-
cias.
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5. Trazar la circunferencia con centro Fy y radio igual a la medida del
scgmento BC i

0. lrazar la circunferencia con centro F, y radio igual a la medida del
segmento AC. Sefalar los puntos de interseccion de ambas circunferencias.

7. Repetir los pasos 2 a 6, considerando cada vez un punto € diferente.

]
1) (2]
A B A B C
| } | —
- * - . . L]
Fy F, Fy Fa i F,
(3] o (5]
A B C A B C
- 4 — — f
v
e T A
L] * L) . - .
Fy F, ! Fy Fy Fy
\\_/ o L) /)/
/
(6] Q
t
L]
Fy
/. \
A« \
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En el procedimiento anterior, sefalamos un punto en la grilica si y so-
lo si'su distancia a F; es igual a la medida de AC, y su distancia a F, es
igual a la medida de BC, o bien si su distancia a F, es igual a la medida de
BC,y %y distancia a F, es igual a la medida de AC. Luego, un punto perte-
nece a la gréifica si y solo si el valor absoluto de la diferencia de sus dis-
tancias a F, y F, es igual a la diferencly de las medidas de AC y BC, que
es la medida del segmento AB.

d| (Queda determinada la posicion del barco, si el capitan recibe, ade-
mds del primer par de seqales, dos seiales emitidas por otras dos radioes-
taciones, W, y W,, y sabe, entonces, que su barco estd ubicado también
sobre un punto de la rama de otra hipérbola?

En la parte a comprobamos que con el primer par de sefales, prove-
nientes de las radioestaciones F, y F,, se determina una rama de hipérbo-
la que contiene la posicion del barco. Al repetir el procedimiento con las
sefiales que emiten las radioestaciones W, y W,, queda determinada una
rama de otra hipérbola que también contiene la posicidn del barco. Luego,
el punto de interseccién de ambas curvas representa la localizacion real del
barco. Si hubiera mds de un punto de interseccién, ¢l navegante debe in-
terpretar, a partir del conocimiento de la ubicacién aproximada del barco,
cudl corresponde a su posicién.

12 determinaclén 292 determinacién ubicacién del barco

e| En el esquema de la derecha se representaron las posibles ubicacio-
nes de un barco, mediante la hipérbola 74 cuyos focos son los puntos de
coordenadas (-5;0) y (5;0), y cuyo valor absoluto de la diferencia de dis-
tancias a los mismos es 4. Se quiere determinar una ecuacion que cumpla
todos los puntos de esta hipérbola, y solamente ellos.

Dado un punto P = (x;y), P pertenece a 3. ol
< |Dist(P,F)) - Dist(P,F)] = 4
@ |J&x+52 + @y -02 - Jx+52 +(y~02|=4

Este sistema de radionavegacion,
descripto aqui en forma simplificada,
emplea hipérbolas para la
determinacidn precisa de posiciones. Es
conocido como Sistema Loran, y puede
ser utilizado por navegantes maritimos y
aéreos en las zonas de cobertura, donde
se encuentran ubicados los pares de
radioestaciones terrestres.

_—
iV!“<|
|
i
T
b
i
|
T
P

Elevando al cuadrado:
. ™\2
= ( x+9 4yt = Y-+ y?) =16

AN

Desarrollando, cancelando términos y reagrupando: o e el R
<> ~2\/(x +5)7% + y2 . \/(x -5% + y2 = —2x% - 2y2 — 34
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Elevando nuevamente al cuadrado: L;
= 4(x2+ 10x + 25 + y2UKZ — 10x + 25 + y2) = (=2x% - 2y? - 34)?

Desarrollando, cancelando términos y reagrupando:
& 330x2 — 04 y2 = 1344

330x? O4y?

1346~ 1344
X2 y2
<> - = |, que es la ecuacion buscada.
4 21

_Elercitation

€@ Una hipérbola G tiene focos Fy = (0;5) y F, = (0;-5).El valor absoluto de la di-
ferencia de distancias a los focos es 4.

- Representaria gréficamente “punto por punto”

- Encontrar su ecuacién. jEn qué se diferencia de la ecuacién de a hipérbola 44
de la situacién 3, punto e?

Ecuacion de la hipérbola

En la situacion 3 hallamos la ecuacion de una hipéibola particular, con
focos en los puntos de coordenadas (=5,0) y (5;0), y valor absoluto de la
diferencia de las distancias a aquellos igual a 4.

Para encontrar la ecuacion general de una hipéibola 7 se puede elegir
el sistema de coordenadas, de manera que el centro de ta hipéibola ten-
ga coordenadas C = (0,0), y que los cjes de simetria coincidan con los ejes
Xey.

I Si el eje focal de la hipérbola estd ubicado sobre el eje x, los focos tienen
coordenadas F, = (-¢;0), F, = (¢;0) y el valor absoluto de la diferencia de las
distancias es 2a (a,c € R > 0; a < ¢), entonces, la ecuacién de 7{es:

——%——{’;—= 1,donde b? = 2 - a2
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Por ejemplo, P = (-4; J63) pertenece a
esta hipérbola, porque
1

42 6y _,

4 21
En cambio, Q = (3;5) no pertenece a 9,
3? 5?
orque —— — = 1.
pora 4 21

Esta eleccion del sistema de
coordenadas permite obtener la
ecuacion mds simple.

Los puntos A = (-a;0)y A’ = (a,0) son los
vértices de la hipérbola.

La distancia entre los focos, o distancia
focal, es 2c.

Las rectas de ecuaciones

b b
y=75xe y=—a—x50nllamadas

asintotas. No forman parte de la
hipérbola, solo sirven de ayuda para su
dibujo.

|
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Porque P = (x;y) e H <« |Dist(PF,) - Dist(P,F,)| = 2a
< N(x + 2 + (y-02 - Jx-c2 + (y-02]|=2

\

Elevando al cuadrado:

= (J(x + O +y2 ~ Jx-0? +y2 )2= 4a?

Desarrollando, cancelando términos y reagrupando:

| Aad J(x+c)2+y2-J(x—c)z+y2=—2;12+x3+y1+c-’

Elevando nuevamente al cuadrado:

= (x4 2x + P yH(xE - 2ex + 2 Ay = (202 + xE o+ yR 4 e?)?

Desarrollando, cancelando términos y reagrupando:

< (c2-ahx?-aly? = a¥(c? - ad)

Comoc>a y c>0,a>0,entonces, ¢? —a%> 0. Llamando b? = ¢* — a4

, < b2 - aty? = al?

2 2
R A
a? 12
l Si el eje focal de la hipérbola estd ubicado sobre el eje y, los focos tienen

coordenadas F, = (0;c), F, = (0;-c) y el valor absoluto de la diferencia de las
distancias es 2a (a,c € N > 0; a < c), entonces, la ecuacién de Hes:

yJ

a?

-

xz) = 1,donde b? = ¢ - a%.

La demostracién es similar a la del caso anterior.

vertices.

a

© Estrada — Matematica l.

La distancia focal es 2c.
Las rectas de ecuaciones

Los puntos A= (0;a) y A" = (0;~a) son los

y=pxe y=——Z—xson las asintotas.
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Por ejemplo: .
* Se quiere hallar la ecuacion de la hipérhrl\a de focos Ty = (=30,
Fy = (3;0), y vérlices V, = (=2,0) y V, = (2,0):

LHILH | RERNEH

- _V5
y=-3x Y’—j"

Y
b

s ¥

.
.

Se trata de una hipéibola con focos sobre ¢l eje x. La ccuacion serd, en-
tonces,
XZ Y;Z
Tal bt

«

Sesabe que c=3ya=2
Como b? = ¢2 — a2 resulta: b2 = 32 - 22 =5

X2 2
Entonces, la ecuacion buscada es: T T ]
i
* Encontrar los focos, véitices, distancia focal y asintotas de la hipérbo-
2 .2
. X
la de ecuacion —— — =1
9 27
2

h

———=1],conat=9yht=27,

Como la ecuacion es de la forma —= ™
a- )]

se sabe gue se trata de una hipéibolia cuyos focos estan ubicados sobre ¢l

cjey.

B 4
. b
3 _ 3
= - =X ==z X
y\ V27 f V27
o4 e | | -
S b J P"’PH/N
Np ol T
1 i
13 vor (TR PR 8T T e 5] %
] Vi
s | gl
”." |4 -1-‘_-“‘-.... o
T Tie, T4
2 x2
XX
9 7
Prevrited

Como h? = ¢ — a%, entonces, ¢2 = a2 + bt =9 + 27 = 306,

Luego, 4= 9 =3, b = J27yce= \/5_6=().
Entonces, los focos son Fy = (0:6) y F, = (0,-6). La distancia focal es
2+ 6 =12. Los vértices son V, = (0;3) y V, = (0;-3).
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3

Como b? = 5, resulta b = /5 ; entonces,
las asintotas son las rectas de ecuaciones

Js

5
= X € Y= X,
Y 2 Y 2

Las asintotas son las rectas de

3 3
ecuacionesy = ———x e y = - ———X.
J27 J27

a

1
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Ejercitacion

e s
MR T
1{nsr]35§m q oordena s del corte t:ransversalde un
‘es na d la, 1a que contiene al vértice

5 3
‘y-—z—x € y=f72—x.

O estas, sabe que, en un determinado ins-
U 3 1 a Ja radioestacién A y a la radioesta-

ol

Secciones conicas

¢ Situacion 4: las luces

a| En una habitacién hay una lampara con una pantalla cilindrica, con
su pie articulado, ubicada cerca de una pared. Al encenderla, se puede ob-
servar sobre la pared la proyeccién de curvas luminosas, que cambian al
mover la posicién de la limpara.
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(Qué [orma tienen estas curvas? ]

Como la pantalla tiene forma cilindrica, los rayos de fuz que emergen
de la lamparita, al quedar comprendidos entre los dos bordes citealares de
la pantalla, forman dos conos unidos por ¢l vértice. Esta superficie lumino-
sa queda “cortada” por el plano de la pared, porque la Fimpara esti cerea
de esta, y asi se pueden observar las distintas secciones.

hipérbola parabola elipse

Al seccionar esta superficie conica con ¢l plano de la pared, se puede
obtener una hipérbola, una pardbola o una clipse, dependiendo de la in-
clinacion de los rayos que emergen.

b En el caso anterior, vimos que hipébolas, paribolas y elipses puc-

den obtenerse comao proyeceion de los cortes de conos de luz con el pla-
no de la pared. ;Qué otras catacletisticas comunes se pucden seialar?

* Cuando se ubican fuentes Tuminosas en los focos, los rayos cmergen
les se comportan con propiedades patticulaires. Por cjemplo:

- Se dispone una Eimina reflectora en forma de elipse v se ubica una
lamparita en Ta posicion de uno de Tos focos. Aistando un rayo de luz en
un ambicnte oscuro, podemos obscervar que el rayo se rceflej en fa Eimina
y pasi por el olro focao,

- Si se expone un espejo parabolico w los rayos del sol (que se pueden
considerar patalelos), podemos compiobar que todos los tayos reflejados
pasan por un punto: ¢l foco de Ta paribola. Reciprocamente, siose ubica
una Limpara en el lugar del foco, los rayos que emanan se reflejan en el
espejo y dan lugar a un haz de rayos paralelos. (s el caso det faro de un
automaovil.)
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Es posible pasar con continuidad de una
curva a otra, es decir, ver como la
hipérbola se “transforma”en una
pardbola, y la pardbola en una elipse,
con solo mover la posicion de la
lampara.

Los focos son puntos fijos especiales que
intervienen en la definicion de las ties
curvas como lugares geometricos.

espejo parabdlico ——

e e e di

© Estrada - Matematica i,
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- En un espejo hiperbdlico, un rayo de luz emitido ™~
desde el llamado foco “real” se refleja sobre la super- o
ficie, de manera que su prolongacién pasa por el foco R
“virtual®, dando la sensacién de que proviene de este. - -
Asi, los rayos reflejados resultan divergentes y abarcan 5
un campo de iluminacién mayor que en el caso de un }
espejo parabdlico, aunque de menor intensidad. 2 -

foco real

* También podemos encontrar otra caracteristica -7 \.\
. T e . . . espejo
comin considerando las ecuaciones de estas curvas, . hiperbolico
ubicadas en un sistema de coordenadas cartesianas, -7
estudiadas en las situaciones 1, 2 y 3:

Curva Ecuacion
2 2
P X
Parabola =X ox=2
4p 4p
2 2
. X
Ellpse ~2— + —y—z— = |
a b
2 2 2 2
- X y . y X
Hipéihola —_— -t =1 0 - =
P a? I? al I

Todas son ecuaciones de segundo grado con variables x e y

Ejercitacidn

ey Doblarel papel de modo que un punto de la circunferencia se superponga con P
' Con este plegado,se determina una recta t.Repetir el procedlmuento de plegado, por

1 Sl . . oy i "
) :igllzar ] plggado anterior ubicando el punto P fuera de la circunferendia. ;Qué
Ufya's¢ gbtiene como enyolvente dg lqs rectas?

L Doplqr e| papel de modo que un punto de la recta d se superponga con P. Asf se
Y ‘w g‘huna ;an petlF el proceq!n)ie[l ode plegado por fo menos 15 veces.

ViR M

Rl
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Qué son las secciones conicas f;

Los antiguos griegos (300 anos 4 C) fucron los primeros en descubrir
que pardbolas, clipses ¢ hipctholas pueden obtenetse cortando una super-
ficie canica con planos de distinta inclinacion

Una superficie conica estd formada por dos conos circulines rectos
unidos por ¢l véitice, con un ¢je comin y extendidos mfinitimente en di-
reccion opuesta al vértice.

Cada uno de los conos que forman a superflicie conica se denomina
hoja.

Se denomina generatriz a cualquicr recta que pase por un punto de fa
superlicie conica y ¢l véitice.

generatrices

4——— vértice

Siose corta una superficie conica con un plano inclinado, de mancera
que:

* corle a una sola de as hojas y a todas las generatrices, se obticne una
clipse;

* sca paralelo a una generatriz, se obticne una paribola;

» catle a las dos hojas sin pasar por ¢l véitice, se obtiene una hipér-
bola.

286

Por este motivo, pardbolas, elipses e
hipérbolas reciben el nombre genérico
de conicas.

La demostracion formal de estas
aflirmaciones permite relacionar
pardbolas, elipses e hipérbolas como
secciones conicas con sus definiciones
comao lugares geomélricos. Es conocida
como teorema de Dandelin.

‘BN

E.da —-ema-. - ‘ -
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Las propiedades de reflexién de rayos luminosos y sonoros emergentes
de los focos de las cénicas, conocidas como propiedades focales, resul-
tan muy importantes en relacion con las aplicaciones que surgen de ellas
y constituyen otra caracteristica comun.

Desde el punto de vista analitico, pardbolas, elipses e hipérholas pue-
den representarse mediante una ecuacioén general de segundo grado en las
variables x e y:

Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ly + I =0
con A, B, C, D, E y F nimeros reales, y A, By C no nulos a la vez. Por
ejemplo:
e X2 2 . ~ ‘
* La ecuacion == + Y =1, que corresponde a una elipse, es equiva-
i
lente a 1 ]
7x2+—-—y2—] = ()
i 2
Entonces, es un caso particular de la ecuacién anterior, donde:

lCl

== C==B=D=E=0yF=-1
/], 2’ y

s La ecuacién x = -2y?, que corresponde a una paribola, es equivalen-
tea2y2+x=0.

Se puede obtener a partir de la ecuacion general, tomando:

A=B=D=F=0 C=2 D=1
o x2 y? "
* La ecuacién 5 g " 1, que corresponde a una hipérbola, es

equivalente a 1 1
—x2——y2-1=0
T

La ecuacién de una elipse
2 )
X .
—+ _y_2 = 1,siesa=b,resulta
a b
equivalente a x?> + y? = a?, que es la
ecuacién de una circunferencia de centro

(0;0) y radio a.

La ecuacion (x-3)? + {y + 1)? = 4, que
corresponde a una circunferencia de
centro (3,;-1) y radio 2, es equivalente a
X2 4 y? - 6x + 2y + 6 = 0y también se
puede obtener a partir de la ecuacién
general, tomando:

A=C=1, B=0, D=-6, E=2, F=6.

9
. . L. 1
L Se puede obtener a pattir de la ecuacién general con A = X C=- M
0
B=D=E=0yF=-1
I En general, el conjunto de puntos del plano de coordenadas (x;y), que

cumplen con la ecuacion Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F=0—con A, B,C,D,Ey
F nameros reales; A, By C no nulos a la vez— es una seccién cénica.

—

Ejercitacion
l -
. ]
-
U l
P
B
(]
B 7 : ‘ g - X2 +yi=9
2
L1 i o '!p‘a‘rﬁbola,elipseohipérbola.
l 5 oo respopden en la pcuacién general a es-
L. 0 L et ks '
i
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0 El siguiente es el esquema de un corte transversal de un espejo parabélico en un siste-
ma de coordenadas cartesianas:

30 cm

-

10 am

» Hallar fa ecuacidn de 1a pardbola.
* Determinar la distancia del vértice al foco F.

€ Determinar las ecuaciones de las siguientes elipses:
* (y:con vértices A = (-7;0), A" = (7,0), B =(0;11), B' =(0;-11).
* (- con focos Fy = (7;0), F, = (~7,0) y 12 longitud del eje menor, 6.
« i con focos Fy = (=5;0) y F, = (5;0) y la fongitud del eje menor es 2 deta longitud
3
del eje mayor.

La érbita de la Tierra alrededor del Sol es una elipse, con el Sol ubicado en uno de los fo-
cos.El eje mayor de la drbita mide 297 millones de kildmetros y la excentricidad ese = 0,017.

- Hallar 1a ecuacién de la drbita.

+ {Cudl es fa longitud del eje menor?

« Graficar la drbita.

« Hallar la minima y la maxima distancia de la Tierra al Sol.

0 La hipérbola 7/ tiene centro C = (0;0).Uno de sus vértices esV = (6,0) y pasa por el pun-
to P = (12;V192).Se pide:

» Determinar la ecuacién de 77,

- Hallar las ecuaciones de las asintotas.

- Graficar la hipérbola y sus asintotas; sefialar focos y vértices.

© Por el extremo de un tubo horizontal de 1,5 m de largo, ubicado a 3 m de altura, sale un
chorro de agua. El chorro describe una curva parabdlica con vértice en el extremo del tubo.
Determinar la distandia d.(Sugerencia: ubicar la pardbola en un sistema de coordenadas car-
tesianas tal que el vértice tenga coordenadas (0;0).)

288

Dada una elipse de ecuacién
XZ y7 .
— + ——= 1, cona> b, se denomina
a

excentricidad de la elipse al cociente

e=—g—, dondec=Ja? - b?.

s
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@ El arco de un puente tiene forma de semielipse, cuya longitud del eje mayor es de 75
metros. Su altura mdxima es de 25 metros. Determinar la altura de dos columnas verticales
situadas, cada una, a 20 metros del centro del puente.

© - Dada la hipérbola 7(de ecuacién x oy 1, ¢existe alguna elipse E cuyos focos
9 16

sean los vértices de| 4,y dos de cuyos vértices sean los focos de 7/ En caso afirmativo, es-
aribir 1a ecuacién de Ey graficar, en un mismo sistema de coordenadas, €y ¥{ En caso ne-
gativo, justificar la respuesta.

- Dada la elipse ‘E de ecuacién RS N 1, jexiste alguna hipérbola 7/ cuyos focos
25 36

sean los vértices de £ ubicados sobre el eje y, y cuyos vértices sean los focos de ‘£? En caso
afirmativo, dar la ecuacion de 7{y graficar £y #{en un mismo sistema de coordenadas. En
caso negativo, justificar la respuesta.

O unarco parabélico tiene una altura de 6 my un ancho de 4 m en su base. Si el vértice de
la pardbola estd en la parte superior del arco, ja qué altura del piso el arco tiene 2 m de an-
cho?

9 Determinar la ecuacidn de una hipérbola #{sabiendo que su centro es el punto de coor-

denadas (0;0), la distancia focal es 245 y una de sus asintotas es la rectay = 2x.

@ Mediante el sistema de radionavegacién Loran, el capitén de un barco en navegacion sa-
be que el punto que representa la posicién de su barco en un sistema de coordenadas carte-

sianas pertenece a la rama de la hipérbola 9{]:).‘3_ _ ¥y 1,que pasa por P = (3;0),y a
9 25

la rama de la hipérbola 74:y2 — R 1, que pasa por Q = (0;1).
4

* Representar, en un sistema de coordenadas cartesianas, las hipérbolas 74 y 74.
« Indicar en e) gréfico 1a posicidn de las estaciones radioemisoras. Dar sus coordenadas.
» Determinar gréfica y analiticamente las coordenadas de la posicién del barco.
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La Nocién de Cdnica en la ducacion Polimodal

ANEXO 111

PROBLEMA DE LA HISTORIA
TRABAJO DE 1LOS ALUMNOS
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1.- Sean R y R dos rectas del plano perpendiculares en o, d una distancia
fijay 4 y B dos puntos de las rectas R y R respectivamente tales que

AB=d . Si I es un punto fijo cualquiera de 4B ;Cual es el conjunto de
puntos / cuando 4 y B se mueven sobre las respectivas rectas? ‘

2.- Sean Ry R’ dos rectas del plano no perpendiculares que se cortan en o y
d una distancia dada. Si 4 y B dos puntos sobre R y R’ respectivamente tales
que AB= dy consideramos a / el punto medio de 43 ;Cual es el conjunto
de puntos / cuando A y B varian su posicion?
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La Nocidn de Conica en la Educacion Polimodal

ANEXO Il

PROBLEMA USANDO SOFTWARE
TRABAJO DE LOS ALUMNOS
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Problema: A partir de la definicion como lugar geométrico determinar la ecuacion
canénica de la elipse, indicando Ia rotacion y/o traslacion correspondiente, si las hubiera,

sabiendo que los focos son los puntos (—J2,42), (V2.2 )y la constante a = V6.

Graficar teniendo en cuenta los sistemas de coordenadas que correspondan.
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In[23]:= ;

plx_,¥ _,z ,k_]1=Sqrt[(x-z)"*2 + (y-k)"2]

out[23]=
2 2
Sgrt[(-k + y) + (x - z) ]
In[24]:=

(P[erroral ) A2== (2*5"P [xIYIOIO] ) ~2

out[24]=
2 2 2

X + (-8 +y) == (10 - Sgrt(x +

In[25]:=
ExpandAll (%]
out[25]=
' 2 2
64 + x - 1l6y +y ==

2 2 2 2
100 + x +y = 20 Sgrtfx + y

In[26]:=
First[%]-Last([%]==
Out[26]=

-36 - 16 y + 20 Sqrt{x + y ] ==
Inf27]:=
(208qrt[x*2+y~2]) *2==(-36-16y) "2
Out[27]=
2 2 2
400 (x + vy ) == (=36 - 16 y)
In[28]:=
ExpandAl1(%]
out[28]=
2 2

400 x + 400 y == 1296 + 1152 y + 256 y

Inf29]:=
First[%]-Last[%]==
Out[29]=

2 2
-1296 + 400 x - 1152 y + 144 y

2

4
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Inf30]:=
First[%]/16==
Out[30]=

2 2
-1296 + 400 x - 1152 y + 144 y

1l
]
o

16
Inf31]:=
ExpandAll{%]
Outf31}=

2 2
-81 + 25 x - 72y + 9y ==20

<<Graphics ImplicitPlot"
Inf22]:=
ImplicitPlot[{25x~2+9y*2-72y-81==0},{x,-10,10}]
out[22]=
2 2
ImplicitPlot[{-81 + 25 x - 72 y + 9y == 0},

{x, -10, 10}]




i
.
8
|8

-
.
L
il
il
B

|

(W

|

Inf2]:=

<<Graphics ImplicitPlot’
Inf3]-=

ImplicitPlot[{25x*2+9y*2-72y-~81==0},{x,-10,10}]
o

Out{3]=

-Graphics-
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