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Resumen

Para obtener funciones de onda moleculares, en la aproximacién Hartree-Fock-Roothaan,
es necesario evaluar integrales bielectronicas multicéntricas:

(wior)=[fo, oo )=, )ose bnar M

IR xIR?

En el Proyecto de Investigacion del que formo parte, se ha desarrollado un método de
calculo que permite generar la funcion de onda electronica, utilizando una base atdmica
{¢,}, formada por orbitales 1s de Slater y gaussianos, respectivamente. La evaluacion de

las integrales (1) es la parte mas costosa en tiempo de célculo, lo que impide en tiempos
prudenciales, abordar moléculas de interés en fisico-quimica. En esta Tesis se demuestra
que las integrales (1), que sélo involucran orbitales 1s de Slater, pueden expresarse como
series; se prueba que las mismas satisfacen las hipdtesis necesarias para ser aceleradas por
el acelerador de Levin. Se presentan dos métodos y se realiza un estudio del error de
truncamiento. Los resultados obtenidos muestran eficiencia en cuanto a precision y tiempo
de cémputo, en relacién con los algoritmos que se venian utilizando en el grupo de
investigacion.

Summary

In order to obtain wave functions, in the Hartree-Fock-Roothaan approach, it is necessary
to evaluate integral the following multicenter bielectronic integrals:

(wior)= [[g, i)l 7i7[ 0,3 )0, i, (1)

IR xIR?

In the Research Project, where I work, has been developed a method of calculation; the
atomic basis set {g,}, is formed, by Slater and gaussian 1s orbitals, respectively. The

evaluation of the integral (1) is the most expensive part in the calculation, which makes it
difficult to extend the studies to molecules of interest in physical-chemistry. In this Thesis
it is showed that the integrals in (1), involving 1s Slater orbitals, can be expressed in terms
of series; it is proved that these series satisfy the necessary hypothesis in order to be
accelerated by using the Levin's accelerator. Two methods are presented and it is carried
out a study of the truncation error. The obtained results show efficiency for the precision
and the time of computation, respectively, with respect to the algorithms that have been
used in the mentioned project.
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Capitulo 1

Introduccion

La estructura electronica y las propiedades moleculares se determinan en principio por
la solucion de la ecuacion de Schrodinger ([2] -Cap. 1), ([5] -Cap. 2). Para un sistema
de N electrones que interactian entre ellos y los nucleos solo electrostaticamente, dicha

ecuacion tiene la forma:

HY (X, X, ..., Xn) = EV(X1, Xs, ..., Xn) (1.1)
donde:

H= %m0+ I (1.2)
1,5

es el operador hamiltoniano electromco, bajo la hipétesis de que los nucleos estén fijos. El

operador A(7) consta a su vez del operador energia cinética (— 3 V(i) de los nucleos y el
de energia potencial (— > %ﬁ) , debida a la interaccidn de los electrones con los nucleos,
n

de lo que resulta:

h(i) = ——v2 Zn (1.3)

TTL’L
donde Z, es la carga del nucleo n. La contrlbucmn

1 1
A 1.4

representa la interaccion electrostatica entre todos los pares de electrones, con

Ty = rl—rJ’ (1.5)
donde T, y r_; son los vectores de posicion, respecto al origen de coordenadas, de los
electrones ¢ y j respectivamente. La funcidn de onda ¥ describe el estado electronico de
la molécula.

La ecuacion de Schrédinger es una ecuacion de autovalores. Sus soluciones Wy, son las
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autofunciones del operador H y los correspondientes autovalores Ej son en este contexto
las energias de los estados estacionarios permitidos del sistema electronico. Este problema
no tiene, en general, resolucion exacta.

La energia total (Eror) de la molécula es la suma de la energia electrénica (E) y la
energia de repulsion nuclear (% Znn Zg—jﬂ ) donde R, se corresponde con las distancias

entre los nucleos:

L Loy
52 "R (1.6)

n,n
En este contexto en donde los nicleos permanecen en posiciones fijas, se hace la hipdte-

Eror =FE +

sis de que la funcién de onda electrénica ¥ esta dada por un s6lo determinante de Slater
formado por orbitales moleculares {7'}, de esta manera se estudia la aproximacion varia-

cional de la energia electrénica, que viene dada por ([2] -Cép 4) :

—22 (R|h|R) +Z (RS|g|RS) — (RS|g|SR)) (1.7)

donde
(RIR|R) = / R (7)) R() (7 )d7y (18)
(RS|g|SR) = / R*(77)S(71)g(1,2)S" (73 R(7)dra d; (1.9)

Esta ultima integral también suele denotarse por (RS|SR)

La eleccion optima de los orbitales moleculares 7" se obtiene por minimizacion de la
energia electronica £. Esto da un sistema de ecuaciones integro-diferenciales que tampoco
puede resolverse exactamente en forma practica para la mayoria de los casos y es por ello
que se han propuesto diversas aproximaciones. La primera de ellas resulta de truncar
el conjunto {7'}, la solucién buscada puede ahora obtenerse por un proceso iterativo
denominado campo autoconsistente (SCF)(]2], Cap 5). Es usual considerar a la funcién 7'
dada por una combinacién lineal de orbitales atomicos (LCAOQ), @, (conjunto de funciones

centradas en RR,,) :
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)= Cru@u(T) (1.10)
[5], con esta expansion resulta el procedimiento denominado SCF-LCAO. En consecuen-

cia son necesarias calcular las integrales dadas en la ecuacion (1.9) sobre las funciones

®,,, las que se denotaran

(prlor) = / @;(E’)@u(ﬂ’)ﬁ@:(r‘;)%(mdﬁdﬁ (1.11)

El grupo de trabajo del que se forma parte, ha generado un programa de calculos SCF-
LCAQ para sistemas moleculares. Este permite determinar densidad de carga electronica,
geometrias moleculares, energias, etc.. En dicho algoritmo se elige como conjunto {&,,},

al formado por las siguientes funciones de onda normalizadas:

3\ 3 L
@H(?)=(%ﬁ) oo 7=l (1.12)
&,(7) = 2 "Ll 7R L) (1.13)

las que se denominan de Slater (STO) y gaussianas (GTO) respectivamente.

Por medio del programa de célculo, que se lo denomina LCAOMIN, se aproximan las
integrales (1.11) por :

(pv|od) ~47rzz }: c;;;; Clm" (1.14)

n=1 =0 m=—I{
(ver [8] ). Donde L y N1 son pardmetros a determinar, en principio, de acuerdo al error

esperado por truncamiento de las series infinitas. Ademas de Ly N1, aparece involucrado
otro parametro referido al truncamiento de las integrales: R, dicho parametro se determina
analizando donde es pequeiio el producto de las funciones (1.12) y (1.13). ([8] y Capitulo
2 de esta tesis).

Con el programa mencionado se obtienen muy buenos resultados, respecto a las mini-
mas energias requeridas y a la geometria molecular, pero los tiempos insumidos por los ¢cél-
culos son altos, por lo que surge la necesidad de contar con un algoritmo mas veloz. Como
la mayor parte del tiempo requerido para este computo es el involucrado en el céalculo de

las integrales bielectronicas multicéntricas (1.14), aproximadamente un 98% del célculo
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global, se proponen formas alternativas para su computo y consecuentemente nuevas sub-
rutinas.

Las integrales bielectronicas multicéntricas (ur|oA), son en nuestro problema de natu-
raleza mixta, pues involucran combinacién de las funciones detalladas anteriormente ((1.12)
y (1.13)). En este trabajo se consideran solo funciones de Slater (STO) y se calculan can-
tidades tricéntricas ((uu|loN), (uv|ov)) y cantidades cuatricéntricas ((uv|o X)), debido a
que las cantidades bicéntricas ((uu|vy), (uv|pv), (pp|pv)) y monocéntricas ((ppe|pp))
tienen expresion en términos de funciones elementales [11] .

En un trabajo previo [7], se ha mostrado que acelerando las series aproximantes de las
integrales bielectronicas monocéntricas (reduciendo la ec. (1.14) a este caso particular):

N1 L 1 (C )2
(sl ) = 4%222—2%&=

n=1 =0 m=-1

N1 2
CEL
4772(%%’)— (1.15)
n=1 7

con el Acelerador de Levin [10] se obtienen mejores resultados con respecto a su aproxi-
maciony a su tiempo de calculo. La siguiente tabla muestra algunos resultados al respecto
para la cantidad (11]11) donde: ]?1) = (0,0,0), a; = 8.7y elradio de laesfera R = 7
u.a. . El valor exacto para dicha cantidad es 5.4375 (|7] ). En la misma se utiliza la no-
tacion S(N1) que indica la suma parcial N1-ésima de la serie (11]11) y T(N1) su valor

acelerado por el Acelerador de Levin.

Se observa que el valor acelerado para 25 términos obtiene 4 cifras decimales exac-

5

(11]11)
N1 | S(N1) | T(N1)
9 ]2.40097270 | 5.20351359 ||
21 | 4.37784739 | 5.43748684
25 | 472130744 | 5.43750809
29 | 4.95751556 | 5.43750101
35 | 5.17510473 | 5.39966924
60 | 541247489
80 | 5.43235914
100 | 5.43615792

TABLA 1
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tas mientras que la suma parcial para 100 términos alcanza solo 2. Este acelerador no es
estable en este caso particular puesto que se muestra que el valor acelerado para 35 térmi-
nos pierde precision, ello esta relacionado a que los términos de las series son positivos.
Este hecho contrasta con el comportamiento del acelerador aplicado a las series de térmi-
nos alternantes. Para dichas series el Teorema de Levin (Teorema 7) garantiza regularidad
numérica. Debido a ello se intenta aplicar este acelerador a las series alternantes que re-
presentan a las integrales bielectrénicas, puesto que a partir de ciertas propiedades puede
lograrse que cumplan con el Teorema mencionado. Para lograr este objetivo se proponen
dos caminos.

El primero resulta de una reordenacién de las series dadas en la ecuaciéon (1.14) y es la
continuacion natural de la idea del trabajo [7] , en el que se aceleran las cantidades de la
forma (pu|pp). La reordenacion puede realizarse debido a que se prueba previamente la

convergencia absoluta de las series en cuestion:

oo 00 1 Uk A
ChCr
4%2:2:2:%@ (1.16)
n=1 1=0 m=—I In

y se obtiene como primer método una serie aproximante:

> blk] (1.17)

k=1
Al algoritmo que realiza dichos calculos se lo denomina M 1. La reordenacion propuesta

parte de la conocida ”Reordenacion de Cauchy” [4] , en donde cada término de la serie se
obtiene como la suma de los elementos de las diagonales de la matriz generada con filas
de indice n y columnas de indice [ (las diagonales se consideran en direcciéon Suroeste,
Nordeste). Se nota que al aplicar esta reordenacion, resultan términos de distinto signo, por
lo que se propone un reagrupamiento de los mismos para lograr valores de b[k| alternantes
en signo. Se observa que los mismos resultan ademads decrecientes en valor absoluto con
lo que se prueba que las series resultantes son regulares con el acelerador de Levin.

El segundo camino que se implementa en esta tesis parte de la férmula de Shavitt para

el calculo de las integrales bielectronicas mencionadas que involucran solo orbitales de

Slater [14] :
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(urv|loA) = K, /Ooo(‘/olu(l — w)Us(u, r)du.

1
/ v(1 —v)Vs(v, r)dv)jo(pr)dr (1.18)

0
Esta expresion se simplifica, para el célculo de integrales tricéntricas, adoptando la si-

guiente forma:

00 1 .
(uv|oo) = Kg,/ </ u(l — u)U3(u,r)du) ]O(fr) sdr (1.19)
0 0 [(205)° + 12
Las mismas se reescriben, utilizando laidea dadaen ([12], punto C, pag 8160) y se obtiene

una serie:

(uvlod) = K an (1.20)

con K constante y

4, = /(::)ﬂ/().l/()llu(l—u)v(l—v)Ug (uﬁ-v—»

w sen(w 1
Vi (U, > (w)
p(u,v) w  p(u,v)
Esta serie verifica las hipdtesis del teorema que garantiza la aceleracion de las mismas con

dudvdw (1.21)

regularidad numérica (Teorema 7). A este algoritmo se lo denomino M 2.

Se han programado ambas propuestas en lenguaje GAUSS 3861 version 3.01 , los célcu-
los se han realizado en una computadora Pentium II, 400 Mhz con procesador Intel MMX,
condisco de 4,23 Gby 32 mb de RAM. A partir de la comparacion de los resultados de las
nuevas formulas de calculo con la subrutina del programa primitivo del grupo de trabajo
resultan conclusiones acerca de los valores numéricos y los tiempos de calculo. De este
analisis se desprende que ambos métodos necesitan del computo de pocos términos de las
series alternantes para obtener buena precision con la aplicacion del acelerador. También
puede derivarse un criterio para truncar la serie propuesta por el método LCAOMIN (ver
comentario posterior a ecuacion 1.14). Se extraen ademas conclusiones sobre las venta-

jas de uno de los métodos propuestos, con respecto al otro. En lineas generales puede
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aseverarse que con respecto al tiempo de calculo el método M2 supera al M1 en por lo
menos un 60 %, y a las subrutinas de LCAOMIN en por lo menos un 98 % sin perder pre-
cision en las aproximaciones. Por dltimo, cabe destacar que las subrutinas propuestas por
el método M2 han sido implementadas en el programa LCAOMIN, lograndose con ellas
buenas aproximaciones y reducciones importantes con respecto al tiempo de céalculo. Esto
permite optimizar al algoritmo mencionado en el estudio de sistemas moleculares.

Uno de los principales logros de este trabajo radica en haber generado métodos que
permiten escribir las integrales bielectronicas en forma de series factibles de ser aceleradas

con éxito por el operador de Levin.
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Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo se divide en tres secciones que se detallan a continuacion:

En la seccion 2.1 se define un operador acelerador de convergencia. Se muestra la
construccion del operador de Levin [10] para una clase de sucesiones particulares. Se
prueba su expresion en forma recurrente y se garantiza que la sucesion transformada por el
mismo es acelerada para el caso de sucesiones decrecientes en valor absoluto y alternantes.
En el presente trabajo, los aceleradores se emplean en los métodos alternativos propuestos.

En la seccidn 2.2 se obtienen las expresiones que se utilizaron originalmente para el
célculo de las integrales bielectronicas multicéntricas [8] .Se muestra que dichos aproxi-
mantes corresponden a sumas parciales de ciertas series adecuadas.

Finalmente, en la seccion 2.3 se presenta el desarrollo de las expresiones de las inte-
grales bielectronicas tricéntricas y cuatricéntricas que se dan en [14] . Ellas resultan el

punto de partida de uno de los métodos propuestos en el presente trabajo.

2.1 Aceleradores de Convergencia

Definicion 1 Dados Sy S clases de sucesiones convergentes, un operador acelerador de
convergencia es una funcion

donde s = (8,)n>0 €Sy t = (tp)n>0 € S, si cumple

(1) t =T (s) converge para cada s € S
2) Si lim sp,=L=limt,=1L
t, — L

(3) lim =0

n—oo §, — L
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Nota 1 En este trabajo se aplicardn aceleradores de convergencia a series, para ello se
consideran las correspondientes sucesiones de sumas parciales. Las mismas son depen-
dientes de dos indices, debido a que las series que se trabajan son dobles.

Nota 2 Las sucesiones dobles sy, ,, se las notard como s,,.

En relacion a lo dicho anteriormente se necesita la siguiente:

Definicion 2 Sea f : N X N =R una sucesion doble y g : N — N x N una funcion
biyectiva. Sea G la sucesion definida por G(n) = f(g(n)) para todo n € N. Entonces g
es una reordenacion de la sucesion doble f en la sucesion G.

El siguiente resultado sera de utilidad para la reordenacion de las series dobles antes men-

ctonadas.[15]

Teorema 1 Sea Y f(m,n) una serie doble dada y g una reordenacion de la sucesion
m,n

doble f en la sucesion G. Entonces

(1) " G(n) converge absolutamente siy sélo si >, f(m,n) converge absolutamente. Supo-

m,n
niendo que . f(m,n) converja absolutamente, con suma S, se tiene ademds:

2) Y G(n) = 5.
(3) > flm,n)y > f(m,n) son ambas absolutamente convergentes.
4) Si A, =>_ f(m,n)y B, =>_ f(m,n), las series > An y > B, son ambas abso-
n m m n
lutamente convergentes y su suma es S.
Nota 3 De acuerdo al comportamiento asintdtico que poseen las series, se utilizan distin-

tos esquemas de aceleracion [10], en particular en nuestro trabajo se encuentra apropiado
utilizar el acelerador de Levin, cuya construccion se detalla a continuacion.

Construccion del Acelerador de Levin

Dadas sucesiones s, de la forma
k

Sp = S—f—R(n)Z

=1
donde S es un numero real, se desea determinar la transformacién

tn = (T (5))n

que sea exacta para esta clase de sucesiones, esto es

G
—_— > 222
w20 (2:22)

10
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(T (s)),, =S,Vn (2.23)

Para obtener una expresion de ¢,, es oportuno considerar la siguiente definicion:

Definicion 3
AP(z) = P(z + h) — P(x)

A°P(z) = P(z)

A'P(z) = A (A ' P(z)) paraj > 1
En el caso de sucesiones:
Aun = Unt1 — Up

Ciertas propiedades del operador A que presentamos a continuacién, nos permitirdn de-

terminar una expresion para el acelerador de Levin.

Lema2 A7 es lineal

Dem: Por induccién:
Sij=1
AlaP(z) +bQ(z)) = (aP(z+h)+bQ(z +h)) — (aP(z) + bQ(x)) =
= a(P(z+h) = P(z)) + b(Q(z + h) — Q(z))
= aAP(z) 4 bAQ(z)
Se supone vélido para k = j — 1
AN (aP(z) + bQ(z)) = aAT ' P(z) + bAT'Q(x)
y se prueba para k = j
Al(aP(z) +bQ(z)) = A(A}(aP(z) + bQ(z))
= A(aA 'P(z) + bAT 1 Q(x)
= aAP(z) + bAQ(z)
Esto es lo que se deseaba probar.

11
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Lema 3 Si P es un polinomio de grado n, A P es un polinomio de grado n — j

Dem:
Sea
P(z) = ap + a1z + agz* + ... + a,z"
Paraj =1
A(P) = P(z+h)— P(x)
= [ao+ai(z+h)+as(z+h)*+ ...+ a(z+ k)" -
[ao + a1z +ax? + ... + anx"}

= Qz)+an[(z+h)" — 2" (2.24)

donde
gr(@Q) <n-—1

Desarrollando por el binomio de Newton

“/n . /n
z+h)" -2 = (,)x"‘”hj—x"= (,)m”']h3+x"—$"
(z + h) >\, 2\,

7=0 7=1

=1 N
esta diferencia resulta un polinomio de orden n — 1, con ello (2.24) es un polinomio de
gradon — 1.
La demostracion se completa por induccidén. Asumamos que el resultado es valido para
k = j—1;estoes, si P(x) esun polinomio de grado n, A7~!(P) es un polinomio de grado
n—(j—1).
Se probard para k = j :

Si se utiliza lo probado para el caso j = 1 ,la hip6tesis inductiva y la propiedad
A(P) = A(ANTH(P))

se obtiene que A’(P) es un polinomio de gradon — (j — 1) —1=n—

Con lo que queda demostrado el resultado.

12
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Lema 4 Si P es un polinomio de gradon, AP =0,sij >n

Dem: Por el resultado anterior
A"P es un polinomio de orden 0
Luego considerando j > n,
AP =A"""A"P)=A"""c)=0 ®
A continuacion se dara una forma alternativa para A*u,,

Lema §
u k - k
Ay, =Y (=1) ( ,)um_] = (—1)F Z(—w( .)uw
J = J
Dem:
Se probard la primera igualdad:
Para i = 1, se vé facilmente.

Suponiéndola vélida para: = k — 1

Se probard para: = k

(e[S (]

7=0

s S [(17)+ (7)o
= i(—l)y (?)Umk—j

7=0
Esta ultima igualdad es vélida debido a que

E—1 k—1\ (k- 1)! (k —1)!
( j )+<j—1> T oDl oG =1
(k=W k—+ (k-1 (k-1

0 :

(&= )1 (k= )i
Ahora se probara la segunda igualdad :

13

(2.25)
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()=

y se realiza la sustitucidn t = k — 7, se puede escribir

(s = o o

t=0

- kzk: ( )Un+t

t=0

Si se recuerda que

Con los resultados dados anteriormente se puede determinar precisamente la transforma-

cion de Levin de la siguiente manera:

Teorema 6 N o
(—1) n+7j+ 1)~ Snty
(Ti (5)), = 21_0( ol . )k_l e (2.26)
Z]=0(_1)]( )(n—i—] + 1) R(n+7)
Dem:
Al sustituir (2.23) en (2.22) , se obtiene
k
= t, + R(n Z (2.27)

De aqui que

Si se multiplica la igualdad por

se tiene
k

k
n_t —
SR( ) (n+ 1)* _s_ ci(n+ DF I = E c(n+ 1)F
n
=1 i=1

que es un polinomio de orden £ — 1.

Al aplicar el operador A a la igualdad previa y usar el lema 4 , se obtiene

A* (S"R(_n;” (n+ 1)’“‘1) =0

14
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Como AF* es lineal (lema 2)

af (RS(Z,) (n+ 1)) = tat” (R(ln) (n+ 1)“)

despejando

Utilizando el lema 5

tn = (Tk(s>)n =

k k . —~1 S$n
(=D o1y () (n+ 5 + P g2t

=)+ + 1
y de aqui que

k [k ‘ — Sn+4j

—o(=1)7 () (n 4+ 1) s
Tk - 11

j=o(—1)7 (])(n+] +1)F 1R(n+j)

Nota 4 De acuerdo a la eleccion de R(n) surgen distintas transformaciones de Levin
(110], pag. 33):

Transformacién ¢ de Levin
R(n) = Asp1 = 8p — Sp-1
Transformacion v de Levin
R(n) = (n+1)As,

Transformacion v de Levin

—A8,_1 — ANsy,
R(n) = A;S

Se trabajara con la transformacion u de Levin, que en caso de ser las sucesiones formadas

por las sumas parciales de series, toma la forma

R(n) = (n+1)Asp_1 = (n+ a, (2.28)

De esta manera (2.26) se expresa:

15
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2 =17 () (7 + DM e
D O R Ry i vee
() (g )R

(2.29)

En general, la transformacion u no es regular, esto es, existen sucesiones convergentes

para las cuales las transformaciones T}, aplicadas a estas sucesiones o bien no convergen o

convergen a un limite distinto. Este no es el caso, sin embargo, cuando se consideran suce-

siones que son sumas parciales de sucesiones alternantes. Esto se muestra en el siguiente

resultado.

Teorema 7 La transformacion u de Levin es regular cuando se utiliza para acelerar

sumas parciales de una serie alternante convergente.

Dem:Dada una sucesion alternante convergente a = (a,,)n>0, Sea s la sucesion de sumas

parciales. Entonces
AS'n.-+—_7 = Sn4y41 ~ Sny

= Gnijy41

Consideremos la matriz doblemente infinita
k _
o (G5, e
Aln,q] = - p g=n,.,n+k
1y (B )it
j: ]
0

0
en otro caso

escriblendog=n+jconj =0,...,k:

—

Qnig

An,n+j] = — p =0,k
z<—1>f( .)<n+j+1>k‘2a1
0 j n-+jg

]:
0 en otro caso

—1)J<§)(n+j+1>’“‘“

Veamos que esta matriz es de Toeplitz [3]

16
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1) >~ |Aln, g]| es acotada para toda fila
q

Como a, es alternante, la sucesion de término general (—1)7 ﬁ es de signo constante,
n+

luego
- k t k
(—1)]( .)(n+j+1)’“‘2 = —1)9( ) n+4j+1)F7?
];0 J Oty ; ( J ( ) An+;
k
= ( .)(n+j+1)“
=0 ‘7 l 7‘L+]|
Asi

k[ k . k-2
(5 )i 0ok
J

;IA[""I” B g( k ) (n+j+1)2 1

L
o

2) Es claro que > A[n, q] = 1, por lo que:
g
lim > Aln,q] =1

n—oo
q

3) Ademas por la definicion de la matriz: lim A[n,q] =0

q—00

Luego por el teorema de Toeplitz 3] , A, .s converge al mismo limite que la sucesion s

Pero:
A,s =
51
Ep)
(0 . .0 Anmn] . . . Ann+k 0 . . 0 ). s =
Sn+k
k k ‘ k2 $nyi
S (1 () )
=0 »TI
]k ,11 - (Tk<8))n = b”
s () gy
7=0 J o

Luego b = (bn)n>0, con b, = A,.s = (T(s)),converge al mismo limite que s. B

17



G000 V0000000 CRCCRPROCCECOIO0OUVOCROCOCOCOCFOOOOOIOOOOOSNOIOIOEOSOPOTOTS

Tesis de Maestria en Matematica Aplicada - Claudia Cecilia Denner

Si se considera

u R\ (4 + 1) 2 s,
Agn, = ;(_1)1 (J) LR TTE (2.30)
i K\ (n+j+1)F2 1
&m:E:FJyQ>(n+k+DkaM] (2.31)

j:
resulta

Akn
(Tx(s)),, = i (2.32)

Lema 8 Los términos Ag, y Bkn dados en (2.30) y (2.31) satisfacen la relacion de re-
currencia

(n+1)(n+ k)F?

n=—Qr 1n Qr1n;k>1,n>0 2.33
Qs Qr-1n+1 + ot kT 1) Qk-1, n (2.33)
Con los valores iniciales
Ay = 5
"= (n+1)2a,
1
By, = ———— 2.34
o= T T (2:34)
Conociendo ag, aq, ..., a, y las sumas parciales Sy, S, ..., Sy, se tiene que
AnO
T, = 2.35
(s0) B ( )
es una buena aproximacion del
lim s, =S

n-—00

cuando se utiliza para acelerar sumas parciales de una serie alternante convergente.

Dem:

Se probara la recursividad sobre la expresion de Ag, (ver (2.30))

Denominando
k—1
k—1 (n +j + l)k-B Sni+1
D=Ar1pt1 = —1)7 , J
i = 2(71) (e

E=Apin=3 (~1Y
o= L) T

3=0
Realizando el cambio de variables t = 7 + 1, en D, este término puede escribirse

D=- Zk:(—l)J (k N 1) (n+5)" % snpy

J=1)(n+k+ 1) an,

— (k — 1) (n+7+ 13 s,

7=1

18
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Reemplazando en (2.33)

i n+]+l)k 23n+J
i) (n+k+1)F

=0 Antj

S

(n+ l)(n + k)1
(77 +k+ 1)k

_ zk: j (n+]+1) sn+]
= ]—1 (n+/€+1)k1an+j

(n+ 1)(n+ k)*1 ’“‘1(1)]. (k ~ 1\ (n+j+1)F3s,,,
(n+k+ 1)k j (n+ kel apy,

E

I
-

_+_

=0
Se probara la igualdad, término a término:

Para j = 0 : se debe probar

K\ (n+1)%2 s, (n+D)n+k)* ! /k—1\(n+1)*3s,
(0>(n+k+1)k£: (n+k+ 1)k (0 )(n+k)k—1£
yparaj =k

k) (n+k+1F gy \k—1)(n+Ek+ 1) 1a,,,
las cuales son verdaderas, simplificando convenientemente.

Parak > j>1

E\(n+j+ 12  (k—1\(n+j+1)k3
(j) (n+k+1)% <j—1)(n+k+l)k:—1+
(k - 1) (n+1)(n+k)* 1 (n+ 7+ 1)k3
J (n+k+ 1)k (n + k)F1

<k) (n+k+ 1) 28,4 _ (k — 1) (n+k+ 135,

Reacomodando esta expresion

k k—1\n+k+1 (k—l n+1
¥ j=1)n+3+1 7 n+7+1

o equivalentemente

o) (e (oo

Se probara ahora esta igualdad
(n+j+1).k (k—1)!

(k=i (k=pLG = D!
Simplificando convenientemente

(k—1)!

(k—j—1) J'(n+1>

(n+k+1)+

19
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kn+j+1)=jn+k+1)+(k—j)(n+1)
Esta ultima expresion se satisface, lo que prueba la recurrencia para Ay,

La recursividad para By, se prueba de manera similar.

Por la ecuacion (2.32):
An()

(Tn(s))g = B_nO

Ademas como la transformacién de Levin se formula para sucesiones que verifican:
sp =S+ R(n).f(n),n >0

donde
k

fla) = ——

€Tr) =

< (z+1)!
1=

y esta es una suma de funciones continuas e infinitamente diferenciables para z > n, se

sigue por (Corolario 2, pag 319 [1] ) y de lo probado en 1) en el Teorema anterior que

lim (Ta(s))y = S

n—00
lo que prueba la tesis B

La transformacién de Levin es no lineal. No obstante ello valen las siguientes propiedades

([6] , pag 380).

Lema9 La transformacion t dada por (2.26) satisface
t(s+c) = t(s)+C (2.36)
tlys) = ~t(s)
para cualquier sucesion s = (Sn)@o y cualquier sucesion c = (cn)@O conc, =C,n>0.

Dem Sea
b=s+¢

Entonces, b = (b, )n>0, con b, = s, + C para todo n > 0. Luego

Abnyj = bpijr1 — brs
= Snt;+1+ C — (8n4; + C)

- A8n+]

20
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Se tiene entonces que
b

Tu(b) = Yroo(=1 (5 (45 + D) gt
k
Z] o~ )J( )(n—+—]+1) ﬁﬂ_l
Como
b, = s, +c¢
se sigue
) Sio(=17 (5) (n+ 5 + )2 g
k n -
S o1 () (n+5+ 1)k-2 gt —
k 1\k—2 Sn C
) S 1Y (B + g+ 1) 2—#;5_1
(=17 (B (n+ 5 + DE2 et
SE (1P ()t g+ 12 (g2 + 50 )
Soro(=1)2 (%) (n 45 + 1)k o
() g+ 1) g N
Y ho(= 17 (5) (n+ j + 1)e2 g —
k k S vk c
> i—o(—=1) (])(n +7+ 1)F 2A5w_1
Zf:o(—l)f(’;) (n 47+ 1)k 25—
D G N L R Y e .
Zfzo(—l)j(’;) (n+j+ 1)'6—2&1;+1
e o1 (5)(n 4+ 1)t —
Syo(—1) ( Y+ i+ 1)
= (Ti(s)), +

SE (=1 (B)(n 4+ 1)kt
(Te(78)), = —x e

r ()
So(=17(5) (n 45+ 1)k v
SOk 0(_1)9(’;)(77 +j+ 1)

Sn+47—1

Z?:o(_l)J (g) (n+7+1)F .Asnlﬂ_l
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2.2 Las integrales bielectronicas multicéntricas

Como se vio en (1.11), las integrales bielectronicas multicéntricas se definen por

(uvloA) = // o (r 1)®, (7)) —=——= ! ——®* (75 )®a(T3)dr dTs (2.37)
R3 xR3

r — T

donde ®,( ) es un orbital atémico centrado en R

Esta integral es sobre todo el espacio y puede ser reescrita de la siguiente manera

,LU/|O')\ // 1)@,,(7'—1))—_71‘—;,—@;(3)@)\(—7'—;)617‘_{617‘—2)
| |T’2|<R ™ — T
ST);WG)\(R) (238)

donde (ST')uv0x(R) es el resultado de la integral fuera de la esfera de radio R, esta eleccion
se realiza debido a que si los cuatro centros estan dentro de la esfera de radio R y alejados
del borde, el primer sumando de (2.38) denotado por (pv|oA)g es un buen aproximante
[8] . Ademas dentro de la esfera puede construirse un conjunto completo de funciones

como se muestra a continuacion:

2.2.1 Aproximantes de la integral a partir de un conjunto completo

de funciones

Definicion 4 Se elige como conjunto completo de funciones al formado por
Uiman (7,0, ) = Bin [J,+1 (k nr)/rz} Yim (6, ) (2.39)

donde J,, 1 (x) representa la funcion de Bessel de orden | + 5, y es computada como

(nz)—% [sen (z — —l7r2 A(z) + cos (z — 1) Bi(z)] paraz > 1

Ty (2) = (12)l+é S (——;222) ara z < 1
2 k=0 kIT(I+k+3) para z <
donde 4] .
Al(z) = Z(_l)r (4zér)r
r=0
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[30-1)

Bi(2) = (%) > U

r=0
4 = (I +2r)!
™ (2r) ) (m = 2r)!
(I+2r+1)!
Bm r =
T (2r 4+ Dim —2r - 1)!
21
Bln = 2
Ry (k)|
y ki, Son constantes que verifican
Ji-1(knR) =0

Las funciones Y, (8, @) representan los arménicos esféricos normalizados

Por las propiedades que posee el conjunto completo Uy, (7, 8, ) respecto del operador

de Coulomb [2], se puede escribir (Ref [13] )

(o= any 3 3 ChnnCln Cmc'm" (2.40)

1=0 m=—I n=1

donde

Cor, = / AV, (T )N T Y i () (2.41)

7' |<R
Desde un punto de vista practico es mas facil evaluar la integral de (2.41) sobre todo el
espacio, a estas cantidades se las denomina I'?? 'y la ecuacion (2.40) puede expresarse

como

| Nl Fa)\
(pv|oX) = 47rz Z Z B 4 (ST)uwor (R) + Bwox(R, L, N) - (2.42)
=0 m=—In=1

donde L , N y R son numeros naturales elegidos apropiadamente de manera que cum-
plan con la propiedad de que E,,ox(R,L, N)y (ST),01(R) sean los suficientemente
pequeiios para lograr la precisién deseada.

A continuacion se presentan expresiones explicitas para los coeficientes '},

23
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2.2.2 Los coeficientes ' f‘mn

Los coeficientes I'},  para orbitales atomicos 1s de Slater, se expresan como [8]

— 5
D = 21 (a#al,)
w2
/ z(1 — z)k(2(2))Uprn (PW> (2.43)
donde
— — —
P,(z)=z.R,+ (1 —2)R, (2.44)
kz) = SREA) [ 3,3 (2.45)
28 z 22 '
—_ — 1
2 () = ’R,,—R,, ~z)z+az+a 2(1—=)}? (2.46)
Con esto
Llnl o F?n*m
(uv|oN)r 47rz Z Z mn (2.47)
=0 m=—ln=1
2.3 Expresion de Shavitt para el calculo de integrales
bielectronicas
En esta seccion se exhibird una nueva expresion para las cantidades
1
o) = [ [ )RR e (T AT 248
RS xR? TL = T2

1
alon) = [ [ SRR = @ (DT AT (249
R3 xR3 r.— T2
donde las funciones involucradas s6lo son de Slater. Para obtener dicha expresidon se
reescribirdn las funciones involucradas como integrales en donde intervienen funciones

gaussianas.

24
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< 1 [m
2
xD(— der = =,/=
/0 exp(—az?)dx 2\/;(a>())

00 2 “+00 ++-00
</ exp(—awz)da:) :/ / exp(—az?) exp(—ay?)dzdy
0 0

0
Pasando a coordenadas polares, la expresion anterior puede escribirse

00 2 —723 +00
(/ exp(—aa:Q)dz> = / / exp(—ar?)rdrdd
0 o Jo
T [t

= = / exp(—ar?)rdr
0

Lema 10

Dem:

2
T
= — =
4a
Lema 11
1 L[ i 2
= - d >0
. ﬁ/o a” ' exp(—ar)do (r > 0)
Dem:

Para calcular la integral

1 /oo _1/2 2
— x” /% exp(—ar)dz
v Jo

2 ’
, asi

se usa la sustitucién u? = zr
L[ i 2 2 = 2

— 7/ exp(—xr®)dx = / exp(—u®)du
Yy

Si se utiliza el lema anterior queda

o [ , 2 Jr 1
ﬁ?‘ /0 exp( “ ) “ ﬁ?‘ 2 T

Lema 12 Si el integrando es el producto de una funcion gaussiana y una funcion expo-
nencial simple, se tiene

oo 2
/ exp(—az® + 28z)dx = \/gexp(%) (o> 0) (2.50)

o0

Dem:
Al realizar la sustitucién z =z — £ (o2 = 2 + £)

g

2
—az® + 28z = —a(z + 5)2 +206(z + ﬁ) = —az’ + B

(0% 87

La integral puede ser escrita
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00 o) 2
/ exp(—az® +208z)dr = / exp(—az® + s Ydz =
J - - o

oo o0

2 oo T 2
2exp(§ )/0 exp(—az?)dz = \/gexp(g) |

—_
Definicion 5 Si R, 7 € R® entonces se denotard por T, a la norma euclidea del vector
——)
— R,,. Es decir

_—)
T, =|T —

.
RH‘

— —
Lema 13 El producto de dos funciones gaussianas con diferentes centros A y B es
una constante por otra funcion gaussiana cuyo centro es un punto del segmento AB.
Especificamente si

— —
aA+bB
a+b

exp (—ar3) exp (—brd) = exp ((f;bb) A - 79’(2) exp (= (a + ) r2)

Dem: Como

entonces

= —a (?— A7 X) = —a|7[*+2a (7,2’) —a’Z}Z @2.51)

y de la misma manera

—2
—br%:—b\7\2+2b(7,§>—b‘B (2.52)
sumando miembro a miembro (2.51) y (2.52), se obtiene
—ar? — bry

—

= —(a+b) |7 +2(Tad + bB)—a’A} —b‘B’
- v |72 (7 +b3)]_a[:1| —o[B]
= —(a+0)|7 - |2+a+b’c| —a‘A‘ —b‘B’

= —(a+b)r%—(a+b>’A——B n

De la siguiente igualdad se puede obtener la expresion para las funciones STO:
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Lema 14

2 o 2

e = —/ exp {—ﬂ - (ﬁ) ] dt (2.53)

V7 Jo 2t

Dem: Sea
I(z) = /ooexp (— (t = ——)2> dt
; 2t

entonces

al usar la sustitucion u = 7 se logra

o )
I’(m)z[(x)—/ exp(—(i—u))du=[(:c)—[(x)=()
0 2u
por lo tanto /(z) es una funcion constante, por ello

I(z) = 1(0) = /O'oo exp(—£2)dt — g

desarrollando el cuadrado del binomio, se obtiene

VT h 2 T2 : [ , T
T:/o exp | —t +x—<§> dt=e/0 exp | —t — = dt

y luego
_I 2 > , T2
e :ﬁ‘/o exp (—t _@> dt

Con esta expresion las funciones 1s de Slater quedan expresadas como:

Lema 15

—ar (87 /oo _% Oz2 9 d
e = —— sT2exp |—— — sr°| ds
2T Jo e

Dem:

Primero se prueba que

L1 /°°e L) -y
(& = = X — — 8T S S
o7 Jo P\ 4s

Al aplicar la sustitucion s = ﬁa (2.53), se obtiene

L 21 /°° 1 AT
e —_———— e —_—— —
= \/— 4 ; XP As ST S ds

27
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Si se introduce

en la ecuacion anterior

—ar 1 /00 1 2.2 ——%d
e = — ex —— — 8S'Tr S S
2v7 Jo P4

y se elige la sustitucion

se llega al resultado deseado. W

Teniendo en cuenta la expresién (2.48), que las funciones involucradas son del tipo STO

(1.12) y el Lema anterior, puede escribirse

uv\|\o — 0,0, 0O 51892838 .
16 o Luttvto i) o 0 0 0 1929394
ag O{?\

P T Is, sy sy

<T1-21>G (81, 82, 83, S4)ds1ds2ds3ds,

Niw

donde

<T;21>G (817 S2, 33, 84)
= //(r12)1 exp(—slfrii — 327'%" — 8372, — s4r§)\)d7{>d73

El siguiente resultado es necesario para poder simplificar la expresion (2.54)

Lema 16
(ri2 ) (a,b,¢,d)
- —
2Ry |G (P - Q)
" (@+b)(c+d)(at+b+c+d)i
ab — — cd — —
: - A— B)?— - D)?
exp |- % (A = B - 5T - DY
donde o R .
— aA+bB — cC+dD
P = =
wro) 297 cxa
4 1
FO(:E)=/ exp(—zu?)du
0
Dem

28
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(r13) ¢ (a,b,¢,d)
= / /(7‘12)1 eXp(—aT1A2 — brig? — eroc? — dr2D2)dr_fdr_2)

Utilizando el resultado dado para el producto de dos gaussianas (Lema 13), se obtiene

. ab ——2 c.d —=2 |
<T’121>G (a’7 ba C,d) = exp(————AB - CD )//—7"_—)———7—:)—
1 = 72

a-+b c+d
exp(—prip — qrig)dridr; (2.57)
siendop =a + by q=c+ d,yrecordando que
1 1
— = T
| ri1— T2 712

por el Lema 11

1 1 o ~1/2

2
—_—= s exp(—sri,)ds
12 ﬁ 0 ( 12)
dado que
— — — — .
| ry— T 2[ = 19, con r{ = (z1,y1,21) ¥ r2 = (T2, Y2, 22) y que el integrando es no

negativo, la integral puede factorizarse en z, y, z, como

ab -2 cd
AB — ——
a+b c+d

o 1 oo
-1 boc.d) = exp(— D’ —/ “121 [ Ids (2.58
<T12 >G (a’a ) G, ) eXp( C )ﬁ ; S y 8 ( )

con
= / / exp [—p(z1 — Po)® — q(z2 — Qa)® — s(z1 — 22)*] darday

de manera andloga se definen I, e I,

Se analizar4 ahora otra forma de escribir /,.Si llamamos

u = 1, — B,
v o= Ty — Qs
X = P, —Q,
se tiene
29
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= / / exp [—pu® — qv* — s ((u — v) + X)*] dudv

= / / exp (—pu® — qv* — s(u — v)? — 2s(u — V) X — sX?) dudv

= exp(—sX?) /—00 exp (—(p + s)u® — 2suX) du/ exp (—(g+ s)v* + 2sv(u + X)) dv

oo —00

aplicando (2.50)

X
s/ exp —(p + s)u? —2qu)exp< “(ut )>du
7r

I, = exp(—sX?)
q+ q+s
2 X2 i sy 2s2uX
= exp(—sX? ex exp | —(p + s)u? — 2suX + + du
p( ),/qﬂ p(q+s)/_oo p< (p+s) ats gt

ges) 2
T 8q 9 S 2 S
= ./ — X - — — 2suX (1 — d
q+seXp( q+s )/_ooeXp( (s q—|—s)u suX( q+s)) “

Llamando
_ pa+(P+q)s
(g+s)
sq
- X
B e
,62 s2q2X2
o (pg+(p+q)s)(s+q)

y si se aplica la expresion (2.50), se obtiene

m S¢ o (g + ) { s*g* X* }
X exp
+ s pg+ (p+q)s (pg+ (p+q)s) (g +s)

g
—1/2 -
p+q S) / exp S 2 s*¢* X? }

q+s (pg + (0 +9)s) (g + 5)

(
(1+229) oo ( et ]
(

lpq + (p + q)s]

p+q \ VT sX?
| + s exp | — ]
pq ) (1+ (p+4q)s/pg)
n (2.58) la igualdad anterior para cada factor queda

Reemplazando
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1 - ab ——2 cd ——2. 1 e —1/2 .
(ra ) la,bed) = exp(———AB — ——CD )ﬁ/o sTV2I 1,1, ds
1 73 ab ——o cd ——2 [%
= —= - AB” — CD —1/2
ﬁ(PQ)3/2exp( a+b c+d )/o ’
3/2 —P—2
(1+p+qs> exp | — sPQ ds
Pq (1+(p+q)s/pq)
Si llamamos
ptq 1
1 =
- Pq ° 1—1¢2

Pq —t?
§ = —
p+q \1—1t2

p+q \ Pq
(1 -+ s) s Vs =2, [ L1 gt
Pq Vp+g

_ 27r/2 ab ——2 cd
<r121>G(a,b,c,d) = p—q\/mexp( ——AB" —

entonces

——2
- D
a+b c—’r-dC )

1
[ o (- 2L PG ) a
0 p+gq
Si se reemplaza p y ¢ por sus iguales y se utiliza la definicion de la funcién Fj se llega a
lo pedido. W
Este ultimo resultado, es el que permite escribir las integrales bielectrénicas multicéntricas

(2.54) en forma de integral tricéntrica para las cantidades cuatricéntricas y doble para las

cantidades tricéntricas
Lema 17

v|o =l TQ,, 0,000, 1 ! 1 ! o Adv)du
(M ’ /\) 8\/_ nvto /0 [u(l—u)]%(A [v(l—v)]%Q%O( 7ﬁ77a67p )d )d

donde
Qs0(@, 8,7,6,p%) = / 2% exp {—aw - f—] / y~°.
0 T3 Jo
§1 Fo{lay/(z + 2
exp {—7y~ _] o {[zy/( ly)]p }
4y (z +y)2
Dem: Utilizando las expresiones (2.54) y (2.56) se tiene

dydx  (2.59)
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(uvloX) = 16—;304#041,&001}\. (2.60)
/-oo /oo /-oo /oo 27.‘.%}70 |:(31 + 52)(33 + 84) (? B 5)2} '
0 0 0 0 81+ 82+ 83+ 84
— = — —
exp [—ﬁ%(Ru ~R,)? — 25 (R, - RQ?]

Nl=

(51528354)2 (51 + $2) (83 + 84) (51 + 82 + 53 + 54)
2 2 2 2
ali a, Ay a)\
exp(—— — — — — — —2)ds1dsqdssds
p( 481 482 483 484) 1heatestod

Realizando el cambio de variables
81 S3

T=8+82,Y =83+ S4, U= ,U =
81+ S2 83+ 84

y despejando se obtiene
s1=ux, 89 = (1l —u)z,s3 =vy,s4 = (1 —v)y

con ello el Jacobiano J(s;, s2, s3, 54)/(z,y, u, v) queda

dsy dsy dsy dsy
dz dy du dv
dsp dsy; dsy dsy

J(S],82,83,84)/($,y,’u7’l}) = dsg ds3 dsz ds3

Escribiendo
— — —  — e
o= R#—R,,,c='Ra—RA,p:‘P—Q‘ 2.61)
a=u(l —u)a®,y=v(l—v)?, B =0 u+ [e2/(1—u)] (2.62)
§=cal/v+ [a}/(1—v)] (2.63)

se concluye

N
N|w

(pvlod) = éﬁa#auaaaA /1 ! (/01 - 1

0 [u(l — u)] 1 —v)]
Qs30(c, 8,7, 6, p*)dv)du [ |
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Teniendo en cuenta las funciones definidas a continuacion se puede reducir una integracion

para la funcion Qss0(e, 3,7, 6, 0?)

ky(@) = (5)ke
ky(@) = (5)H1+z)e™
kyi1(z) = 2vk,(2) + 2%k, _1 () (2.64)

El calculo de la siguiente integral es necesario para el lema que se da a continuacion:

Lema 18 ) - )
K,(z)= 5 (%) /0 exp (—r - %) r~Vldr (2.65)
Dem: Segun [9)]
1 o0
K, (z) = é/ exp (—zcosh (t) — vt) dt =

L (e (o)
_ ;/Z exp (—Ze’g’ ® _ (ze’q;(_t)) _ vt) dt  (2.66)

Si se considera la sustitucion

1
r= ézet (2.67)
se obtiene
1
dr = izetdt
De donde
dt = r~dr

Ademas multiplicando ambos miembros de la (ecuacion 2.67) por z y despejando ade-

cuadamente, nos queda

I 4 (2.68)
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2
t=1In <_r>
z

exp(—vt) = exp(t)™ = (%}) _ (2.69)

Reemplazando (2.67),(2.68) y (2.69) en (2.66), se concluye

1 [* z exp (t) zexp (—t)
- - - —wt
2/_00 exp( 5 ( 5 vt | dit
o] 2 -V
= 1/ exp - o rtdr
2 Jo 4r z
"0 2 v
= 1/ exp <—r — Z—) vl (E) dr
2 Jo 4r 2
v [ 2
= E (f) / exp | —r — ) pvigy [ ]
2\2 0 4r

((a (B+ rz))%) = 2L7 (5—&-1‘2)% /Om exp </ow - M) v dv

y despejando ¢ de (2.67)

Con lo que

Lema 19
k

(ST

3 4u

2

Dem:

Si ahora se utiliza la equivalencia entre k,(z) y K, (z) dada en (2.64)

puede reescribirse la ecuacion (2.65) , obteniendo

2v oo 2
k,(z) = 22;“ /0 exp (—r — i—r) r~ tdr

Lo
Asf considerando v = 2,y z = (a (8 4 r?))?se tiene

(S
N
Nl

) - (ta+r) ) /‘”exp(_w_w)w o

23+!1 4w

00 2
exp <~w — (B+r )> w2 dw (2.70)

4%

ks ((a(8+7)

1

- @)t

2 0

NI

Tomando
w
v=—,dw = adv
«

al reemplazar en (2.70) se obtiene la tesis:

ks ((a B+ 7’2))%) = 2% (o (B+ 7*2))% /000 exp <—av - (/31—7“2)> (aw) % adv

v
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1 "00 5
= -—7-(,6+’r‘2) Oé%.Oé—%/ exp | —av — (,8-{'-7‘ ) ’U—%dv
2z 0 4v
1 5 [ 2 ,
= (ﬂ + 7"2)g / exp (—av - (8 I " )> v 2dw
0

Nl

Sl
[CIEN

[ |
Lema 20
Q330(a7ﬂ77)57p2) -
27 (ay)? [ 1
= =5 [ aonik g (Lo (8+r)TF)
kg (v (5+7%))F) ar 2.71)
Dem:

Aplicando una transformacion integral de la funcién incompleta gamma:
2

p * v 1
(v, —) = p"/ t27 1], [2pt§} e~ dt
q 0
en donde J, es la funcion de Bessel de primera clase,

]a transformacion

1 z+y ; r?
V= — frennd e
29" 0 1T
en la definicioén de Fj dada por:
1 1,1
Fiz) = 527 1(5,2)
se tiene
Ty r+y. [T 1 r? 2
R = ; A Ty
) = (G [ b expl =1 - ar

Sustituyendo la expresion anterior en (2.59) se pueden separar las variables z e y, y re-

solviendo las integrales de acuerdo a Lema 19

Q330(a7/.87’7a57p2) 5
- b /0 r—%J%(pT)(/O 7% % exp [—am N Cha) )]

(2p)2 4z
~ -3_% ex — - (5+T’2) xI)ar
(/0 Y p( VY ™ ))dy)d )d
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26-*—l o0
= 12 / r2J
pz Jo

Utilizando la notacién de la funcion de Bessel en forma esférica

by (lo(8+ 7201 ) ks (Iv(6 +7201F)
(8+ 24 (6472

(pr)

NI

1
m

, 2
@) = (55) s @)
y las funciones definidas en (2.64)

se obtiene

oy la(B o)t =

De esto ultimo
1 _1 1
kg_% ({a (ﬁ-i— 7«2)] 2) = a3 (ﬁ + 7”2)3 2 k_3+% ([a (ﬁ + 7-2)] 2)
Reemplazando en la ecuacion (2.72), las igualdades (2.73) y (2.74)
20+ (ay)*2

1

p2

o 1
| e,

Qggo(&,ﬁ,’%é,}ﬁ) =

dr (2.72)

(2.73)

[SIE
——
Q
—~~
>
+
=3
(V]
N——
[ S——
.
[
Y
w
o
p
ka
¥
N
N
L |
Q
——
»
+
=3
[Sv]
~—
—_
[SIE
N—”

(2.74)
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275;_3)% /()'”jo(pr)k_g([a (B+r%)] )

g (b (E+r)]*)ar m (2.75)

=

Nota 5 Recordando la ecuacion (2.64) se tiene que:
Y _
k_g(:c) =z 22kg(x) =z (k§+1> =
= z° 2§k‘3(.’13) +2%ks_(z) ) =270 (Ska(x) + z%ks (:c)) =
- 273 7-1 - 2 271 -
-5 z 1 -z I =
27 (331 + ) + (Gt )

2
(2)ze™z (34 3z +2?) (2.76)

i

0ol R

El hecho de reducir una integracién en la funcion Qssp(a, 3,7, 6, p?), es el que permite

reescribir la integral bielectrénica cuatricéntrica (uv|oA) como una integral triple:

Teorema 21
o -1
(uvloA) = 16auayozga>\a5c5/ (/ u(l — u)Us(u,r)
o Jo
1
(/ (1 = v)V3(v, 7). Jo(pr)dv)du)dr (2.77)
0
donde
Us(u,r) = kg ([a(B+7)]%)
k g(a (a2 — a2)yu+u(l ——u)rﬂ%> (2.78)
Vs(u, k_ ([ (6 +7%) )
k %(c ag)v—i—v(l—v)rz]%) (2.79)
Dem:

Porel Lema 17

1 R b
( V]g)\) = SVTau0,0,0 ( :
2 3 ’\/0 [u(1 — )] /o [v(1 = v)]
Q330(a7ﬂ’7,6’p2)d1))du

Nl
N

utilizando la expresion dada en el lema anterior para Qss0(c, 3,7, 6, p?),las identidades

dadas en (2.61), (2.62) y (2.63) , y recordando las definiciones dadas en (2.78) y (2.79):
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(lor) = %ﬁauauagax/ol[( 1 (/1[( 1

1 —u) vl—v)]%.

Njw

o

27 (&\/77?) (/000 Jo(pr)Us(u, r)Va(v, r)dr)dv)du

= 2%a,a,a00n /01 (1 i w)) (/1 [v(1 1 v)]

(a*u(1 — u)c*v(1 — v) 3 /Ooojo (pr)Us(u, r)Va(v,r)dr)dv)du
1

nlw
[SI

1
_ 1604“04,,04006,\&505/ u [u (1—u)]5/2.
0

u 1—u)]%

(/[; m [w(1—v)]*? (/ooo Jo(pr)Us(u, r)Vs(v, r)dr)dv)du

= 16a“ayaca,\a5c5 /
0

oo(/0 w(l — w)Us(u,r).
(/O v(L — v)Vs(v,r).Jo(pr)dv)du)dr

En el caso que u = v 0 0 = A se reescribe la integral anterior como una integral doble:

Teorema 22
1 "o 1
(uvloc) = 32(27) a0, (20, )a® /O oW (2.80)
1
([ wlt = wUs(ur)safor)
0
Dem:

Debido a la expresion (46)-{14] ,se obtiene

(wloo) = cte / / /

£y [_81_+_i2___(7; E;)?} ,

I\DlU\

81 + 89 + 83
518 ey o 2
exp [—jﬁ;(Ru - R,) J
(315233)3(31 + 83)(s3) (s, + 55 + 83)%
ol a2 (as+oy)’
[ v g A
— £ v 3% A Vdssdsod
exp( 4s;  4s9 4s3 Jdssdsadsy
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donde

1
cte = g;;:,/-gauavmo + o) (2.81)

Luego, reemplazando Fj por la expresion dada en Lema 20

(pvloo) = cte/ / / 2m

exp [~ 22 (R, - R’

[

51+82

(81.82.83)%(31 + 52)(s3) (81 + 82 + 53>% .

___(Sl,+ 2t 83)% exp(— Ozz _ al _ (ag + Ol)\)Q)
1/2
(2'PRG‘ (s1+ s2) 83) d.sp 4. 4.s3
e J1/2(PRU’I‘) 7,.2 7‘2
SV Y dr)ds,ds,d
(/0 r1/2 exp{ =1 r +82) 15, r)dsi1dsqdss
Con lo que
(wvloo) = cte. / / / ont
eXp[ 51+s2 (R”‘ R ) ] 1
(51.52.53)% (51 + 52)(53) (21_;}?:) (s1+ s2) s3>1/2
op  ap (agt )
L I e 2.82
exp( 4s;  4sy 454 ) ( )

(/0' J1j2(PR,T)

2 2
— dr)ds,ds,ds
7‘1/2 exp ( 4 (81 + 52) 483) ) 1522073
Agrupando apropiadamente e integrando en s3, se tiene

1 (g +ay)?, 1 r?
/0 3/2 exp(— ) exp | = — dss

483 S31+1/2
(20 +an)* +7%)

>
= /0 S—gexp( Is, )dss3
o 53 53
donde
agry = Lot oa) +7)
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Realizando la sustitucién z = s; ' en (2.83) se obtiene

<1 (o +an)’ 1 ( . )
— exp(— exp| ——— | ds
/0 3/2 ( 454 )S§+1/2 4 3

o0 1 16
= zexp(—A(r)z)dr = =
/0 p( ( ) ) (A(T))Q ((aa + a)\)Z + 7‘2)2

Reemplazando esta integracion en (2.82)

(wvloo) = cte/ / / exp(— 431 45)

exp l: Sl+32 (Ru - RV)2] J1/2(PR 7')
(s182)2(s1 + 82)1F1/2(2)1/2 (PRgr)1/2

e ( r ) 16 dsods,dr
Xp { — 20,81
4. (81 + 82) ((aa + Oc,\)2 + 742)2

5
2r2

Nlw

Al realizar la sustitucion

51
u =

V= 81 + 82
)
81 + 82

y despejar se obtiene

§1 =uv, 89 = (1 —u)v

con lo que

ai a2
(o) = “te/ / / uv2(1 77 P Gy T (i — )

exp [—U(l —uv (R - R, v) ] Ji2(PRor)

5
272 .
(v)(2)1/2 (PR.r)""
2
1
exp <~T—) 62 sdvdudr
4v ((ao + )’ + r2)
Integrando en v
= =
/-oo v - a2 - a2 )exp [—u(l —u)v(R, — R,) } .
o U3 P o 4u(l — u) (fu)% P

Rl Clu,r
= / 7 exp(——(AE—2 — D(u)v)dv
0

40
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con
2

(1- U) .
D(u) = u(l —u)(R, - R,)?

2
Clu,r) = ﬂ +

+ 72

y utilizando la identidad (2.65) (en donde se sustituye w = D(u).v) , la Gltima integral

queda
oo | o2 Q2 exp {—u(l — u)v(}z: - R—;)z} r2 ;
/0 v? exp(—4m) (1 - u)) (v)2 P <—E) !
— 1/2 o? 2 1/2
K5/2<[ (1-u)(R —R,,)] [—u&+(7‘3)+7«2} ) I
9712 (u(l —u)(Ry — Ru)2)

o? a2 5/4
(_E + (1_1/“) + 7'2)

97/2 (4 (1 — u))?/? K2 (2 (u, 7))
) (2 (1, 7))

donde
— —
Zuy = ’(Ru - Ru)

Retomando la expresion (2.84)

cte2m316 [ [P [® g ai O‘Z
(pv|oa) (2)1/2 /0 (/0 (/0 ;)EeXp(ﬁ4uv B 41}(1—u))'

—

exp [—u(l - u)v(Ru - 1_%7,)2] < 2

[w(l —u)r® + (1 —u)o? +ua}1/2

f

1 J1/2( R,r)
v du
42)) a )(u (1 — wu))/? ) (PRyr e
5 (u (1 —w))*? KS/?(ZHV("‘L’T)).
(u (1= w)** (z(u,r)™*

3 exp dr

cte. 277'216 7 2 - -
- __1/2_/ / 22 |(R, — R,)
Jl/Q(PR ’I‘)
(PRUT') (oo + aA) + r2)
—_ —
Seaa = ‘(Ru - Rz/) 9

cte 2r516 w))*"? Ks o (2 (u, 7))
(uvlo) = ¢ [7[ s -
1/2 )3/2 (z,w(u,r))sﬂ

dudr

Jl/Q(PR ’f')

dudr
(PR.r)"* (a0 + aA) +r2)°
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B cte 2316 / /27/2 — W) K5/2(zp,,(u,r))
- 1/2

(2w (u, 7"))5/2

J1/2(PR,
1/ 2( 1/? _dudr
(PRJ'r) ((ozg + a,\) + 7'2)
Ademas como se vio en (2.78) y (??)
K v (u,
el D) g,
(Zu(u; 7))
Con lo que,
1
(wloa) — <& 217216 I / 272 (u (1 = ) Us(u, 7)
JI/Z(PRI/T 5 dudr
(PRor)™"" ((00 + a,\) + r2)
Denominando

p:PRU

y teniendo en cuenta la (2.73)

T T 1/2
J1/2()€/.2) = jO(pT) <2_7Z:—) (p ]51/2

(pr 2 T
= Jolpr) (%) !

wios) = L2000 [ '3 (1 ) Ui

Jo(pr) (;)1/2 ( ! > dudr

(673 + Qf,\) -+ 7'2)

_ cte.zw%16a527/2 <g>1/2/°° 1
(2)1/2 G 0 ((ag+a/\)2+r2)2

1
([ (1 =) Usta,r)du)jo(prir
0
Reemplazando por la identidad (2.81):

1 ] 1/2
o700 (0 + a)2m216 72 2 B
ORE a2 - = 32(27)2

se obtiene

M\»—‘

a,(2a,)a®
Luego
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(pvjoo) = 32(27r)%a#a,,(2a(,)a5 /000 20 )21+7~2]2.

(/0 u(l — u)Us(u, r)du)jo(pr)dr
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Capitulo 3

Métodos Alternativos

En este capitulo se plantean dos métodos alternativos para realizar los calculos de las

integrales bielectronicas multicéntricas:

1 — —
(uv|oA) = // (1) (7“1) - @ (7)) B (T3 )d T d Ty
R3 xR? 2y

1~ [ 2
donde intervienen tres y cuatro centros y todas las funciones involucradas son de Slater.
Como se muestra en el Capitulo 2, Seccion 2.2.2, dichas cantidades pueden ser aproxi-

madas por las sumas parciales

;w*

(,LLI/]O')\ 471_22 Z Flmn Imn

n=1 =0 m=-I
de una serie. Si bien este método es preciso, es de lenta convergencia.

Para mejorar la velocidad de convergencia se utilizan técnicas de aceleracion. En calculos
pilotos [7] , se muestra que la sucesion aproximante a una de estas cantidades (uu|pp)es
bien acelerada por el acelerador de Levin. Como se vé en la Tabla 1 del Cap. 1, esta
serie no es alternante. Por lo tanto, en los resultados de la aceleracion calculados con la
ecuacion (2.26), obtenidos utilizando la transformacion de Levin, puede no haber regula-
ridad numeérica; ello podria implicar pérdida de precision al aumentar N1.

El objetivo de este capitulo es representar las aproximaciones de las integrales multicén-
tricas de tres y cuatro centros que involucran s6lo funciones de Slater, como series que
muestren, a priori, un buen comportamiento para ser aceleradas por el operador de Levin.
En particular, buscamos obtener series alternantes.

El primer método que se muestra continda con la idea de la aceleracion de las series aprox-
imantes de las cantidades (uv|oA) dadas en (2.47). Para esto, se realiza una reordenacién
de la misma (ver 3.86) con la idea de lograr que se verifiquen las hipdtesis del teorema de

Levin que garantiza la regularidad del método (ver Teorema 7)
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3.1 Primer Método

Este método explota la idea de acelerar las series aproximantes de las cantidades (pv|o )
dadas en (2.47). Para esto, se realiza una reordenacién de la misma (ver 3.86) con el
objetivo de verificar las hipotesis del teorema de Levin que garantiza la regularidad del
método (ver Teorema 7). Para ello se aprovechara la forma de calculo que provee el pro-
grama LCAOMIN (ver Cap.1) para aproximar las integrales bielectrénicas multicéntricas
(pv|oA)g. La reordenacion puede realizarse dado que la serie mencionada es absoluta-

mente convergente segin se muestra a continuacion.

Teorema 23 La serie aproximante de la cantidad (pv|o ) , dada por:

4”2 Z Z F%ZP%n

=0 n=1m=-I
es absolutamente convergente.

Dem: Consideremos la suma parcial

Sin = ZZ la[l,n]|

=0 n=1
donde
| i
all,n] = Z —L’%ﬂﬂ (3.85)
m=—1 n
Entonces,
|Ffmy:z Imn
lafl,n]| < Z e
m=—1 n
Como
| R o
| = irten ) < (el 1l
se obtiene:
IFZZZF | _ [ynedy HF i’n*ml
1 lFﬁZZ |F Al
Por lo tanto,
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L N L Ny l IFW*IQ ! lra,\ 2
Sy = ZZ‘CL[LHHSZZ-Q[Z [k”l;” + Z ll:l;n =
1=0 n=1 1=0 n=1 < [m=—1 n m=—1 n
L L N T Iy 2 (L N o) 27
r i 2 oo 00 l 2
] 1 [
} + §ZZ Z ‘ lk2
1=0 n=1 [m=— In 120 ne1 Lmet Nin

10000 : Imn
SO
1, /
< =

- 2

Con esto se prueba que los términos de la sucesion S,y estén acotadas por una constante
K, independiente de L y N . Como ademas la serie a considerar es de términos positivos,

la sucesion Sy v resulta creciente. Por las dos condiciones mencionadas se obtiene la tesis.

A continuacion, la reordenacion mencionada se hace siguiendo la denominada reorde-

nacion de Cauchy [4] :

Teorema 24

L o 00

1YY Y Ml §° g

=0 n=1 m=-I n=1

donde

n

s[n] = Za[i,n—i+ 1]

i=1

y all,n] dado como en (3.85)

Dem: La serie

o ™ P’“’* 1‘\0)\
S eln =33y el
=0 n=1 =0 n=1 m=-!

es absolutamente convergente, por el teorema anterior.
Definiendo el ordenamiento g : N — N? dado por: g(1) = (1,1),9(2) = (1,2),9(3) =

(2,1), y en general,

N (k—-1).k , (k—1).k
g(n) = <n——2—~,k+l—n+——2—)

donde k = max {leNtal que [.({ — 1) < 2n}, resulta que g es biyectiva.

Si se utiliza el reordenamiento anterior obtenemos:
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> all,n] Z [g(k)]

=0 n=1 k=1
Esta altima serie también converge absolutamente (mismo teorema) y por lo tanto, se

pueden asociar sus términos y mantener la convergencia al mismo limite. Esto permite

ver que
Saek] = 5SS algth)
k=1 21 kigl(kh +g(R)a=r+1
= S
donde -
o[l = a[l,]]
o2 = a[l,2+af2 1]

T

s[r] = S alg(k)} = ali,r —i+1].
k:g(k)1+g(k)2=T+1 i=1
Asi resulta que

) (G
T ; Zl Z_, Z:l s[n].

Un reagrupamiento de los valores s[i] permite generar cantidades alternantes en signo. Un
mecanismo para almacenar las nuevas cantidades en un nuevo arreglo b, procede como

sigue. Primero se almacenan en un vector n las posiciones donde s cambia de signo; con

ello definimos:
n[j+1]-1
- N .
il =) sl
i=nlj]
Con esta nueva reordenacion la sucesion b; es alternante y

| Fa)\ o0

4WZZ Z lmn e =N " b)) (3.86)

=0 n=1 m=-1 7=1
A continuacion exhibimos el calculo del arreglo b = b[j] para algunos ejemplos.
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Para el caso del ejemplo TABL2 (Ver Apéndice 1), corridos con L = N1 = 20

| (pvia)) | Blj] |
0.00784642
—0.00130090
0.00017455
—0.00002506
(12|13) | 0.00000475
—0.00000080
0.00000017
—0.00000004
0.00000001
0.03412860
~0.00753159
0.00176718
—0.00038108
0.00008298
—0.00001882
0.00000532
—0.00000182
0.00000064
I —0.00000008

TABLA 2

(11]34)

Si realizamos los célculos para el ejemplo AGU2 (Ver Apéndice I) con L = N1 = 20,

obtenemos los siguientes resultados

| (urloX) | blj] ]
0.34167528
~0.00186213
0.00011957
—0.00002027
0.00000495
—0.00000089

0.031517123
—0.00051892
0.00003670
—0.00000432
0.00000072
—0.00000012

TABLA 3

(11]23)

(22/13)

El comportamiento numérico de estas sucesiones (b[j]), es decir, su caracter de decre-
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cimiento en valor absoluto, su ya probada alternancia sumado a que el término general
tiende a cero, sugiere que podrian ser aptas para ser aceleradas por el acelerador de Levin.
Este es, en definitiva, la sintesis del método luego implementado.

En el Capitulo 4 se muestran resultados numéricos obtenidos a partir de las tablas ante-

riores y se contrastan con los del Método 2 que presentamos a continuacion y con los del

programa en vigencia.

3.2 Segundo Método

En este segundo método se calculan las integrales bielectronicas que se tratan en esta tesis
utilizando una férmula desarrollada por Shavitt, (2.77). Se prueba que las mismas pueden
escribirse como series que cumplen con el teorema de regularidad de la convergencia, (ver

Teorema 7), para el acelerador de Levin.
3.2.1 Integrales Bielectronicas Cuatricéntricas:

Partiendo de la expresion para las integrales bielectronicas cuatricéntricas dadas por Shavitt
(Teorema 21-Cap.2) y teniendo en cuenta que las funciones involucradas: & ,( ?) (1.12)

estan normalizadas, obtenemos:

(uvlon) = (%)2(%%%% 25 45 5/ / / (1 — w)Us(u, 7).

v(1 —v)Vs(v, r)—s—%dudvdr (3.87)
con
p(u,v)z’((l—%;,—l?,:)u+§;>—((E—,\)—J?)Q)—FR) (3.88)
Dado que:

u(1 — w)Us(u, r)v(1 — v)Va(u, ) (p(w,v)r) "> > 0
Vr > OyVu,v:0<u<l,0<v<l1

(en Lema 26 se probara que Us(u,r) y V3(u,r) son positivas), se concluye que el inte-

grando en (3.87) es una funcion oscilante, dependiendo de los cambios de signo de la
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funcién seno. Debido a ello se puede descomponer la integral (3.87) como suma de in-
tegrales sobre intervalos, donde sus integrandos conserven el signo. Los intervalos en

cuestion tienen extremos determinados por los ceros de la funcion trigonométrica.

Teorema 25 )
4
(uvlod) = (;) (o a,050))*% ac® Zan (3.89)
donde e
Qn, =/ f(w)sen(w)dw (3.90)
(n—1)m
y

1 1 / w W .
=/O /o u(l—=u)v(1—v)Us (u, p_(u, 7))) Vs (U’p(u,v)> (u, U)wdudv (3.91)

(1) Con el objetivo de que los cambios de signo del integrando dependan de los ceros de
la funcién trigonométrica, se realiza el cambio de coordenadas g sobre R? definido por

u = u
v o= v
r = w/p(u,v)

con ella se transforma:

(uvjoA) = (%)2 (apon0,0,)*° a® 5/ / / (1 —uw)Us(u, ).

v(1 — v)Vs(v, r)sc;n(ﬁ(y—v——dudvdr
p(u, v)r
en la forma equivalente:

(pvloX) = (%)2(%%%%2555/ // 1—uU3< ol )

w 1
- dud
v(l —v)V3 (1)’p(u,1))> ” p(u, o) udvdw

Esta tltima expresion, al utilizar (3.91), puede simplificarse de la siguiente manera:

2
(pv|oA) = (%) (apa,0p0y) )25 a8 5/ f(w)sen(w)dw (3.92)

(2) Lademostracion de que el cambio de coordenadas es licito se encuentra en el Apéndice
al final de este capitulo.
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(3) Eneste paso se aprovecha la oscilacion de la funcion sen(w), y se representa la integral

impropia como suma de integrales entre ceros consecutivos de la funcién trigonométrica
involucrada, esto es:

/000/ / f(w)sen(
i/(n . w)sen(w)dw (3.93)

1

Luego:
(uv|oA) = é (a a,aqa)) 2 > a5 i an,
T : n=1
donde
an, =/ f(w)sen(w)dw (3.94)
(n—1)m

w w 1
/ / (I1—uw)v(1—v)Us (u e 1))) Vi (1)’p(u,v)> p(u,v)dedv (3.95)

Ahora se comenzard un analisis de la serie dada en (3.89) y de la sucesién (3.90) que la
genera ; se probard que esta es decreciente en valor absoluto, alternante y que el limite
del término general tiende a cero. Este hecho garantizara que la serie es convergente (por

criterio de Leibniz) y regular para el acelerador de Levin (por Teorema 9).

Lema 26 Las funciones Us(u,r)y Vs(v,r) son funciones positivas y decrecientes como
funcién de r y

lim Us(u,r) =lim Vi(u,r) =0

T—00 T—00

donde:

Us(u,r) = k:_%(a(a + (e — oZ)u+u(l - u)r?)7)

Va(u,r) = k_s(cla? + (a? — o? v+ (1l —v)r)2
2 g A I
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™z .3 3 1
ki@ =(5) Tt
Los parametros intervinientes fueron definidos en (2.61).
Ver (2.78), (2.79) y (2.76).
Dem: La prueba se realizard sobre la funcion Us(u, r) debido a que la funcién V3(v,r),

posee una expresion analoga

Claramente /c_g (z) es positiva y decreciente para los valores a considerar que son: z > 0
Luego Us(u,r) > 0

Sean ahora 0 < r; < 7y, como 0 < u < 1, tenemos:

N

a(a? + (0f — af)u +u(l — u)r?)

< a{a? 4 (af - a?)u +u(l — u)rd)

(S

Como k_s (z) es decreciente, se obtiene:

U3(U, 7'1) > U3(’U,, 7‘2)

Luego Us(u, r) es decreciente como funcién de 7.

Ademas
como
, o [yma2 3 31
tim kg(o) =lim |(5) e (G v )| -0
y
r— oo = (a(ol + (a? — o2)u + u(l — u)r2)%) — 00
r— 00 = (c(a? + (@i —a2)v+v(l — v)rz)%) — 00
se tiene:
lim Us(u,r) = 0 (3.96)
lim Vi(u,r) = 0 u
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Lema 27 La funcion f(w) dada en (3.91) verifica que:
es positiva y decreciente Yw > 0
lim f(w) = 0
Dem: Por el resultado anterior Us(u, )y V3(v, r) son funciones positivas, con lo que el
integrando es una funcién positiva parau € (0, 1)y v € (0, 1), luego f(w) > 0.

Sean ahora u y v cualesquiera y sean wy, < ws:

w1 w1 1
ut el =) Y S ) o oy
Wo Wy 1
> u(l —uw)v(l —v)Us(u, o v))Vg,(v, o v))p(u, . (3.97)

Integrando respecto a u y a v, se obtiene:
f(wy) > f(we), luego f es decreciente

Ademas

ot w w 1 1
flw) = /0 /0 u(l — u)Us(u, p(u,v))v(l — v)vs(v’p(u,v))p(u,v) Edudv,

Como

y dado lo obtenido en (3.96), se concluye que

lim f(w)=0

w—00

Se quiere acotar el error n — ésimo de la serie anterior: E, = > >_  a,, con este fin se

prueban primero los tres lemas siguientes:

Lema 28
/ 4
Jo erli-e
Dem:
Llamando 1o 12
1 1 1
0=1Gz-9 )] =1G-)]
y
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1 1/2
s(t) = ¢'/2 (5 + t)

Considerando 0 < b < 1/2, se obtiene:
/1/ ? dt /b dt 2 dt
_ y
I e R T K e

B /” dt
B RN

/1/2 dt

+

o BR[G-0) (o]
/” 1 dt /2 4 dt

0 hmint17 +/b Smin (% o t)1/2

_ 1/bdt+ 1 /1/2 dt
Pmin Jo Y2 Smin Jb (%_t)lﬂ

En la primera integral, la singularidad se presenta en ¢ = 0, mientras que en la segunda en

1
t=3

Se determinaran minimos para las funciones 2 y s en los intervalos (0, ) y (b,1/2) res-

H(t) = % G - t2> o (—2t)

Con lo que h(t) es decreciente en dicho intervalo y el minimo se alcanza en ¢ = b,

1 1/2
hoin= [ (3-5)]
1 1 1/2 t1/2 1 -1/2
8,(t) = —t—1/2 (5 + t) + 7 (2 + t)

2
1[ 2t + 1 J

:—*1/2
2 vz (1 44)

1
2t+§ > (<<=

pectivamente

con esto queda:

Para s
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1
t > -
4

Asi se vé que en el intervalo (b,1/2) donde b > 0, s(t) es creciente, y de aqui que alcanza

1/2
Smin — b1/2 (1 + b>

2
0 t1/2[i—t2}1/2
- 1/bdt+1/1/2 dt
- min JQ t1/2 Smin b ( — )1/2
1 VE ez g
§+b>> / ——7 (398
b (31
1 —1/2 1 —1/2 1 1/2
T Wiy (b= +0b 2(=—b
(G-7)] e (o(5+ ;
1

v (-0 (o) 7

Se minimizara esta cota en b para determinar la 6ptima particién del intervalo (0, 1 /2)

el minimoent = b, y es:

Sea:
1 -1/2
T(b) = b~1/2 h - b2J

Al derivar se obtiene

1 1 TR L g
T'b) = —Zb7 2|2 —p? 4| =0=
®) 2 4 b(%—0?)
1 1
= - -3*'=0=>b=——
4 V12
Al analizar el valor de 7" alrededor de b = J%’ se nota que este es un valor de minimo.

Luego al reemplazarlo en (3.98) , se obtiene

1/2 dt - 1
b e S e

N

e
[1aN
(=)
N
~
oy
O
O
~—~
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Otro resultado til es

Lema 29 FExiste tpeR :

.1 _ 1— 1/2 1/2 dt
I— / exp( 7;“/ [u( 1/2U)] du S ZF#V(tO)/ 172 (3100)
0 [u (1 — u)] o t2[] ¢
donde
Fo(t) = t'/? exp(—7,ut)
Dem:

du

1 exp (—7W [u(1— u)]1/2> 1/2 exp (—’Y,w [u(1 - u)]l/Q)
- | w2

0 [ (1 —w)]"? [w (1 —u)]'?
Al realizar el cambio de variables:

1 1 1/2
vo= u(l—u):>u:§— [4—1)}

-1/2
du = —— [ —v] (—=1)dv
se puede escribir:

1/2 _ 1— 1/2 1/4 1 1 exp (—~ /2
122/ exp (=Y, [u (1~ w))) u=2/ P (=7w0"?)
0 0

-~ dv
[u(l— u)]1/2 2 [% B v] 1/2 01/2

Al sustituir ahora:

d 1
otz B _ 2 12
Ve T2
se obtiene : »
exp(~y,.t
[=2 / f(—Z"l”/—Q)dt
o o i1
Si se multiplica y divide el integrando por:
4172
nos queda:
1/2 t1/2 exp( — t 1/2 dt
I= 2/ p( Vuw Q)dt <2 (max Fw(t)) / 7
o /2L o tl/2[1— ¢
Se calculara ahora
max F),,(t)
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1_
F,Zl,l/(t) = §t 12 exp(_’)/;wt) - tl/Q’)/,uu exp(_’)/uut) =0
exp(—7uwt) [1
—ar |3 D) =0
Luego, un punto critico es:
’ 1
0 ==
2Yu

Puede verse facilmente, por el analisis del signo de la derivada primera, que este es un

punto de maximo, donde el valor méximo sera:

1
FL(to) = —2—1/2exp(——1/2)

1%

1/2 dt
1< 2F,(t /

Con lo que

Al definir la siguiente funcién:

/ / (1 —u)v(1 — v) exp(—2zu(u, v, w)) exp(—2z4a(u, v, w))

3 dudv
p(u,v) (2 (u, v, w)) (zoa(u, v, w))
donde:
Zu = Zu(u, v, w) aL T +au+a,(l —wu)
Yy
1/2
[w?o(1 — v)
= —c|l—— 2 L v+ a(l —n
Zox = zoa(u, v, w) c- P, v)? + a3v + ( ))}
con
— —
a = lR,‘— R,
— —
E = ]Rg— RA‘
se obtiene la siguiente acotacion:
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Lema 30
1/2
zr < cte e () [ = W)™t exp (<yp(w) o (1 - )
flw) < — 7z du " dv
w” Jo [u(l —u) 0 [v (1 — o)
(3.101)
donde
= max = ) t

V(W) = 52—, p [0’111]1%’1] p(u,v) y cte es una constante
Dem:

Si se tienen en cuenta las siguientes desigualdades:

Zuw 2 Q. [afu + ai(l — u)}l/2

Zuy 2 2 [u(l - u)]1/2

~ p(u,v)

se puede acotar a la funcion exponencial de la siguiente manera:

-z Zuw
exp(—zm) = exp( L) exp(—) <
< exp (—g lou + ai(l u)]l/z)
aw 2
€Xp <_ 2p(u ’l)) [U(l - U’)]l/ )
a
< exp (—iamm(u,u)> :
exp (_paw [u(l u)}lﬂ)
donde:
Qmin(, v) = min (o, o)
Ademas:
1 3
L p(u,v) -
Zu  adwd [u(l — u)j
Con lo que:
exp(—2zuw) eXp(—zon) _ (1, v)° exp(—2u) exp(—2o2)
23 ’ 23 - |— — 31— — 3 3/2 3/2
o oA ]R,ﬁ R, IRU— RAI wb [u(1 — w2 [o(1 = v)]
De aqui que:
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f(w) _ / / u(l = wv(l — v) exp(—2,, (u, v, w)) exp(—zox(u, U’w))dudv

3 3
p(u,v) 2, Zoy

4 { ) s jﬁ"%)”nv?'
AQmin{ U, V COmin(0,
exp | — _ _

IA

2 2
exp (— e [u(l — u)]l/Z) exp (— v [u(l — v)]l/z) dudv
Prmax 2Pmax
Al recordar que
aw
’Y#V(w) = 2pmax
y definir:
o aamin(,u*v V) Camin(av >‘) p(% U)s

g(u> v, w) = €Xp ( 2 2 ase3wb

se tiene

/ /1 g(u,v,w exp( Yy (w) [u (1 — )]1/2) exp (—’)’g,\(w) [v(1— U)]1/2>

duduv
[w (1= )] [o (1 - v)]"?
Como p(u,v) < pray :
Amin (4, V) camin(o,A)\ 1 pu,v)®  cte
g(u,v,w) = exp <— 5 — 5 BA  ut < e
donde .
GQmin (,U, l/) camin(av )‘) Prmax
cte = exp (— 9 — 9 B3
entonces
1,1 cteexp (—’yw(w) [u. (1 - u)]1/2) exp (—’70/\(111) [v. (1 - 1))]1/2)
dudy =
/ / wh [u (1 —u)]? v (1 = v)]V/?
cte () (1 =) ?) exp (—,0(w) [0 (1 = 0)] /%)
/ / Tr 17 dudv
[u(l—u)]"*[v(l =)
En esta ultima expresion pueden separarse las variables, y se obtiene:
et 1o (=) =w)) exp (<) 0 (1 - 0))2)
f(w)g—b./ 7 du/ 73 dv
w® Jo [u (1 — u)] 0 [v (1 —v)]
(3.102)

Ahora se mostrara un resultado sobre la acotacion del resto de la serie dada en (3.89) que
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representa la cantidad (uv|o))

Teorema 31
= 4%
E, = Z a, < 5, donde W es una constante
— (nm)

donde a,, estd definida en (3.90)

Dem:

Como se vio en (3.89):

4\? ¢
(uv|oA) = <;) (apo,0,03)>° ac® Z ar,
n=1

Dado que la serie anterior es alternante, se tiene que el error de truncamiento:

o0 n
En - Z Qg — Z ag
k=1 k=1
esta acotado por a1, esto es:
(n+1)m
E, < / f(w)sen(w)dw
nmw

Si se recuerda que:

Us <u7ﬁz_1)__)> = k_s(zu(u,v,w)) =

U, v

o (71')% 3 + 3 + 1
Y9 2w (u,v,w)? -z (u, v, w) '
e‘z““(“’”*w)zu,,(u, v, w)">
y se define:
M, = 3 b3 4 (3.103)
O\ (uy v, w)? T 2 (w0, w) '
se obtiene:

(n+l)m _ _—
B | Fu)G)imu

T

sen(w)

(n+l)m _
= (E>/ f(w)M/wMo)\

2 x w

Utilizando (3.101), (3.100) y la acotacion dada en (3.99):
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Ademas como:

se obtiene:

cte 1P (=7 () [u (1 =w)]?) rexp (—yaw) (1 - 0))?)
e —1 du 73 dv
0 [u (1 — u)] 0 [v(1—v)]
cted (Y2 F,(t) J V2 Fa(1) J
wb 1/2 [1 21/2t 1/2 [1 21/2t
o t2[F—¢2] o tMV2[F 17
cte.4
"TFuV(tO)FG/\(tl)
1/2 dt 1/2 dt
/0 t1/2 [1 t2] 1/2 /0 $1/2 [i _ t2:’ 1/2
aCmin(4, V) COmin(0, A)| P2y
exp( 2 2 )a3c3w6
1 1
4. —17 exp(—1/2) —
(2 2Pmax ) (2 2Pmax
1/2 1 2
—-1/2 dt
exp(—1/2) /O pr2 L t2]1/2
min ) min a)‘
exp(—aa 2(u v) ca 2(0 ))
2
P ©XP(~1)4 // L -
a®/2c7/2q7 5 £1/2 [% - t2] 1/2
2
172 1 tel (4.6)
ctel / i) < fe(—?) (3.104)
w 0 /2 [i — tz} w
AQmin (4, V) COmin(0, A), DL, exp(—1)4
ctel = exp(— 5 — 5 )- Q720772
2 2 1/2
Zpv 2a [al/u + au(l - U)] > aamin(:u7 V) =
Zox > a [aju+ a2(1 — u)}l/2 > COmin(0,A) = ag
3 3
M, = 5 T +1
2 (u, v, w) 2y (U, v, w)
3 3
< 5+—+1=K, (3.105)
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3 3
M,y = 1
A Zoa(u, v, w)? + Zoa (U, v, w) +
3 3
< Ss+—+1=K, (3.106)

Recordando (3.101) y sustituyendo en (3.95) las expresiones dadas en , (3.105) ,(3.106) y
(3.104) se sigue:

1= ~
flw) < E§K1K2f(w)
< Ct@l.%K1K2(4.6)2
cte2
_ -

Retomando el error en el intervalo n_esimo y que f es decreciente (Lema 27), se obtiene:

(n+1)mw T
E, = / f(w)sen(w)dw| = / f(qg+ nm)sen(q + nm)dq
nm 0
" cte2.2 W
< da < =
< fnm) [ sen(aydy < e
donde
W = cte2.2
Luego
En S W 8
(nm)
|

Nota 6 Elresultado anterior, sirve para determinar el valor de n necesario, para calcular
la serie aproximante al tomar una suma finita, con cierta precision prefijada:

Lema 32 Dada la precision eps con la que queremos determinar la aproximacion, el

valor de n necesario es
I seps\s
L)
T \W

Dem: Surge del teorema anterior y de la condicién

E, <eps
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El siguiente resultado es el fundamental para nuestro objetivo, ya que prueba las condi-
ciones necesarias para que la aplicacion del acelerador de Levin a la sucesién dada en

(3.90) resulte regular (ver Teorema 7)

Lema 33 La sucesion dada por (3.90):

ap = / f(w)sen(w)dw (3.107)
(n—1)m
donde f(w) estd dada en (3.91), es alternante, decreciente en valor absoluto y
lim a, =0

Dem: Como

0n = /( " fw)sen(w)dw

n—1)m
y
flw) >0
a, cambia de signo con la funcién seno, por lo que a,, = —a,y; y de aqui que a, es
alternante.

Se vera ahora que a,, es decreciente en valor absoluto:

L7 swpsentuian

v

]anl =

(n+1)m
= [ 1fw)sentu)du

nm

Esta altima igualdad se satisface por ser el integrando de un solo signo, luego

(n+1)m
|an| = / |f(w)sen(w)| dw >

T

(n+2)7
/( | (w)sen(w)] dw

n+1)mw
La desigualdad es valida pues:

flwy) > flwy) Yw, € (nm, (n+ D7) yVwy € ((n+ 1) 7, (n + 2)m)
dado que f es decreciente.( Lema 27)
y

|sen(r)| = |sen(r + )|
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Ademas, al utilizar nuevamente la monotonia del signo del integrando:

(n+2)m
a] > /( | (w)sen(w)| dw =

n+1)m

(n+2)w
/( flw)sen(w)dw

n+1)m

= Ian-f-ll

Se probara ahora que el lim a, =0

00

an:/('mr f(w)sen(w)dw

n—1)mw

Sea

u=w—-—(n—-r=>w=u+(n— 1)1
Luego

lan| = /0 flu+ (n—m)sen(u+ (n — 1)m)du

< [ 1 = m)

Sea
folu) = fu+ (n — 1)m) para ue [0, 7|
Como
nh—»rgo fn(u) = 0 Yue |0, 7]

y

[ fa(w)] < f(0) Vue [0, 7]

se tiene por el Teorema de Convergencia dominada de Lebesgue (pag 258-[16] ):

lim |a,] < lim [ fr(u)| du
n—oo n—0o 0
= / lim [f,(u)]du =
0 n—oQ

Entonces

Nota 7 Se puede recalcar la ganancia obtenida con la transformacion anterior ya que
la integral (3.87) tenia un integrando continuo con infinitos cambios de signo (altamente
oscilante), lo que resulta inestable en la evaluacion numérica, mientras que la expresion
(3.89) es una suma de integrales cuyos integrandos tienen un solo signo.
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Nota 8 Con un fin computacional, se probard que el integrando de la expresion (3.91)
vale cero cuando p(u,v) =0

Lema 34 Sea (u,v)e(0,1) x (0, 1) tal que p(u,v) =0y
h(u,v,w) = u.(l—-u)w.(l- v).seZEw).Ug (u,p(w > o !

U, v) u,v)

Vi (”’p(:v)) (3.108)

entonces
lim  h(u,v,w) =0
(u,0)— (%,7)
para todo w # nr.

Dem: Sea
z(u, v, w) = a(a +(a?-a )u+ u(l — u)(p(;ljv)f)%
(3.109)
2(u,v,w) = c(e? + (o — a2)v +v(1 - v)(p(jjf S
Luego

o,y = S (S ) ()
3u’p(u,1)) — z(u,v,w)3 \z(u,v,w)?  z(u,v,w) 2

~z(u,'v,w) 3 1/2
Vil o) = o (e + +1)(3)

z(u,v,w)3 \ z(u,v,w)?  z(u,v,w)

sen( )

h(u,v,w) = —u)v(l — v)

—z(uvw) 3 +1).
z(u, v, w)? m(u,v,w)

—z(uvw) 3
1]).
z(u,v,w)3 <z(u,v,w)2 * z(u, v, w) * )
1
p(u,v)z(u,v,w)3
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Si
z(u, v, w) — 00
p(u,v) = 0= { 2, v, 1) — 00
Luego:
3 3
—2(uvw) 1) —0 3.110
C ey T TN 10
—z(u,v,w) 3 3
° +1) =0 G.111)

z(u, v, w)? z(u,v,w)?2  z(u,v,w)
Falta analizar que sucede con

1
p(u, v)z(u, v, w)3

cuando p(u,v) — 0

Esto es
1 1
p(u,v) w_y2y3]°
{a(ai + (a2 — a2)u +u(l - U)(p(u,v))Q)Q}
= 3
P(?) a3 (aﬁp(u,v)%(aﬁ—aﬁ)up(u,v)2+u(1-“)w2)%
p(u,v)
o p(u,v)®
= 113
p(u,v) e {(aip(u’ )2 + (a2 — o2 )u(p(u,v)? + u(l — u)w?) 2]
B p(u, v)?
= 173
[ (02p(u1, )2 + (03 — 0B Jup(u, v)? + (1 — uw?) |
Con lo que:

1

' o p(u, v)z(u, v, w)3
Esta ultima expresion tiende a cero , dado que u(1 — u)w?, nunca es cero.

(3.112)

El resultado sigue entonces de considerar (3.110) ,(3.111) y (3.112). =
3.2.2 Integrales Bielectronicas Tricéntricas

Como se vi6 en el Capitulo 2, la integral tratada en el caso anterior se reduce a una integral
doble en el caso de ser de la forma (uv|oo). Un andlisis totalmente similar al realizado

para las integrales cuatricéntricas muestra que:
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Teorema 35
(uvloo) = 64(2)%(0%04,,&0 2545 ( ) Zan
donde
nr ! 1 w | sen(w) 1
u(l — u)Us(u, ) dudw =
/(n—l)w/o [(2%)2+ (%)QJZ plw) w plu)
/m g(w)sen(w)dw
(n—1)m
con
1 1 w 1
g(w) = ; su(l — u)Us( " )w " du (3.113)
/o [<2%)2+ (%) } p(u) wp(u)

u) = ‘(u]?,:—k (1 —u)]?;) — R,

Dem: Esta demostracion es andloga a la dada en el caso de Integrales Bielectronicas

Cuatricéntricas B

Nota 9 Como en el caso ya tratado en las integrales bielectronicas cuatricéntrica se
verifica también que el integrando de la expresion (3.113) vale cero para p(u) = 0, este
resultado es usado nuevamente para los cdlculos computacionales .

Lema 36 Sea
w | sen(w) 1

hl(u,w) = u(l — u)Us(u, (u)) —
entonces lim hl(u,w) =0para0# u# 1yw # nm (neN)

p(u)—0

Dem: En primer lugar tenemos con las condiciones antes planteadas (0 # u # 1, w # 0)

que:
sen(w)

u(l — u) #0

w
Sea

N[

z1(u,w) = a(a? + (o — a2)u + u(l — u)(plﬁ

w)
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Luego
w

o e—ml(u,w) 3 3 )
3(w, p(u)) B zl(u,w)? (wl(u,w)2 + zl(u,w) + )

con lo que:

hl(u,w) = wu(l _u)sen(w).
w
3 3
—z1(u,w)
‘ (xl(u,w)2 * z1(u,w) * 1) '

1
p(u)zl(u, w)?
Se cumplen las mismas propiedades que las probadas en (3.110)
Si
p(u) — 0 = zl(u,w) — 00

y con ello:

3 3
_|_

e—zl(u,w)(
zl(u,w)?  zl(u,w)

+1)—0
Falta analizar que sucede con

1

]_)W cuando p(ﬂ) — 0

Esto es
1 1
3
p(u) {a(oﬂ + (a2 — a2)u+u(l - u)(ﬁ)z)i]
- 3
P a3 (o2p(w)? + (03— o2 Jup()? +u(1-wu?) &
plu)
1 p(u)’
= 173
P) g3 [ (azp(u)? + (02 — Z)up(w)? + u(1 — uu?)?]
B p(w)?
= 113
a* [(a2p(w)? + (a2 — o )up(u)? + u(1 — wyw?)?]
Con lo que:
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1
p(u)zl(u, w)?
Al unir los resultados de (3.114) y (3.115) se logra lo que se queria demostrar.

—0 (3.115)

3.3 Apéndice del Capitulo 3

(1) Primero se nota que el cambio de coordenadas propuesto, define una funcién uno a uno,
y Clentre (0,1) x (0,1) x (0,+00), con tal que p(u,v) # 0 Vu, v. Este es el caso en
_ s s —

que los puntos R, R,, R, y R no estan en un mismo plano. En otro caso hay distintas
posibilidades.

S
El | caso mas desfavorable es cuando el segmento entre R, y R, 1? yel segmento entre F
y R A coinciden en una parte. Consideramos en este trabajo R # R 0 R # R Ay que
al menos tres de dichos puntos sean diferentes. En las 51tua01ones que no verifican la
condicién anterior los calculos se realizan con un método alternativo.

Mostraremos a continuacién que, en esas condiciones, los pares (u,v) en [0, 1] x [0,1]
que cumplen p(u, v) = 0 estan ubicados sobre una recta en el plano uv con ecuacion

V= MU+ Mo
para algunas constantes 7, ms.
2) Siel segmento entre K, v R, y el segmento entre R, v E, coinciden en una parte, se
g wyY )y g y p

. — - , _ =
tiene que K, y R, estan sobre la recta que une R, y R,. Luego:

— —_— - —

Fs = (R~ Ru) ks + R, (3.116)
y

— — = —

R, = (R, - Ry) k2 + R, (.117)

Suponiendo p(u,v) = 0 =

— — — —  —
((Ro-B)u+Ry) - ((Ri-R) v+ Ry)
Si se reemplaza en esta expresion, las igualdades dadas en (3.116) y (3.117), se obtiene:

G —
I(R,, — Ru) (u— kv + kv — kg)‘ =10

=0

— —
Como R, # R, :

u—kv+kov—ky = u— (k5 —ko)v—ky
= 0

G —
Luego v = #=2. Dado que k; # k; pues R, # R, se concluye que los puntos (u, v)
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que verifican p(u,v) = 0 es un subconjunto de los puntos de la recta:
N U ]CQ
T

(3) Se define ahora el conjunto abierto

v

The=(e,1 =€) x(e,1 —¢) x (nm,(n+ 1)7) — N(my,mg,e) x (nm, (n+ 1)7)
donde N(my, ms,€) es una e—vecindad abierta de la recta v = myu + mg, y € €s
un nimero positivo suficientemente pequefio, con N se denota la clausura de N en
[0,1] x [0,1].
Claramente
plu,v) #0V (u,v,7) € Ty

Asi g define un buen cambio de variables desde el espacio (u, v, w) en (u,v,r)

(4) Se prueba que ¢(T5, ) es medible:

9(Tne) € (6,1 =€) x (e,1 =€) x (0, (n + )7/ min(p(u, v)))
donde el minimo tomado en [0, 1] x [0,1] — N(m;,m2) es un numero positivo.
(5) Sea ahora:

0o
+
TE - U T2n,s
n=0

> o]
T = Tonsrc
n=0

En TF el integrando del miembro derecho de 3.92 es no negativo y es no positivo en
T~. Ademas el cambio de variables puede ser extendido en una apropiada direccidn,
desde T;" a g(T) y desde T, a g(T).

Por consiguiente se garantiza que:

J5 = /é(Tj) u(l — u)Us(u, m)v(1 — v)Va(v, r)jo(rp(u, v))dudvdr

w 1 sen(w)

dudvd
p(w,v) pluv) w

- //T;u(l—u)vg(u, Y Yo(1 - v)Va(o,

p(u,)
Similarmente

Jo = /]ql(TE_) u(l — w)Us(u, 7)v(1 — v)Va3(v, r)jo(rp(u, v))dudvdr

w 1 sen(w)

dud
p(w0) pwn) w  Cud

=[] ut— st - it

p(u,v)
Al denominar:
T, = (g,1 —€) X (g,1 — &) X (0, +00) — N(my, mg,£) x (0, +00)
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Se tiene que:

g(TE+) Ug(TE_) = g(TE)
Dado que el integrando de J estd acotado por una funcion integrable, cuando ¢ — 0
definiendo:

oo
T+ =lim | | Ton,e
e—0
n=0
se obtiene:

Jt = //g(T+) u(l — w)Us(u, m)o(1 — v)Va(v,r)jo(rp(u, v))dudvdr

= lim u(l —u Uu et v(l —v v et ! Sen(w)uvw
=ty [ w1 = 0o et = Vi s S

= lim It (3.118)

e—0
Un resultado similar se obtiene para
lim JZ
EZ——vO €
Ahora se quiere probar que
limIf=1%

e—0

donde
I = //u(l — u)Us(u, v yo(l — v)Vs(v,
T+

w 1 sen(w)

dudvd
p(u,’l)) p(u?v) w e

p(u,v)

Primero se observa que I tiene un integrando no negativo Ve
Ademas de (3.118):
lim It = J*

e—0
Entonces por el Teorema de Beppo-Levi, se obtiene
J+ — 1+
Un camino similar prueba que:
J =1

Dado que J*, J~ son finitos, se concluye que:

J = Jt+J°
= T+ 1T
I

Pero

J= /om /01 /Olu(l — w)Us(u, r)o(1 — 0)Vi (v, ) jo(p(u, v)r)dudvdr
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w 1 sen(w)

B f':/ol/ol““*“)UE‘(“’p(zv))““’”)‘/3’(“’p<u,v>)p<u,v> w
- f(w)sen(w)dw

Luego, la tesis queda demostrada.
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Capitulo 4

Conclusiones

En este capitulo se detallan las consideraciones generales sobre los Métodos Alterna-
tivos para el calculo de las integrales bielectronicas multicéntricas, dichos métodos se
propusieron en las Secciones 3.1y 3.2.

Se analizan los resultados obtenidos al utilizar los programas de computo desarrollados
para las nuevas formas de célculo y se contrastan con los obtenidos con el programa
LCAOMIN, los que se consideran como valores de referencia. Ademas se comparan los
nuevos algoritmos entre si.

Las conclusiones que se obtienen resultan de la observacién de: la cantidad de ope-
raciones necesarias en cada caso,el tiempo involucrado para el calculo de una integral
bielectrénica y la precision en los resultados. Asi mismo, se explicitan las ventajas ge-
nerales a favor de las nuevas expresiones.

Se presentan tablas, las cuales se dividen en célculos de integrales de la forma (uu|rs) y
(ur|sl) donde u, en este caso, puede ser igual a s. La subdivision obedece a las distintas

formas de computo que dichas cantidades presentan en el Segundo método.

4.1 Observaciones generales sobre LCAOMIN

Este método de aproximacion para el calculo de las integrales bielectrénicas multicéntri-

cas, en donde todas las funciones involucradas son de Slater, presenta diversas particulari-
dades:

e[ a cantidad de operaciones necesarias para su calculo escala como:
N1L*(CF)*(NPI)

siendo N1y L los limites superiores donde se truncan las series infinitas:

11'lu'rlrjz* 1_‘lmn
(uv|oA) g ~ 4w Z Z Z —nn_Tn

n=1 [=0 m=-1
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y son dificiles de prefijarse, C'F' es la cantidad de funciones de Slater que modeliza al
sistema de interés y N PI es el nimero de puntos requeridos en la integracion numérica
para el calculo de un coeficiente I',” ~ (2.43).

El tiempo total de calculo de todas las integrales bielectrénicas multicéntricas que involu-
cran sélo funciones de Slater, no es una multiplicacion directa de la cantidad de las mismas
por el tiempo destinado al computo de cada una de ellas, debido a una optimizacién exis-
tente en el programa LCAOMIN, la que calcula para cada par u, v una sola vez el término
|
oEn esta aproximacion no soélo se deben truncar series infinitas, lo que define valores
de L y N1, sino que también se debe prefijar un "radio de referencia R” (de acuerdo a
lo establecido en el Capitulo 1). Estos pardmetros se proponen de acuerdo a un estudio
sistematico del error esperado para cada ejemplo. De esta manera se observa que con
L = N1 = 30 se tienen a lo mas 8 cifras decimales, y con L = N1 = 20 a lo mas 6 cifras
decimales, aunque existen ejemplos que no tienen este comportamineto (Tabla 3).

eDe acuerdo a la forma de calculo mencionada, el tiempo destinado al computo de una in-

tegral bielectronica multicéntrica que involucra solo funciones de Slater segun los valores

de L'y N1 son:

L | N1 | Tricéntricas | Cuatricéntricas
20 | 20 | 120 seg. 300 seg.

30 | 30 | 400 seg. 1000 seg.

«Uno de los factores que afecta al crecimiento de L y N1 es el poseer sistemas con expo-

nentes orbitales (valores de o) grandes, por ejemplo en la configuracién de datos H3M 13
(Tabla 3) se necesita L = 30 y N1 = 50, en otros ejemplos estos parametros deben ser
aun mayores para obtener 8 cifras exactas.

ePara funciones con centros E;, muy separados del origen de coordenadas deben aumen-
tarse los valores de L y V1 para la convergencia , esto se debe a que el valor de R para
dichos casos debe ser lo suficientemente grande para que las funciones del sistema fuera

de esta esfera sean pequefias, del orden de 107°.
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4.2 Descripcion del Primer Método

Se programa el Método propuesto, al que se denomin6 M1.

En este caso se realizan la mitad de sumas de términos a[l, n] (3.85) que

el calculo de las cantidades bielectronicas multicéntricas del programa LCAOMIN para

las realizadas en

L = N1, dado que las mismas se hacen hasta la diagonal principal. Al realizar esta com-

pactacion los valores all, n| correspondientes tienen menos sumas en la parte triangular

superior que en la inferior. Los sumandos se reagrupan como esta descripto en el Cap.3

(Teorema 24) para obtener una serie alternante. La cantidad de operaciones necesarias en

este método es del orden de %(CF)Q(NPI).

Veamos algunas comparaciones de este nuevo método con respecto al anterior.

4.2.1 TABLAS

En las tablas que se muestran a continuacion se usa la siguiente notacion:

S(n) suma parcial hasta el orden n
T'(n) valor acelerado para cuando k toma el valor n
t tiempo insumido para el calculo (medido en seg)

Las matrices de datos se encuentran en el Apéndice I

4.2.2 Tablas (uulrs)

Tabla 1:

Ejemplo TABL2, Cantidad (11|34), R =5

| Método | Valor |L [ N1[¢ | Aceleracion

0.02805110 | 10 | 10 | 13
LCAOMIN | 0.02805126 | 15 | 15 | 41
0.02805127 | 20 | 20 | 99

0.02805136 | 10 | 10 | 4 | S(6)=0.0280 4595 | T(5)
Ml 0.02805126 | 15 | 15 | 18 | S(8)=0.02805 084 | T'(7)
0.02805130 | 20 | 20 | 33 | S(9)=0.028051 43 | T(8)
0.02805126 | 30 | 30 | 116 | S(6)=0.0280 4595 | T'(5)

0.028051 69
0.02805126
0.02805126
=0.028051 69
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Observacion Tabla 1:

Con el programa M1 se nota que si aceleramos la sucesion generada para L = N1 = 10
se obtienen 6 cifras decimales exactas, mientras que si lo hacemos para L = N1 = 15 se
obtienen 8 cifras decimales exactas. Ademas, se observa en este caso que no se modifican
los limites de truncamiento de la serie infinita, pero si se disminuyen considerablemente

los tiempos de calculo.

Tabla2:

Ejemplo AGU2, Cantidad (11123), R = 6.5

| Método Valor |L |NI |t Aceleracion |
LCAOMIN | 0.33991675 | 30 | 30 | 484 ‘

0.33991675 | 30 | 50 | 769

M1 033991789 | 20 | 20 | 41 | S(4)-033991282 | T(3)=0.33991 784 |

0.339916 75 | 30 | 30 | 143 | S(6)=0.339916 41 | T'(5)=0.339916 77 :

Observacion Tabla 2:

Este ejemplo muestra la desventaja del Método LCAOMIN al necesitar aumentar el valor
de R = 6.5 (debido a que los orbitales se han alejado, ver comentario anterior a la sub-
seccion 2.2.1).

Se observa que con el programa M1 al acelerar 6 términos de la sucesion generada con
L = N1 = 30, se obtienen 7 cifras decimales exactas. Como ya vimos en el caso anterior

aqui también se concluye que existe una ventaja con respecto al tiempo computacional.

Tabla3:

Ejemplo H3M13 ( modificando o = ag = 8) ,Cantidad (22|13), R =5

| Método Valor [L [N1]¢ | Aceleracion |

LCAOMIN | 0.03641836 | 20 | 20 | 169
0.03641627 | 30 | 30 | 613
0.03641893 | 30 | 50 | 1020 !
MI 0.03641576 | 20 | 20 | 51 S(7)=0.0364 3897 | T'(6)=0.0364189 6
S(6)=0.036 37392 | T'(5)=0.03641 906
0.03641667 | 30 | 30 | 179 | S(8)=0.0364 0964 | T'(7)=0.0364189 4
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Observacion Tabla 3:

Se muestra que LCAOMIN en este ejemplo es desfavorable dado que necesita de val-
ores altos de L y N1 para converger, esto se debe a que la configuracion de datos posee
coeficientes orbitales ( o’s) grandes.

A pesar de la observacion anterior, se nota de los resultados generados con el programa
MI que al acelerar los términos de la sucesion obtenida para L = N1 = 20 obtenemos 7
cifras exactas.

Como en los casos anteriores es de destacar la importante disminucién en los tiempos de

calculo.

4.2.3 Tablas (ur|sl)

Tabla 4:

Ejemplo TABLI, Cantidad (12|134), R =6

| Método | Valor L |NI|¢ Aceleracion N
LCAOMIN | 0.14267429 | 20 | 20 | 286
0.14267429 | 30 | 30 | 1020
Mi 0.14267430 | 20 | 20 | 87 | 5(4)=0.1426742 8 | 11(3)=0.14267429
5(3)=0.142674 30 | T(2)=0.14267429
0.14267429 | 30 | 30 | 300 | S(3)=0.142674 30 | T(2)=0.14267429

Observaciéon Tabla 4:

Se observa nuevamente la desventaja de LCAOMIN, al tener que aumentar el valor de R
aob.

Es de notar que los resultados obtenidos con el programa M1 poseen las ventajas generales

respecto al tiempo de célculo, como asi también la regularidad del acelerador.
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Tabla §:

Ejemplo TABL2, Cantidad (12|13), R =5

| Método Valor L [NI[t [ Aceleracién I
LCAOMIN | 0.00669914 | 10 | 10 | 27

0.00669915 | 15| 15 | 89

0.00669915 | 20 | 20 | 214
M1 0.00669918 | 15 [ 15 |27 | S(7)=0.0066991 8 | T'(6)=0.00669915
5(6)=0.006699 03 | T'(5)=0.00669915
0.00669915 | 20 | 20 | 65 | S(6)=0.006699 03 T(5)=0.0066991id'

Observacion Tabla 5:
Se observa de los resultados obtenidos con el programa M1 que se ‘ganan * 2 cifras deci-
males (de 6 a 8) al acelerar con valores de L = N1 = 15, lo que disminuye el tiempo de

calculo en un 60%, con respecto a LCAOMIN.

Tabla 6:

Ejemplo H3M13, Cantidad:(12|13), R =5

| Método | Valor [L [N [¢ | Aceleracién |
LCAOMIN | 0.16838450 | 20 | 20 | 300
0.16838461 | 30 | 30 | 1100

M1 0.16838459 | 20 | 20 | 93 S(4)=0.168384 56 T(3)=0.16838455.
0.16838461 | 30 | 30 | 320 | S(6)=0.16838461 | T'(5)=0.16838461

Observacion Tabla 6:
En este caso no se notan diferencias en cuanto a los resultados obtenidos, pero si en cuanto
a los tiempos de calculo destinados para tales computos, siendo el primer método aproxi-

madamente un 70% mas veloz que LCAOMIN.
4.2.4 Ventajas del Primer Método respecto a LCAOMIN

oEn este método se encuentra el problema de la dependencia de los parametros Ly N1,
aunque se observa que con las aceleraciones calculadas para L = N1 = 30 obtenemos las
cifras deseadas acelerando 6 términos.

eLa cantidad de operaciones realizadas con el método M1 es la tercera parte de las real-
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izadas con LCAOMIN, ya que como se comenté el orden de las operaciones de M1 es
L’ (CF)2.(NPI), mientras que en LCAOMIN L?.(CF)2.(NPI)

eLos tiempos de célculo para una integral bielectrénica multicéntrica son del orden de:
L | N1 | Tricéntricas | Cuatricéntricas
20 | 20 | 40 seg. 90 seg.

30 | 30 | 140 seg. 320 seg.

Lo que reduce el tiempo de LCAOMIN en por lo menos un 65%.

eSe coment6 que para la convergencia de LCAOMIN con coeficientes orbitales (os)
grandes son necesarios valores de L y N1 grandes (del 6rden de L = 30, N1 = 50 en

el ejemplo Tabla 3), en este método no se modifica la primera conclusion dada.

4.3 Descripcion del Segundo Método

Las integrales bielectronicas pueden calcularse como

(uv|od) = (%)2(%%%% 25 o 5/ / / (1 = w)Us(u, 7).

v(1 — v)Vs(v, r)%dudvdr

(Ecuacion (3.88)), esta expresion es mas sencilla para el calculo que la propuesta en el
programa LCAOMIN; se transforma a las mismas para obtener una sucesion de términos
alternantes y decrecientes en valor absoluto, condicidén necesaria para la convergencia
del Acelerador propuesto.Con esta idea se construyen sucesiones, de términos a; (3.90) y
(3.91), para ser aceleradas que posean la propiedad de regularidad para dicho acelerador.
Cada término de la sucesion se aproxima mediante el Método de Integracién de Gauss-
Legendre.

Se programa el método propuesto, al que se denomina M2, el mismo ingresa como datos
los Puntos de Integracién y la cantidad de términos de la sucesién a generar . Se ob-
tienen como resultado los términos de la sucesion parcial generada, su suma, el tiempo
involucrado para su célculo y la posibilidad de realizar la aceleracion de los mismos, para
cualquier cantidad de términos de la sucesion parcial obtenida .

Se realizan célculos variando la cantidad de puntos de integracion y el valor N,,,, donde
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se trunca la serie (3.89), el mismo teniendo en cuenta que el término a,,___sea del orden de
eps, donde esta cantidad es la precision deseada en el valor a aproximar. Luego se analiza
con las tablas obtenidas cuantos puntos de integracién y cuantos términos de la sucesion
son necesarios para obtener con el acelerador el valor esperado.

La cantidad de calculos necesarios en este método es del orden de:
(NPI)*(CF)* para cantidades cuatricéntricas

(NPI)*(CF)? para cantidades tricéntricas

esta diferencia se debe a que las cantidades cuatricéntricas evalian integrales triples y las
tricéntricas, dobles (Ver (2.77) y (2.80) respectivamente)

Se obtienen los siguientes resultados:

4.3.1 Tablas (uu|rs)

Tablal:

Ejemplo TABL2, Cantidad (11|34), R =5

Puntos de  Integracién—-
20 [40
ay 0.03078619 0.03078619
as -0.00321550 -0.00321550
as 0.00057267 0.00057267
ay -0.00011220 -0.00011220
as 0.00002520 0.00002519
ag -0.00000655 -0.00000654
ar 0.00000195 0.00000195
as -0.00000065 -0.00000065
ag 0.00000024 0.00000024
aio -0.00000010 -0.00000009
a1 0.00000004 0.00000004
Q19 -0.00000002 -0.00000002
| ais 0.00000001 0.00000001
[5(13) 0.02805127 [0.02805127 I
|t | 0.05 seg. | 0.16 seg |
Aceleraciones || S(6)=0.0280 4980 | S(6)=0.0280 4980
T(5)=0.0280512 7 | T'(5)=0.0280512 7
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Observacion Tabla 1:

De los resultados que se obtienen con M2, se observa que a pesar de necesitar calcular
muchos términos de la sucesion a; ,(lo que se hace para cumplir con la condicion de que
an max < €ps) con acelerar 6 términos se mejoran los resultados en 3 cifras significativas

exactas (de 4 a 7 cifras).

Tabla2:

Ejemplo AGU2, Cantidad (11|23), R = 6.5

-Puntos de  Integracién—-
20 | 40

ay 0.34190673 0.34190673

as -0.00211289 -0.00211289

as 0.00014141 0.00014134

ay -0.00002255 -0.00002238

as 0.00000546 0.00000531

ag -0.00000168 -0.00000168

az 0.00000059 0.00000057

as -0.00000023 -0.00000023

ag 0.00000009 0.00000010

a1 -0.00000004 -0.00000004
| 5(10) [ 0.33991690 [ 0.33991691 |
|t || 0.05 seg. | 0.16 seg |

Acelera || 5(5)=0.33991 816 | S(5)=0.33991 812
T(4)=0.339916 89 | T(4)=0.33991691

Observacion Tabla 2:

Este ejemplo muestra la desventaja del Método LCAOMIN al necesitar aumentar el valor
de R = 6.5.(Como se coment6 en el M1, esto se debe a que los orbitales estan alejados)
Se observa que los resultados obtenidos con el programa M2, tienen 6 cifras exactas al
acelerar 5 términos con 20 Puntos de Integracion y 8 cifras exactas acelerando la misma

cantidad de términos con 40 Puntos de Integracion.

Tabla3:

Ejemplo H3M13, Cantidad (22|13), R = 5.
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Puntos de  Integracidon—
20 | 40

a, 0.04193127 0.04193148

as -0.00749157 -0.00748776

as 0.00275832 0.00275457

a4 -0.00107693 -0.00107264

as 0.00043330 0.00042876

ag -0.00018139 -0.00017718

ar 0.00007964 0.00007622

ag -0.00003673 -0.00003424

ag 0.00001772 0.00001607

aio -0.00000889 -0.00000787

an 0.00000461 0.00000402

a2 -0.00000245 -0.00000213

a3 0.00000133 0.00000117

a4 -0.00000074 -0.00000067

ais 0.00000042 0.00000039

a6 -0.00000024 -0.00000024

a7 0.00000014 0.00000015

as -0.00000008 -0.00000009

a1g 0.00000005 0.00000006

a0 -0.00000003 -0.00000004

| 5(20) 0.036427750 | 0.036418925 |
[t [ 0.11 seg. | 0.28 seg |
Acelera || 5(5)=0.036554388 | 5(6)=0.036 36613
T'(4)=0.0364 2809 | T'(5)=0.0364189 7

Observacion Tabla 3:

Se muestra que LCAOMIN en este ejemplo es desfavorable dado que necesita de valores

altos de L y V1 para converger, esto se debe a que la matriz de datos posee exponentes

orbitales (a’s) grandes.

Los resultados dados con el software M2, si bien muestran que se necesitan de muchos tér-

minos a,, con s6lo tomar 6 de ellos para 40 Puntos de Integracion y acelerarlos obtenemos

7 cifras exactas, mientras que S(6) tiene solo 3.

Ademas, puede mejorarse la aproximacioén considerando mas valores de la sucesion a

acelerar:

[ S(7)=0.0364 4234 | T(6)=0.03641893 |
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4.3.2 Tablas (ur|sl)

Tabla 4:

Ejemplo TABLI, Cantidad (12|34), R = 6.

T

-Puntos de  Integracion—
20 T40 |
a, 0.14271487 0.14271591
a9 -0.00004229 -0.00004229
as 0.00000069 0.00000069
a4 -0.00000004 -0.00000004
| 5(4) 0.14267323 0.14267427 |
|t | 1.53 seg. | 8.18 seg ]
Acelera || 5(4)=0.14267 324 | S(3)=0.142674 32
T(3)=0.14267 324 | T'(2)=0.1426742 9

Observacion Tabla 4:

Se observa nuevamente la desventaja de LCAOMIN, al tener que aumentar el valor de R

a 6.(en relacion a la posicidn de los orbitales).

Ademas se nota de los resultados de las aceleraciones con el programa M2 la estabilidad

del mismo, dado que no pierde la precision obtenida con la suma parcial.

Tabla 5:

Ejemplo H3M13, Cantidad (1213), R =5

Puntos de  Integracion—-
20 40

a; 0.16870790 0.16870789

as -0.00032930 -0.00032929

as 0.00000635 0.00000635

ay -0.00000037 -0.00000037

as 0.00000004 0.00000004
| a6 -0.00000001 -0.00000001
IEG) [0.16838461 | 0.16838462 |
[t [ 2.2 seg. | 11.5 seg l
| Aceleraciones | 5(4)=0.168384 58 | S(4)=0.168384 58
I T(3)=0.16838461 | T(3)=0.16838461
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Observacion Tabla 5:
La sucesién generada con el programa M2 permite al acelerar 4 términos obtener 8 cifras

exactas tanto para 20 Puntos de Integracién como para 40.

Tabla 6:

Ejemplo TABL2, Cantidad (12|13), R = 5.

Puntos de Integracion
20
ay 0.00722374
as -0.00059529
as 0.00008152
ay -0.00001280
as 0.00000242
ag -0.00000055
a7 0.00000015
as -0.00000005
ag 0.00000001
| S(9) 0.00669915
I 1] 0.03 seg. |
Acelera || S(5)=0.006699 59
T(4)=0.00669915

Observacion Tabla 6:
Se vé que las aceleraciones propuestas con el programa M2 permiten obtener 8 cifras

exactas acelerando 6 términos calculados con 20 Puntos de Integracion.
4.3.3 Ventajas del Segundo Método respecto a LCAOMIN

eEsta forma de expresar a las integrales bielectrénicas multicéntricas no depende de los
parametros L, N1y R. Esto beneficia con respecto al Método LCAOMIN ya que los
mismos no eran tomados fijos para los distintos tipos de moléculas a estudiar, sino que se
necesitaba de un andlisis de cudles eran los mas convenientes.

ePrecision respecto a cuantos términos calcular para obtener la precision deseada.

eSe obtienen 8 cifras decimales exactas acelerando a lo sumo 6 términos de la serie con un

calculo para cada término con 40 puntos de integracion y por lo menos 6 cifras decimales
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exactas acelerando a lo sumo 6 términos de la serie, calculando dichos términos con 20
puntos de integracion.

El aceptar 6 cifras decimales exactas, no va en desmedro del resultado final, debido a que
uno espera calcular energias con 2 cifras exactas.

oE] tiempo involucrado en el célculo de dichas cantidades es del orden de:

Puntos Integracion | Tricéntricas | Cuatricéntricas
20 0.06 seg. 0.2 seg
40 0.15 seg. 11.5 seg.

Al comparar con los tiempos dados para LCAOMIN tenemos que, si se pretenden 8§ cifras

exactas reducimos en un 99% el calculo de las cantidades cuatricéntricas y en un 98% las
tricéntricas

En caso de esperar 6 cifras exactas, si se comparan los resultados con los obtenidos con el
programa LCAOMIN para L = N1 = 20, la reduccién de tiempo es del orden de: 99.9%
#Si entre las funciones de Slater existen algunas con exponentes orbitales (a’s) grandes,
se notd que la convergencia del método LCAOMIN era lenta, este método no presenta
diferencias en las conclusiones ya escritas para este caso (En la Tabla 3, vemos que con
LCAOMIN se necesita de valoresa L = 30y N1 = 50 para la convergencia, en tanto que
acelerando solo 6 términos de la sucesion generada por el M2, corrido con 40 Puntos de
Integracion obtenemos 7 cifras exactas, mientras que S(6) tiene solo 3.

ePosibilidad de realizar calculos con moléculas extendidas en el espacio (centros R, dis-
tantes), ya que este procedimiento no depende de R.

e[ os resultados de las aceleraciones, como se ven en las tablas, son estables (se muestran
en las corridas propuestas que aumentar cantidad de términos para acelerar, no desmejora

los resultados ya obtenidos).
4.3.4 Comparacion entre ambos metodos

Ambos métodos propuestos son precisos y mas veloces que LCAOMIN, no tienen difi-
cultad al tratar casos de orbitales atdmicos con «’s grandes, sin embargo el M2 respecto
al M1 posee las siguientes ventajas:

i) Independencia de R, L y N1 lo cual es ventajoso para tratar sistemas mds extendidos.
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i1) El tiempo involucrado para el calculo de una integral bielectronica multicéntrica es
aproximadamente un 60% inferior.

ii1) Los cdlculos a realizar involucran integrales relativamente faciles de calcular.

1v) Se concluye rotundamente cuantos términos acelerar y cuadntos puntos de integracion

tomar.

4.4 Resumen y Conclusiones

Cuando se estudia un sistema molecular en el marco de la mecénica cuantica, se debe
determinar la solucion de la ecuacion de Schrodinger. Debido a su complejidad dicha
ecuacion se resuelve en forma aproximada.

Al programar el modelo matematico, con el uso de las aproximaciones a las integrales
belectronicas multicéntricas descriptas en (1.14), se observa que los tiempos de calculo
son altos. Parte fundamental en este célculo son las integrales mencionadas, por lo que se
decide implementar métodos alternativos para estimar dichas aproximaciones.

Con este objetivo, en el presente trabajo se obtienen dos métodos en forma de serie: el
primero basado en el modelo matematico utilizado en le programa LCAOMIN (1.14) y el
segundo en una expresion alternativa para dichas cantidades dadas por Shavitt [14] .

Se prueba que estas series cumplen con las hipotesis necesarias para ser aceleradas con la
transformada v de Levin (Teorema 7).

Se implementan computacionalmente los métodos propuestos, logrando una gran dismin-
ucioén en los tiempos de calculo, sin perder la precision en las aproximaciones, con algo-

ritmos muy estables.
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Apendice 1

Moléculas

En este apartado mostramos la forma de las moléculas con las que se obtuvieron las tablas
del Capitulo 4. Recordemos la expresion de las funciones utilizadas para modelizar dichas

moléculas:

&,(7) = (?)%e(au\?—ﬁlb
)

3

2 3 4 -y

o,(7) = (i> e(
m

Las mismas se denominan STO y GTO respectivamente (Ver 1.12 'y 1.13)

TABL?2: Orbitales extraidos del ejemplo Tabla 2 (Ref. [8])

—

T *Ru

Orbital | Tipo ]?uﬁ Qy,
b, STO | (1,0,0) 1.2
o, STO | (0.5,0.8,1.3) | 1.2
O STO | (-2,-1,0.1) 1.2
b, STO | (-1.5,09,-1.1) | 4

AGU?2: Orbitales correspondiente a la molécula del agua
Orbital | Tipo | R, o,
D, { STO | (0,0,0) 7.5
o, STO | (0,1.161,1.195) | 0.75
b4 STO | (0,-1.161,1.195) | 0.75
b, GTO | (0,0.369,0.426) | 0.5845
oy GTO | (0,-0.369,0.426) | 0.5845
g GTO | (0.1,0,0.022) 0.5645
b, GTO | (-0.1,0,0.022) 0.5645

H3M13: Orbitales correspondiente a la molécula H3+

Orbital | Tipo | R, o, |
o, STO | (0,0,0) g
o, STO | (0,-0.825,1.4288942) | 8
B, STO | (0,0.825,1.428942) | 1.394

TABL1: Orbitales extraidos del ejemplo Tabla 1 (Ref. [8])
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Orbital | Tipo | R, a,
5, STO [ (0,0.0) | 1.2
o, STO | (0,02) | 1.2
@, STO | (0.1,1) | 1.2
o, STO | (0,-1,1) | 12

0000000COCOCCCOOCCOOCGEOOCOOOCOCOOOCCCESOCGCOOOSOIOOSOOOOONONTRTOY
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