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RESUMO

Nesta dissertacao sdo estudados estimadores pontuais do coeficiente de
repetibilidade r e de reprodutibilidade R no contexto de ensaios interlaboratoriais. A
partir de um modelo linear balanceado com efeitos aleatorios correspondentes aos
laboratdrios do ensaio, sdo propostos quatro estimadores de substituicdo para os
coeficientes r e R, baseados em estimadores dos componentes de variancia. Os
estimadores estudados sdo o de momentos , o truncado, 0 de maxima
verossimilhanca e o de maxima verosimilhanga residual. S&o obtidas as distribuicdes
conjuntas exatas dos estimadores, seus momentos, vicios e erros quadraticos
médios. O desempenho dos estimadores € ilustrado utilizando dados de uma
comparagdo interlaboratorial para determinagdo de espessura de camada de

estanho em folha-de-flandres.




ABSTRACT

This dissertation studies punctual estimators of the repeatability coefficient (r) and
'eproducibility coefficient (R) in interlaboratory test. Assuming a linear balanced model with
| 'andom effects corresponding to the laboratories, four estimators based on variance

component are considered. The estimators were the moment, the truncated one, the
lnaximum likelihood and the residual maximum likelihood. The exact joint distribution of the
estimators r and R are obtained, as well as, their moments, biases, and mean square errors.
he performance of the estimators was illustrated using a interlaboratory study conducted to

'mtermine thickness of tin plates.




CAPITULO |

Medicao e Ensaios

1.1 Introdugao

Nas areas mais diversas das Ciéncias Naturais e da Tecnologia s&o utilizadas
medi¢cdes para descrever, avaliar e controlar fendmenos e para tomar decisdes

sobre eles.

Assim, por exemplo, os engenheiros determinam as caracteristicas de um
produto mediante inspe¢des ou ensaios realizados em diversos pontos do processo
produtivo; analistas quimicos avaliam a composi¢do de materiais, desenvolvendo,
testando e padronizando métodos de analise para obter informagbes confiaveis;
pesquisadores e engenheiros constroem sistemas de monitoramento para
acompanhar medigdes ja obtidas, condensando ou sintetizando periodicamente as

mesmas e utilizando essa informag¢ao em tomadas de decis&o.

Tipicamente, as medi¢des que surgem nessas situagbes apresentam
variabilidade. Elas podem exibir variagdo amostral, devido a escolha das amostras
de produtos ou materiais, variagdao processual atribuivel a alteragbes nos
processos especificos investigados ou variagao mensurativa, gerada pelo processo

de medigdo empregado.

Como a variagdo gera incerteza e a Estatistica & precisamente a
“‘metodologia I6gica para medir a incerteza e para examinar suas consequéncias no
planejamento e na interpretacdo de experimentos e observacgées” (Stigler, 1986), é
que os métodos estatisticos constituem um importante instrumento no estudo de

todos os tipos de variagao.
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Embora nesses contextos os processos de medicao -e, até certo ponto
também a amostragem associada- sejam considerados meios para obter a
informacdo desejada sobre os produtos, processos e materiais de interesse, eles

geram questdes de grande importancia:

e Como avaliar a qualidade de um conjunto de
medi¢bes?. Em particular, como avaliar sua
confiabilidade?

¢ Qual é o dominio de validade de um método ou
processo de medicdo e como desenvolver
padrbes para sua aplicagéo?

e Como detectar diferengas suspeitas entre
medicées da mesma magnitude e como agir

nessa situagao?

Esta dissertagdo discutira algumas questdes estatisticas em ensaios
interlaboratoriais, os quais tem como objetivo basico avaliar as fontes de
variabilidade de processos padronizados de medi¢do. Estes ensaios s&o processos
que geram duas formas de variagao mensurativa avaliadas pelos chamados
coeficientes de repetibilidade e de reprodutibilidade, respectivamente denominados

r e R na literatura técnica.

Neste Capitulo serdo tratados alguns topicos basicos referentes aos
processos de medigao, ilustrados mediante um estudo feito na area de Tecnologia
de Alimentos. Também realizaremos uma discussdo dos ensaios interlaboratoriais
apresentando as definicdes dos coeficientes r € R em termos estatisticos.

Finalmente, serdo detalhados os objetivos e estrutura deste trabalho.
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1.2 Processos

Um processo pode ser definido como uma sequéncia de estados ou
resultados causados pela agdo de um conjunto de fatores, conduzindo a um

resultado final.

Uma caracteristica basica dos processos € a variabilidade de seus resultados.
Para descrevé-la apresentaremos dois tipos importantes de processos, enfatizando

suas semelhangas.

1.2.1 Processos produtivos

Nos processos produtivos, a sequéncia de resultados permite a
transformacao de insumos em bens ou servicos que denominaremos genericamente
produtos. Fatores que afetam a este tipo de processo sdo geralmente classificados

em: matérias-primas, equipamentos, operadores, métodos e fatores ambientais .

Segundo Shewhart (1939), a variabilidade observada nos produtos e em

seus fatores pode ser atribuida a dois tipos de causas: comuns e especiais.

Informalmente, s&o consideradas causas comuns aquelas que estdo sempre
presentes no processo, embora de impacto variavel e que individualmente podem ter
um pequeno efeito na variagdo. As causas especiais aparecem esporadicamente e
nao estdo sempre presentes no processo; elas vém “de fora”, contribuindo para a
variabilidade do produto final. O impacto das causas especiais € geralmente maior

do que o provocado pelas causas comuns.

Pode-se considerar os graficos de controle, propostos por Shewhart
(1931,1939) como definicbes operacionais de ambos os tipos de causas. Se a
variagdo de um processo é devida somente a causas comuns, dizemos que o

7

processo € estavel ou que estd sob controle estatistico. As variagbes de um
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processo estavel manifestam-se como aleatérias e tornam previsivel ©

comportamento do processo em um curto periodo de tempo.

Em particular, a relagdo entre a variabilidade considerada aceitavel pelas
especificagdes “exdgenas” e a variabilidade intrinseca do processo sob controle

estatistico pode ser descrita mediante os chamados indices de capacidade do

processo.

A teoria do controle estatistico de qualidade fornece os instrumentos
estatisticos necessarios para determinar se um processo esta sob controle
estatistico e para avaliar sua capacidade. Por outro lado, o melhoramento de
processos estaveis utiliza outros instrumentos, tais como estratificacdo de dados,
desagregacao do processo e realizagdo de experimentos planejados. Veja, por
exemplo, Mandel (1964) e Joiner (1995) .

1.2.2 Processos de medigcao

Agora centraremos nossa atencdo nos processos de medi¢do que tém

medidas como produtos finais.

Segundo Einsenhart (1963), podemos definir um processo de medigdo como
uma sequéncia de operacgbes, que produz um numero representando um valor da
magnitude ou quantidade de alguma propriedade de um objeto. O objetivo do
processo € a determinag&o do valor de uma quantidade particular. O numero gerado
pelo processo sera a medida. A determinagé@o de uma constante nas ciéncias fisicas,
tais como a velocidade da luz ou a carga de um elétron, sdo alguns exemplos de

processos de medigéo.

Assim, um processo de medicdo deve comegar com a especificacdo
apropriada do método de medicdo e do valor de referéncia ou quantidade particular

4
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sujeita & medigdo. O método de medigéo, segundo Eisenhart (1952,1963), inclui as
especificagbes dos aparelhos e equipamentos, as operacdes, as condigbes gerais
sob as quais elas deveriam ser realizadas e a seqUéncia na qual serdo
desenvolvidas. Todos esses elementos devem ser claramente detalhados em um

documento que é denominado protocolo de medic&o.

Existem varias sugestdes para estabelecer o valor de referéncia de um
processo de medigéo. As diferentes alternativas na escolha de um valor referencial
sugeridas pela Norma ASTM-177 (1990-a), publicada pela Sociedade Americana
de Ensaios e Materiais (American Society of Testing and Materials), cobrem um
amplo espectro de situacdes. Possiveis valores de referéncia s&o: (1) um valor
tedrico ou estabelecido por principios cientificos, (2) um valor fundamentado em
trabalhos experimentais ou organizagfes internacionais, (3) um valor baseado em
trabalhos experimentais intercolaborativos sob a diregao de cientistas e engenheiros

e (4) um valor obtido segundo um método de referéncia comprovado ou aceitavel.

A realizagao experimental de um metodo de medigéo envolve muitos fatores
que podem ser considerados fontes potenciais de variabilidade nas medi¢des. Os
mais comuns sdo: (a) operadores (treinamento e interpretacdo do protocolo), (b)
aparelhos (tolerancia, estado de manutengéo e calibracao), (c) condigbes ambientais
(temperatura, umidade, press@o atmosférica e outros fatores ambientais) e (d)
materiais (heterogeneidades ou discontinuidades dos mesmos). A variabilidade
entre as medi¢bes realizadas por um mesmo operador sobre um longo periodo de
tempo, usualmente, sera maior que a obtida em um curto periodo de tempo, desde

que a possibilidade de mudangas nos fatores acima mencionados € maior.

Entretanto, como esses fatores ndo podem ser completamente controlados, o
método deve ser capaz de suportar o impacto de variabilidade introduzida néo

intencionalmente.
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Autores como Shewhart (1938) e Hunter (1980) indicam que o controle
estatistico de um processo esta relacionado com o conceito de repetitividade uma
operacéo. Especificamente, Hunter (1980) indica que se uma operagdo esta sob
controle estatistico, podem ser medidas sua repetibilidade e reprodutibilidade, para
o processo associado. Nesse caso, entendemos por repetibilidade a medida da
variabilidade entre medi¢bes realizadas por um “mesmo operador’ e por
reprodutibilidade a medida da variabilidade das medi¢bes realizadas por “diferentes
operadores”. Por “operadores” subtende-se fontes de variabilidade tais como

métodos, hospitais, fabricas e laboratérios, dentre outras.

A analise da variabilidade dentro e entre operadores pode levar a
padronizacao do processo de medicdo. Se cada processo inclui as especificagdes e
instrucdes (protocolo), elas poderéo ser interpretadas e realizadas em muitos
casos de forma diferente; em outras situagdes a realizagdo do método dependera da

qualidade do equipamento ou da supervisao utilizada.

O planejamento de experimento € um instrumento muito importante para
obter processos sobre controle estatistico, pois através do uso de experimentos
planejados podem-se variar de forma sistematica e eficiente as condi¢gbes sob as
quais a medicao é realizada, detectando-se fatores de impacto razoavel e fatores
relativamente irrelevantes. Como indicam Box e Draper (1969), pp. 180-195 e
Montgomery (1997), pp. 353-454, o controle sobre os processos depende da
identificagdo das variaveis que causam mudancas nas respostas. A condicdo de
estabilidade do processo de medi¢ao € indispensavel na avaliagcdo da confiabilidade

das medigdes.

A estabilidade do processo permite assegurar a existéncia de uma populacédo
bem definida de medidas. Por este motivo, as quantidades a serem medidas podem
ser interpretadas como parametros de uma populagdo, que podem ser estimados

utilizando-se toda a informag&o sobre o processo. Em particular, a modelagem
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estatistica das fontes de variagdo do processo permitira estimar também os

“‘componentes” da incerteza que deve ser atribuida as estimativas acima

mencionadas.

1.3 Avaliacao da incerteza de uma medigao

Geralmente, é assumido que a incerteza ou “erro” das medigdes s&o
despreziveis em relacéo a variacdo do material ou produto testado. Esse suposto é
vital quando, por exemplo, as medigdes conduzem a agbes. Assim, 0 sucesso de
um programa pode estar diretamente relacionado com a qualidade das medigbes
gue pode ser avaliada mediante os conceitos de erro, vicio e exatiddo, dentre

outros.

1.3.1 Erro de Medicao

Toda medida gerada por um processo pode ser considerada como a
combinacdo do valor (em geral desconhecido) da caracteristica medida e do erro
associado a medida. Desde que nosso objetivo € analisar a qualidade das
medigcbes, estamos interessados no erro associado @ medida. Em geral, ele é
constituido por dois componentes, um considerado aleatério e outro sistematico, que
serdo definidos a seguir, indicando sua incidéncia na qualidade dos resultados do

processo de medi¢do.

Diremos que um componente do erro é sistematico quando afeta de igual
maneira as medidas produzidas pelo processo. Em geral, o erro sistematico &
devido ao sistema de medi¢do utilizado. Uma fonte de variagdo sistematica muito
comum € a introduzida pelos aparelhos utilizados. Por exemplo, a escala pode ser
graduada ou posicionada incorretamente produzindo assim um erro absoluto;
enquanto que se os bragos da balanga quimica diferem tém-se uma porcentagem

7
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fixa de erro relativo. Os erros pessoais, como os cometidos em leituras de escalas,
tempos de espera, etc também podem ser considerados fontes de variagdo
sistematica. Neste ponto, é importante enfatizar que o pesquisador deve tomar os

cuidados necessarios para minimizar o impacto desse tipo de erro.

Assim alguns fatores considerados responsaveis pelo erro sistematico podem
ser identificados e controlados, entanto que os aqueles fatores considerados nao

controlaveis, podem ser muitas vezes associados ao erro aleatorio.

1.3.2 Precisao, Exatidao e Vicio

A magnitude da incerteza de uma medicdo pode ser avaliada com base na
precisdo, exatidao e vicio do processo de medicao, se ele € estavel ou se esta sob

controle estatistico.

A precisdo de um processo de medi¢do € um conceito relativo ao grau de
aproximacao das medi¢cdes obtidas mediante aplicagdes repetidas e independentes
do processo de medicdo sob condigdes especificas. E importante observar que a

precis&o de um processo € a precisao do método nele utilizado.

Um processo de medi¢c&o pode ser descrito como preciso quando a dispersao
das medidas geradas por ele € pequena para a situagdo na qual o processo sera
aplicado. Uma estimagdo da precisdo pode ser realizada e interpretada somente se
a situacao experimental sob as quais as medidas sdo obtidas é cuidadosamente

descrita.

A exatiddo pode ser definida como o grau de aproximagdo entre as medidas
obtidas mediante aplicagées repetidas e independentes geradas pelo processo e

um valor de referéncia aceitavel.
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Possivelmente, seja mais adequado avaliar a inexatiddo, uma vez que ela
indica a discrepancia entre o valor das medidas obtidas e o valor de referéncia. A

inexatiddo € avaliada mediante o vicio do processo de medi¢&o.

O vicio de um processo de medicéo estd relacionado com a consisténcia ou
diferenca sistematica entre as medigdes e o valor de referéncia da propriedade
medida. A magnitude do vicio depende das fontes de variabilidade incluidas no
processo e da natureza do material. O conceito de vicio pode ser usado para
descrever diferencas sistematicas entre operadores, épocas do ano ou métodos; ele

n&o é uma propriedade intrinseca do método de medigao.

Entdo, pode-se dizer que exatidao refere-se a aproximagéo entre medidas e
valor de referéncia, ja a precisdo € a aproximagdo entre as medidas. Um processo

de medicdo é de alta qualidade se produz dados exatos e de alta preciséo.

1.4 Exemplo da Tecnologia de Alimentos

As idéias anteriores podem ser ilustradas analisando em detalhe um

processo de medicao utilizado no Centro de Tecnologia de Embalagem do Instituto

de Tecnologia de Alimentos CETEA - ITAL, de Campinas , para a determinacéo da

camada de estanho em folhas-de-flandres.

A folha-de-flandres € um produto laminado plano, constituido por ago de
baixo teor de carbono, revestido em ambas as faces por uma camada de estanho. O
material & utilizado principalmente na fabricagao de embalagens metalicas devido a

sua boa aparéncia resisténcia a corrosdo e soldabilidade.

A espessura da folha-de-flandres deve ser determinada de maneira confiavel

para assegurar o controle da protecdo anticorrosiva e reduzir o custo do produto.
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Os fatores do processo de medigdo para determinagéo da espessura da folha-
de- flandres sdo: folha-de-flandres (matéria-prima); balang¢a analitica, capela e
cortadora (equipamento); pessoal do laboratério (operadores) e temperatura,
umidade e poluicéo do ar (condicbes ambientais). A espessura, que € a medida a

determinar, foi avaliada por um método gravimétrico de medig&o.

O método requer duas medig¢des: (1) uma vez cortado e limpado o corpo-de
prova (chamado também de “amostra’), ele é pesado e o valor assim obtido é

denotado por P;; (2) o corpo-de-prova é colocado em um reagente e, uma vez

retirado, apds um periodo de tempo prefixado, ele € limpado e pesado pela

segunda vez, denotando-se essa medida por P,.

O resultado do método de medicdo neste caso € o conteudo total de estanho

obtido a partir da expressao

onde M; é a espessura em gramas /m’ de estanho total por face, P é o peso em
gramas do corpo-de-prova antes do ensaio, P, € 0 peso em gramas do corpo-de-

prova depois do ensaio e A4 € area do corpo-de-prova, em m°.

Como é de se esperar, os valores da espessura de estanho obtidos através

do processo de medigdo apresentam diferencas, atribuidas ao erro experimental.

Como ¢ tarefa do pesquisador obter medicbes exatas, ele deve examinar
cuidadosamente a sequéncia de passos a seguir para que 0 processo de medicao
forneca resultados validos. No caso particular desse processo, para evitar erros
sistematicos e diminuir o quanto possivel o erro aleat6rio, deverdo ser controlados

os fatores de cada estagio ou subprocesso. Portanto, € importante ressaltar que a

10
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determinacgio dos fatores do processo de medi¢ao indicados no Quadro 1 a seguir,
assim como seu controle, podem ser utilizados como base para padronizagdo e

reproduc¢ao do processo de medigao.

11
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QUADRO 1: Subprocessos e Fatores no Processo de Medi¢ao do Exemplo 1.

Subprocessos

Fatores

1-Com a cortadora, gerar as amostras,

em forma de discos de area 28,5 cm®.

-Precisdo da cortadora.

2-Operagéo de Limpeza.

-Leitura do operador.

3-Pesar o corpo-de-prova na balanga

analitica.

-Calibracao da balanga.

4-Colocar o  corpo-de-prova no

recipiente contendo uma solugéo
decapante e retirar aproximadamente
um minuto apbds ter cessado a

efervescéncia.

-Origem e tipo de reagente.

-Operador (tempo de

tempo de demora na retirada do corpo-

de- prova).

efervescéncia,

5-Remover com agua o depoésito negro
da superficie do corpo-de-prova que se
forma durante o ensaio, colocar no
recipiente com reagente por mais de 30

segundos e limpar com acetona.

-Operador ( limpeza).

-Marca da acetona.

6-Pesar novamente o corpo-de-prova.

-Calibragéo da balanga.

-Leitura do operador.
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Na proxima segdo descreveremos um processo de medigdo especifico, cuja

analise sera de interesse para o desenvolvimento desta dissertag&o.

1.5 Ensaios Interlaboratoriais

Um processo de medigdo executado em materiais semelhantes e reproduzido
em diferentes laboratérios exibira medidas variaveis. Os proprios laboratorios e os
fatores que operam dentro e fora deles podem contribuir para a variabilidade dos
resultados do processo, gerando incerteza nas medidas e tornando-os menos

confiaveis.

Para aumentar essa confiabilidade foram criados os denominados programas

de comparacdes interlaboratoriais, através dos quais procura-se avaliar as fontes de

variabilidade do processo de medicao. Eles sdo muito utilizados por pesquisadores
em Ciéncia e Tecnologia, especialmente nas areas da Medicina, Quimica, Fisica e

Engenharia.

Diremos que um ensaio interlaboratorial ou estudo colaborativo é a

realizagdo paralela de um processo de medicdo em diferentes ambientes. Esses
ensaios permitem obter informacdo sobre variabilidade das medidas apds a
padronizacdo do processo de medi¢cdo, avaliando em particular as variagdes
sistematicas e aleatdrias esperadas quando o processo, sob controle estatistico, é

realizado em diferentes “contextos”.

Essencialmente, um ensaio interlaboratorial consiste na analise de diferentes
materiais, cobrindo uma faixa de valores desejados, por um certo numero de

laboratdrios, chamados de |aboratérios participantes, que submetem os materiais ao

processo de medicdo. As vezes, varias propriedades sdo estudadas
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simultaneamente e, em outros casos, € utilizado mais de um método de medicéo

para caracterizar uma mesma propriedade.

Um ensaio interlaboratorial tipico avalia ¢ materiais, cada um dos quais é
medido pelos p laboratorios participantes. No caso mais simples, cada laboratério
realiza n medicbes de cada um dos ¢ materiais. Assim, os resultados das n
medicbes realizadas pelo i-ésimo laboratério sobre o j-ésimo material podem ser
alocadas na célula (i,j) da dupla classificagdo “laboratorio x material’, de maneira
que o estudo interlaboratorial gera uma tabela de dupla entrada com pg células de

n medigcdes.

Como ja foi indicado na Secdo 1.2.2, dois indices precisam ser determinados
para a avaliacdo da precisdo de um processo de medi¢cdo: a repetibilidade r e a
reprodutibilidade R. A seguir, apresentamos defini¢des relativamente informais

desses conceitos.

A repetibilidade & a variabilidade dos resultados correspondentes a um
mesmo material, obtidos dentro de cada laboratério utilizando realizagbes do
processo em um curto periodo de tempo, com um unico operador e com aparelhos

e operacgdes especificadas no protocolo.

A reprodutibilidade € a variabilidade dos resultados correspondentes ao
mesmo material em diferentes laboratérios utilizando realizagbes do processo em
um curto periodo de tempo, com um unico operador e com aparelhos e operagdes

especificadas no protocolo comum em cada um dos diferentes laboratorios.

Podemos, entdo, dizer que a analise estatistica de um ensaio interlaboratorial
tém trés propodsitos: (a) determinar se as medidas obtidas sdo consistentes, (b)
investigar e atuar sobre qualquer medida considerada inconsistente e (c) obter as

estatisticas que informam sobre a variabilidade do processo de medigédo.
14
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As normas I1SO 5275 (1986) e 1ISO 4259 (1992), publicadas pela Organiza
Internacional para Padronizagdo (International Organization for Standardization) e
Norma E-691 (ASTM-1992) s&o especificas para a determinag@o da precisdo de
ensaios interlaboratoriais. Nelas encontram-se os conceitos de repetibilidade e
reprodutibilidade os quais s@o relevantes na determinacdo da precisao de um
processo de medicdo. Alguns autores como Mandel (1972,1991), Jaech (1979),
Youden e Steiner (1987), Mandel & Lashof (1987) e Deutler (1991) discutem

especificamente estos conceitos no caso dos ensaios interlaboratoriais.

1.5.1 Exemplo de um Ensaio Interlaboratorial

Devido as constantes redugdes na quantidade de estanho que as folhas-de-
flandres vém sofrendo, tem surgido a necessidade de se reavaliar os métodos
disponiveis para sua determinacdo. Por esse motivo, o Centro de Tecnologia de
Embalagem (CETEA-ITAL) de Campinas, realizou um ensaio interlaboratorial para
determinacdo da espessura da camada de estanho em folhas-de-flandres. Os
métodos habitualmente utilizados para o ensaio de determinacdo de camada, isto &,
o coulométrico, o gravimétrico e outro baseado em equipamentos denominados

Stanomatic, foram aplicados. No ensaio procurou-se:

e verificar a exatiddo das medidas realizadas nos laboratérios
participantes;

e descrever o0s resultados obtidos pelos laboratérios
participantes na aplicagdo do método gravimétrico;

e avaliar a “adequagdo” dos métodos coulométrico e gravimeétrico
no caso de folhas com menores espessuras de revestimento
de estanho e

e estabelecer intervalos de variagdo para “determinagdes

aceitaveis”.
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Participaram do ensaio 8 laboratorios, que analisaram os materiais que
resultaram da classificacdo cruzada de dois tipos de folha-de-flandres (A e B, as
quais se diferenciam pelo conteudo de estanho), e de trés regides da folha (superior,
central ou inferior) de onde se obteve o corpo-de-prova. Cada laboratério realizou
n=2 medi¢cbes para cada material, e cada um dos materiais foi analisado em duas
épocas diferentes. Mais detalhes sobre o ensaio figuram em Gatti et al. (1997). O

Quadro 1 fornece uma descricdo do processo de medigdo realizado nos laboratérios.

1.6 Coeficientes de Repetibilidade . e de Reprodutibilidade A

Repetibilidade e reprodutibilidade sao dois conceitos importantes na
determinacdo da precisdo de um processo de medigdo. Nesta secgéo

apresentaremos coeficientes que permitem sua avaliag&o quantitativa.

As definicbes formais a seguir séo apresentadas por Mandel & Lashof (1987).
Para manter uniformidade na notagdo, os coeficientes de repetibilidade e
reprodutibilidade, habitualmente denotados por r e R, serdo aqui denominados com
as letras gregas A e A, respectivamente, para ressaltar o fato de constituirem

parametros a serem estimados.

Definigdo 1: O coeficiente de repetibilidade é um numero real positivo A, tal que a
probabilidade de que o valor absoluto da diferenga d entre duas medicdes obtidas

em um mesmo laboratério seja inferior a A , satisfaga
P(ld| < 1)=095.

Definigdo 2: O coeficiente de reprodutibilidade é um numero real positivo A, tal

que a probabilidade de que o valor absoluto a diferenca d" entre duas medi¢cdes
obtidas em diferentes laboratorios seja inferior a A, satisfaca
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P[‘d*} < A] =095

Uma expresséao explicita dos coeficientes de repetibilidade e reprodutibilidade

podem ser obtidos sob as seguintes condi¢des.

1- O uso de probabilidade requer a existéncia de uma distribuicdo estatistica das
medicdes, o que permitira modelar sua variabilidade. A existéncia dessa distribui¢ao
pode ser assegurada pela estabilidade do processo de medigdo. Uma condigdo
suplementar, utilizada a seguir, € a normalidade da distribuigdo, que muitas vezes
pode ser justificada recorrendo-se ao Teorema Limite Central.

2- Para um material fixo, a distribuicdo D, das medi¢cbées realizadas no mesmo

laboratério possui um desvio-padrédo o), enquanto que a distribuicdo D, das

medi¢cbes realizadas em diferentes laboratorios possui um desvio-padréo o A .
3- Nas condigdes anteriores, se denotarmos com Y e Y’ duas observagdes

independentes da distribuicdo D, a varidvel aleatéria d=Y -1’ possuira desvio-

padrdo +Var(d) =20 . Analogamente, se Y e Y’ s80 duas observagdes

independentes da distribuicdo D, , o desvio-padréo de d* =Y -Y' seranesse caso

Jao 4.

Supondo agora que os desvios-padrao acima s&o determinados sem erro, as

variaveis aleatérias d /v2o) e d /2o tém distribuicdo normal padréo ent&o

as expressdes explicitas dos coeficientes sao

K=1.96\/§ox e A:1.96J§0A.

Consideremos agora o modelo

Vik=w+bj+ep  (j=12p; k=12,n) M

17
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para a k-ésima medida realizada pelo j-ésimo laboratério, onde pdenota a média

geral das medidas; bj € uma variavel aleatéria supostamente normal de media 0 e

variancia 0% que representa o efeito do i-ésimo laboratério e ¢ j; € uma variavel
nao observavel correspondente ao erro experimental, supostamente com distribuigcdo
normal de média O e varidncia 2. As varidveis €jk © b; sao supostas

independentes.

O Modelo (1) € denominado modelo aleatério normal para uma classificagéo

simples balanceada. Nesse contexto podem ser determinadas as quantidades

o) = Vo2 e CA= \/02 +(5% , denominadas desvio-padréo de repetibilidade e de

reprodutibilidade respectivamente, determinados mediante os componentes de

2

variancia ¢ “ e 0% do modelo.
Tendo em conta as consideragdes expostas acima, podem-se obter

expressdes explicitas para os coeficientes de repetibilidade e reprodutibilidade em

funcdo dos desvios-padréo o) e oA do modelo (1). Assim, procuraremos

estimadores dos coeficientes utilizando as medidas geradas por um ensaio

interlaboratorial.

1.7 Objetivo e Estrutura desta Dissertacao

Dois métodos estatisticos diferentes tém sido propostos para obter
estimadores para os coeficientes de repetibilidade e reprodutibilidade. O primeiro
esta baseado na analise de variancia, sugerido pela Norma SO 4259. O segundo
proposto por Hamaker (1987), utiliza um método de regressao linear, que explora a

dependéncia entre média e o desvio-padrdao nas medi¢gées. Em nenhuma das duas
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propostas foram utilizados métodos de estimacdo dos componentes de variancia

com a finalidade de obter estimativas dos coeficientes A e A .

O objetivo desta dissertagdo é construir estimadores dos coeficientes A e
A, utilizando o fato de que eles sdo fungdes dos componentes de variancia do
modelo (1). Portanto, a estimagéo deles depende da estimagdo de componentes de
variancia. Assim, no Capitulo Il definiremos quatro estimadores de componentes de
variancia para o modelo aleatorio balanceado correspondente a uma classificagéo
simples. Nos Capitulos Il e IV apresentaremos os estimadores dos coeficientes de
repetibilidade e reprodutibilidade e suas distribuicbes exatas, assim como seus
momentos, vicios e erros quadraticos médios. Finalmente, no Capitulo V
ilustraremos os calculos utilizando resultados do ensaio interlaboratorial descrito
em 1.5.1.

O Anexo A exibe as definicdes das fungbes especiais necessarias para o
calculo dos momentos dos estimadores e o Anexo B contém os dados
correspondentes & Epoca 1 do ensaio interlaboratorial realizado pelo CETEA-ITAL

de Campinas.
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CAPITULO I

Estimadores dos Componentes de Variancia

2.1 Introducgao

Como foi discutido na Secédo 1.3., a precisdo € uma importante caracteristica
dos resultados de um processo de medigdo e para determina-la devemos estudar
as fontes de variabilidade dessas medidas. No caso dos métodos de ensaio de
materiais, encontra-se inicialmente na variabilidade de resultados obtidos em um
mesmo laboratério gerado sob condigbes de repetibilidade. Se os ensaios
padronizados sdo realizados em diferentes laboratdrios, os mesmos induzem uma
outra fonte de variabilidade, conduzindo a “reprodutibilidade’. Ambas as fontes de
variabilidade devem ser quantificadas para avaliar o grau de concordancia de
ensaios executados em um ou varios laboratorios, para determinar diferencas entre

eles e eventuais afastamentos com respeito a valores referenciais.

Varias quantidades podem ser utilizadas para avaliar a variabilidade dos

resultados dentro e entre laboratoérios. Como os coeficientes de repetibilidade (1) e

de reprodutibilidade (A) sao fungbes dessas formas de variabilidade, neste
Capitulo comegaremos por discutir diferentes estimadores de componentes de

variancia.

2.2 Analise Estratificada por Material

Como foi discutido na Secgdo 1.5 os dados gerados em um ensaio

interlaboratorial podem ser estruturados mediante uma tabela de dupla entrada.

Com uma quantidade fixa » de observagdes em cada casela (i, j), os dados
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Estimadores dos Componente de Variancia

podem ser analisados mediante um modelo linear balanceado associado a uma

dupla classificagéo

Yijk SRR T, +Bj- +&jk i=12,...q; j=12...p; k=12..,n ’ (2.1)

onde Y € uma variavel aleatéria que corresponde a k-ésima medicao, realizada

no i-ésimo material, pelo j-ésimo laboratorio; p denota a media geral das medigées;

a; representa o efeito do i-ésimo material;, g ; € o efeito do j-ésimo laboratdrio, e

£, € uma variavel aleatoria ndo observavel correspondente ao erro experimental,

supostamente com distribuicdo normal com média nula e variancia c?. As variaveis

Eijk sdo consideradas estatisticamente independentes.

Uma vez que os materiais utilizados no ensaio sdo muitas vezes
heterogéneos, e como as propriedades fisicas ou quimicas dos mesmos podem
interferir no processo de medigdo considerado, € recomendavel realizar uma
analise estratificada por material, como exposto por Mandel (1972, 1991) e na
Norma E-691 (ASTM-1992). Nesse caso, pode-se considerar que as respostas do
ensaio sdo afetadas somente pelo fator “laboratério” e, portanto, podem ser
modeladas de acordo com uma classificagdo simples. Comegaremos por discutir

modelos estatisticos que descrevem essa situagao basica.

2.2.1 Modelo de Classificacao Simples

Existe extensa literatura estatistica sobre modelos lineares com efeitos fixos
e aleatorios. Ver, por exemplo, Scheffé (1959), Searle (1971), Searle et al. (1992) e
Graybill (1976). Nessas referéncias s&o definidos os modelos e desenvolvidas
consequéncias da definicdo. A questdo da adequacdo dos modelos € também
importante e deve ser considerada em conjunto com os pesquisadores da area de

aplicagao substantiva.
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No caso especifico dos ensaios interlaboratoriais, pode-se colocar a questao
da natureza dos efeitos que descrevem os laboratdrios, que podem ser fixos ou
aleatorios. Procuraremos esclarecer essa questdo para escolher o modelo mais

adequado em cada situagao.

"o

2.4 4 i aboratorios como Efeitos Fixos

Os efeitos de laboratério podem ser considerados fixos quando as fontes de
variacdo associadas aos mesmos sdo de interesse e importancia especificos, e
guando as conclusdes procuradas serdo aplicaveis aos laboratérios participantes do
ensaio. O modelo linear para as respostas nessa situagéo € dado por (2.1), onde

W, By.....B ,, s@o parametros fixos. Habituaimente, € também adicionada a condicdo

Z[.) IBj =0 de identificabilidade dos parametros fixos .
j:

Em muitos ensaios interlaboratoriais, porém, os laboratoérios participantes
constituem uma amostra aleatdria extraida de uma populagédo de “laboratérios

candidatos”, levando assim a consideracgéo de efeitos aleatorios.

)

-l
A
@

ot

anaoratdrios como Efeitos Aleatorios

N
o

Quando os laboratorios participantes podem ser considerados uma amostra
aleatéria de uma populagdo de laboratérios é que as respostas do ensaio para um

material fixo podem ser estruturadas da forma

Yig=wu+bj+ejk  j=12-,p; k=12.-n, (2.2)
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onde os simbolos by,..., b, correspondem a efeitos aleatorios modelados mediante

variaveis aleatérias independentes com distribuicao supostamente normal com
média nula e variancia constante o e todas as variaveis aleatérias bj e g, s&o

supostas estatisticamente independentes.

A variabilidade total das respostas experimentais Y, para este modelo é

descrita na seguinte Tabela de Analise de Variancia, que exibe a aditividade dos

componentes de variagdo correspondentes as suas linhas. Na ultima coluna séo
exibidos os valores esperados dos quadrados médios correspondentes. Onde ¥,
yj. indicam a média geral e a média por laboratorio respectivamente.

TABELA 1: Tabela de analise de variancia, para o modelo da classificagao
simnilss com efeitas aleatdrios correspondente a um material especifico.

Sl u

Fonte gl sSQ Qam E(QM)
P \2 n L 2
Entre Labs. | p-1 n ;(J’j. - }’) 1 Z_:(yj '_y) o2+ nO']%
j=1 J=1
P n 2 ] P n 2
Residual p(n-1) Z (yjk - ?j,) (n—1) Z Z(ij —y—j.) 02
Jj=lk=1 PI=Y j=1k=1

Total pn-1 § (yjk - ;)2
j=

2.3 Estimadores de Componentes de Variancia

Sob os supostos do modelo aleatério (2.2), a variancia de uma resposta tem a

forma
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Var(Y g ) = s+ 0% , J=12.,p k=12...n

sendo assim apropriado denominar componentes de variancia aos parametros ¢* e

0%. Os mesmos satisfazem as condi¢bes 0 <c?<c?+ 0%.

Como os dados de um ensaio interlaboratorial podem ser modelados
mediante equacdes como (2.2), centraremos nossa ateng&o nos estimadores para

0s componentes 62 € o7 .

A seguir sdo apresentados guatro estimadores dos componentes de variancia.

1- Estimadores baseados no método dos momentos. Esses estimadores,

valores obtidos dos quadrados médios na tabela de analise de variancia a seus

valores esperados, resultando as equacgdes de estimacao

GZ=QMp e 67== = (2.3)

2- Estimadores baseados na equagdo de verossimilhanga. Eles s&o as

solugbes da equagao de verossimilhanga VL =0, onde

1)s0g  sop, . mli-w)’
oV 2 T2, 2\ (2. 2
(8) (G + ncL) (G + IIGL)

P 2{o?) VP (o2 o2 )T

L(u,oz,cr%ly):
L
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€¢ a fungdo de verossimilhanga completa associada ao modelo normal (2.2),

desconsiderando as restri¢des naturais 0 < 62 <o +nc% sobre os parametros 52

e 0'% e onde V designa o operador gradiente. Derivando com respeito aos

parametros o? e o7, a condicdo VL =0 gera as equagdes de estimagéo

que coincidem com as obtidas ao aplicar o método dos momentos.

3- Estimadores truncados. O estimador 6% acima obtido tem a desvantagem

de assumir valores negativos com probabilidade positiva, no entanto, o parametro

estimado € ndo negativo. Assim, € conveniente definir o estimador truncado, que

se anula quando a estimativa de o7 é negativa. Os estimadores truncados s&o

dados por:

Q»
I

2 M; — OM
2 OMp G%r-max{o,—-—Q A, E}

n

(2.5)

Cabe esclarecer que uma estimativa truncada nula de 0'% indica que a

variabilidade das observa¢des realizadas “dentro dos laboratérios” € superior a

existente entre observagdes de diferentes laboratérios. A ndo-negatividade do
estimador truncado c:s% pode ser considerada como produto de um artificio ad-hoc.
Por esse motivo, tém sido construidos outros estimadores ndo-negativos para o
componente de variancia 0'%. Ver por exemplo Herbach (1959), Thompson (1962),

Federer (1968) e Klotz, Milton & Zacks (1969).
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4- Estimadores de maxima verossimilhanga. Outros estimadores podem
ser obtidos maximizando a funcéo de verossimilhanga completa indicada em (2.4)
sob as restricbes

0<o?< 52 +nc% (2.6)

Como demonstrado em Herbach (1959) ou em Searle et al. (1992), eles possuem a

forma

(p- oMy + pn-1)OME }
np

5% = min{QME,
2.7)

(1-r7Y)omy - ome

n

8% = max| 0,

5-Estimadores de maxima verossimilhanga residual. Esses estimadores,

também denominados de maxima verossimilhanca restrita, foram obtidos por Thompson

(1962), fatorando a fungéo de verossimilnanga completa em duas fun¢des , uma das quais

sem os parametros dos efeitos fixos. Os estimadores sdo obtidos maximizando-se essa

ultima fungéo de verossimilhanga residual conjunta dos quadrados médios QMy e QM| ,

sujeita as restrigbes (2.6), ou seja,

_ p(n-1)
L((Gz,c%)IQME,QML):[F(p(n—l)/2)r((p—l)/2)] Lelomp) 2 1«
(
p(n-1)
B———l—l 252 oy 2(c2+nc%)
(QML) 2 X {p(n—l)} X (p—l)
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Os estimadores resultantes séo

~

52 = min(QM JoF

(2.8)

’

(P"])QML + pln -1)OM g ~2 max(O OM| —QME)
np—1 °L~ n

Como os estimadores de componentes de variancia acima definidos s&o
funcbes das estatisticas y, OMp e OMj, é conveniente mencionar suas
propriedades inferenciais basicas. As mesmas sao exibidas nos resultados que

seguem, que sdo demonstradas no texto de Arnold (1981) pp. ( 247-249).

Lema 1: Sob as suposicdes do modelo (2.1) de efeitos aleatérios, as estatisticas
y, OMp e OM; s&o conjuntamente suficientes, completas e minimais para os

parametros u, o2 e 12 =¢2 +nc%.

Lema 2: Sob as suposicbes do modelo (2.1) as estatisticas y , OMr e OM|

SOp SOy
2 € 3 2
o c°+noy

sdo estocasticamente independentes. As variaveis aleatérias

possuem distribuicdes qui-quadrado centrais com p(n-1) e (p—l) graus de

liberdade, respectivamente.

2.4 Outros Estimadores para c2 e c%

Nos experimentos com materiais considerados homogéneos, os estimadores

dos componentes de variancia o’ e o% obtidos para os diferentes materiais

podem ser combinados. Em experimentos desse tipo podemos utilizar também
estimadores baseados nos métodos de Controle de Qualidade. Dois deles serédo

apresentados a seguir, mas ndo estudados em detalhe.
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2.4.1 Estimadores Baseados em Desvios

2.4.1.1 Estimador de ¢~

2

Para obter o estimador de ¢, calculam-se a média y;; e a variancia

empirica s,% das n medi¢des para cada combinagao (i, j) de material e laboratério,

resultando a média

q p
2 _ 1 2
c ——'—ZZ ij’
P jo1j=1
;1 & 2
em que Sij 2"’;‘:"1— Z(y{]k_yl]) , i=12.,q;, j=L2...,p.
k=1

2.4.1.2 Estimador de o7

O componente o+ é estimado obtendo-se para cada laboratorio as n

medicbes nos ¢ materiais, calculando-se depois a variancia empirica

P
1 -\2

S% =~ (y_ j —37) das médias de laboratério e subtraindo-se o componente
P=j=1

devido ao erro de medigéo interno,emque y ; e ¥ representam a média do j-ésimo

laboratdrio e a média geral respectivamente.

6%

2 _g2_
GL—Sy nq.
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Como também nesse caso podem-se obter estimativas negativas, podemos

definir estimadores truncados mediante as relagbes

G- =6 e éizmax{o, 6%}

2.4.2 Estimadores Baseados em Amplitudes

2.4.2.1 Estimador de o2

Um estimador &2 pode ser obtido calculando a amplitude das » medigbes

para cada combinagdo de material e laboratério. Seja R a média das pq

R
d* ()

distribuicdo da amplitude relativa utilizada no Controle Estatistico de Qualidade.

2
amplitudes. O estimador tem a forma &2 :[ ] , onde d*(p) é a média da

2.4.2.2 Estimador de o7

A partir das médias por laboratério baseadas nas » medigdes dos g

materiais obtemos y,;q =max(yy,...... Y.p) € Ymin=min(yj,...... y.p), € a seguir

2
R__
Ry = Ymax — Ymin- COM essa quantidade pode ser calculada 7% = {%} , onde d*

& um valor tabelado que depende de p e do nimero de amplitudes ¢=1. Assim, o

estimador resulta
-2

=2 _ 72
6y =T"-——-
L nq
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Estimadores dos Componentes de Variancia

que também pode gerar valores negativos com probabilidade positiva, conduzindo

ao estimador truncado

—2 —2
c
-2 T2_9___ se T22 —
9 [R} _9 nq nq
G :—* e (SL:<
d 5 62
0 se T < —
ng

.

2

Os estimadores & e 6% apresentados nesta secdo dependem da

amplitude da série de medidas; sua estrutura ndo seréa investigada. Porém, é de
interesse ressaltar que eles tém a vantagem de permitir o controle do processo
durante sua realizagdo. Isto &, eles consideram o fator tempo, o que permite o
monitoramento do processo de medigdo e uma descrigdo instantanea do mesmo
facilitando a agdo em caso de instabilidade. Essa propriedade torna esses

estimadores atrativos.
Nossa intengdo nos Capitulos seguintes é estimar os coeficientes de

repetibilidade e reprodutibilidade, utilizando os componentes de variancia e os

guadrados médios, contidos na Tabela 1.
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CAPITULO 1l

Estimadores Irrestritosde L e A

3.1 Introducgao

Os coeficientes de repetibilidade e reprodutibilidade definidos no Capitulo |

mediante as relagdes

x:a\/:z e A:a\/02+0% (3.1)

sdo fungdes dos componentes de variancia do modelo (2.2) definidos no Capitulo Il
Por esse motivo, podem ser construidos estimadores A e A substituindo os
estimadores dos componentes de variancia em (3.1). Esses estimadores de
substituicdo de A e A serdo estudados no presente Capitulo e no seguinte,
obtendo-se sua distribuicdo conjunta exata, momentos, erro quadratico médio e

vicio.

No presente Capitulo serdo estudados os estimadores de substituicdo
irrestritos dos coeficientes A e A, baseados na substituicdo dos componentes de
variancia pelos seus estimadores obtidos pelo método dos momentos, detalhados
em (2.3).
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Estimadores Irrestritos de A e A

3.2 Estimadores de Substituicdo Baseados nos Estimadores de
Momentos

2

Definicao 1: Quando os componentes de variancia ¢c“ e o% sao estimados pelo

método dos momentos, os estimadores de substituicdo do coeficiente de

repetibilidade A =avo? e de reprodutibilidade A =ayc?+0? , obtidos inserindo

esses estimadores, serdo denominados estimadores de substituicdo baseados nos

estimadores de momentos (plug-in moment estimators ou PME, em inglés).

O seguinte resultado, de demonstragado imediata, exibe a forma explicita dos

PME dos parametros 2 e A.

Lema 1: Os estimadores PME sao

&>
Il
[
()
<
ty
[
>
It

J(II—I)QME +QML (32)

s

em que

4 2
OMp =y 1)22(”‘ ) e o=y (5 )

=1k=1 j=1

sdo, respectivamente, os quadrados médios, exibidos na Tabela 1 do Capitulo I,
correspondentes a variagdo residual e a variagdo devida aos laboratoérios. A

constante a € o valor de precisdo sugerido pela Norma E-177 (ASTM,1990-a)
obtido como +/2 ¢, onde ¢ é habitualmente igualada ao quantil de ordem 1-(B/2)

da distribuigdo normal padrao, definido por
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Estimadores lrrestritos de A e A

Lema 2: Os estimadores PME dos parametros A e A podem ser expressos em
funcdo das variaveis aleatérias independentes X e Y com distribuigbes qui-

quadrado centrais com p(n—1) e (p-1) graus de liberdade, respectivamente, na

forma
A=bJX e A:bz\/XnL( pl)(1+m<)Y,
pP-
ac ac o?
emque by =————=, b= e K:—é'.
(n~l)p np o
Prova:

Como os estimadores PME de A e A sdo funcdes das somas de quadrados

o . S0 _ SO
SOr e SQ;, e como as varidveis aleatorias ~—~2£ e =k, com ?=02+no? |

fe) T

s&o independentes com as distribuigcdes indicadas, a substituicdo

SO S
x=2E o y. 2 (3.3)
(&) T

permite obter as formulas acima. ¥

Observe que as relagbes que permitem representar A e Aséo igualdades em

distribuicdo. Porém, a seguir, ndo sera utilizada a igualdade em distribui¢ao.
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Estimadores Irrestritos de A e A

3.2.1 Distribui¢des basicas

A seguir introduziremos definicbes que facilitardo a identificacdo das

distribuicbes exatas dos estimadores PME e o célculo de suas caracteristicas.

Observagédo 1: A funcéo indicadora de um subconjunto A de R é uma fung&o que

assume o valor 1 em A e 0 no complemento de A. Ela € denotada por lA(x).

Definigdo 2: A variavel aleatéria X tem distribuicdo gui-quadrado central com m

graus de liberdade se a distribuicdo de X € absolutamente continua com respeito a

medida de Lebesgue sobre R, com fungio de densidade dada por:

x(m/Z)—le_x/z

fX(x)— )2’"/2 (oyoo)(x)

F(nz /2

Q0
onde I'(a) denota a fung&o gama definida por I'(a) = [x*'e™ *dx.
0

Utilizaremos a notagcéo X ~x2(m).

Definigao 3: Se X é uma variavel aleatéria qui-quadrado central com m graus de

liberdade, e se y = /X, entdo ¥ possui uma distribuicdo qui central com m graus de
liberdade.

E facil provar que sob as condi¢des da Definicio 3, a distribuicdo de ¥ é
absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue sobre R, com funcao

de densidade:
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Estimadores Irrestritos de A e A

2
ym—le—y /2

“r ) I(m/2) o(m/2)-1 0)0)

Denotaremos com y(m) a distribuigdo de ¥.

Definigao 4: Se X ¢ uma variavel aleatéria com distribuigdo qui-quadrado central

com m graus de liberdade, e se Z=.0Xx entdo Z possui uma distribuicdo qui-

central escalada com m graus de liberdade e parédmetro de escala 0.

Também nesse caso é facil provar que a distribuicdo de Z é absolutamente

continua com respeito a medida de Lebesgue sobre 9, com fungéo de densidade:

Zm—le— 22 /20

&,(2)=

)-1 lo.)(?)

I(m/2)6™'? 272
A notacédo Z~yx(m,0) sera utilizada nesse caso.

Definigao 5: A variavel aleatéria Z tem uma distribuicdo gama com parametro de

forma a>0 e parametro de escala 6 >0, se a distribuicdo de Z é absolutamente

continua com respeito a medida de Lebesgue sobre R, com func&o de densidade:

B eoc(z)a—le—e z

h 7 (2) o) 1(0 ) (2)

com notagdo Z~ G(c,0)

Observagdo 2: As distribuicdes de qui-quadrado centrais e seus muitiplos sdo

casos especiais da defini¢do anterior. Especificamente
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i) Se X~x*(m),entdo X~ G(m/2,1/2)

ii) Se Z~G(a,0) e ¢ >0, entdo ¢Z~G(a,0/¢)

Definigdo 6: Se £ é uma constante real e se Z* =U +& com U ~G(a,0) entdo a

variavel aleatéria Z* tem uma distribuicdo gama deslocada com parametro de forma

o >0, parametro de escala 0 >0 e parametro de posicao & .

Um calculo imediato permite demonstrar que nesse caso a distribuicdo de A
é absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue sobre R, com

funcéo de densidade:

o (, gyl —G(Z—E_,)
176)- )@

Utilizaremos a expresséo Z" ~G(a,8,%) para denotar a distribuicgo de Z~.

3.2.2 A distribuicao exata dos estimadores irrestritos

O seguinte resultado permite obter as distribuicdes exatas dos estimadores

A e A sob o modelo normal balanceado de efeitos aleatérios para a classificagdo

simples considerado no Capitulo 1l

Lema 3:

i) A distribuicdo exata do estimador de substituicdo 1 é qui-central escalada com

a’o?

p(n—1) graus de liberdade e parametro de escala ¢ = oD
pln -~
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- NH— 1 .
A distribuicéo exata de 2% é gama com parametro de forma M > ) e parametro de
escala M
2 (1202
Prova:
: - . A a202 2 .
E suficiente utilizar as relagdes } = ——(——ﬁX e X ~x*(p(n-1), onde X éa
pln—

variavel definida mediante (3.3).¥

Ny

02

=x, & uma gama

n( p— l)

Lema 4: A distribuicdo condicional de A% dado X=

R -1 .
deslocada com parametro de forma ———, parametro de escala e
2 2[1212
A . e 20'2)&‘
parametro de posicao :
np

Prova:

Pelo Lema 2, dado X =x, a variavel aleatéria

2.2 2.2
R=p2 L (emyr+x|= S+
p-1 n(p—l) np
2.2
, . -1 nlp-1
€ a soma de uma variavel G[—‘g——(p—zj e da constante a9 v
2 a%1? np

Por analogia com a definicdo da distribuicdo beta-Stacy apresentada por
Johnson & Kotz (1970), definiremos uma distribuicdo bivariada gama-Stacy, para
expressar a distribuicdo exata dos estimadores dos coeficientes de repetibilidade e

reprodutibilidade.
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Definigdo 7: Se W e Z s&o duas variaveis aleatdrias tais que a distribuicao de

wé G(cxl,(-)l) e a distribuigdo condicional de Z dado W =w € G(az,ez,w), entdo a

distribuicdo do vetor (W,Z) é denominada distribuicdo gama-Stacy com parametro
primario de forma o, primario de escala 6, secundario de forma o, e secundario
de escala 0,.

Usaremos a notagdo (W, Z)~GS(a1,91;a2,92) para denotar essa distribuicao

bivariada.

Lema 5: A distribuigdo GS(a1,91,~a2,62) é absolutamente continua com respeito a

medida de Lebesgue no plano, com densidade conjunta

0,07 a1 g
w i (z—w) 2 X
F(al)r((xz)

xe 01 o™ 62(2 - W) 1(0,00)(W)1(w,oo) (z)

fGS (“/9Z;a],61,'(12,02) =

Prova:
E suficiente multiplicar a fungdo de densidade marginal de W e a fungéo de
densidade condicional de Z dado W =w para obter a funcdo de densidade

conjunta. ¥

Observe que o suporte da distribuicdo do vetor (W,Z) é o cone
{(w,z): 0<w <z}, que denotaremos por ((1). Em geral, para ¢>0 denotaremos por

C(c) ao cone aberto {(w,z): 0<cw <z < »} contido no primeiro quadrante do plano.

Lema 6: O vetor aleatorio (iz, /\zj possui uma distribuicdo gama-Stacy com

n—1

parametros oy ___Ei’l__l), 91 _ P("—l) oy = p_1, 92 :M
2 2a202 2 20212
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Prova:

22

(p )(n-1)

X
(p—) p—l)(n—l) }

A2 =z tem uma distribuic&o G{ >

Y +2% sob a condigao

Pelo Lema 2, a variavel aleatéria

correspondente a soma de

uma

p-1 (p—l)(n—l)
5

2 azrz

pn-1) pln- l)} |

variavel G ,
{ 2 2a’c?

} e da constante z. Como A%~ G[

resulta que a distribuicdo do vetor bivariado (iz,

1;\2) é uma gama-Stacy
n—

GS[p(nz— ) pir-) (p-1) (o1 1)} v

, 261202 2 2a212
O préximo passo € a determinagéo da fungé&o de densidade conjunta do vetor

aleatério (,i,[\) utilizando o Teorema de Transformagao de Densidades em ‘.Rz, que

pode ser encontrado no texto de Rohatgi (1976), pag. 135.

Teorema 1: A distribuicdo exata dos PME (i,[\) € absolutamente continua com

respeito a medida de Lebesgue no plano, com densidade

fA N (u v)— 4nuv f "2 nvZ .p(n—l) p(n—l) -1 (p— 1)(n— 1) (3.4)

GS , , ,
-1 n—-1 2 2(1202 2 2a212

cujo suporte é o cone aberto C(,/(n -1/ n) .

39



Estimadores Irrestritosde A e A

Prova :

O vetor aleatério (X],Xz):(iz, f\z) com distribuicdo gama-Stacy pode ser

n—1

transformado no vetor
w.y)= [ 172 ((n-1) Xy /’?)1/2)

aplicando bijetivamente o cone aberto (1) no cone C(,/(n— 1) /n). A transformacéo

possui determinante de Jacobi estritamente positivo. Assim, o Teorema da

4nuy

Transformacao € aplicavel, e o Lema 5 mostra que a fungdo de densidade do vetor

(U,V):(i, /A\) é dada por (3.4). E facil observar que o suporte da distribuicdo do

vetor(i,f\) é o cone aberto C( (n-1)/ n) v

Para unificar a descrigdo das distribuicbes exatas dos estimadores de

substituicdo, calcularemos a fungéo de distribuicéo do vetor aleatério (if\) .

Teorema 2: A funcdo de distribuicdo conjunta dos estimadores irrestritos é
(H V) 1%
F*(u,v) = J‘ J' (x y)dydx 1(0 OC)(u) 1(0 OC)(v) (3.5)

emaque glu,v)=min(u,v/c), c=4(n-1)/ne f (x y) & definida por (3.4).
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Prova:

E suficiente observar que a intersegao do quadrante O(u, v) = (- oo,u] x (- o, v] com o
suporte ((c) da distribuicdo de (i,f\) é o trapézio {(xy) O<x<u, cx<y<v }
quando O<w<v/c e o triangulo {(xy) O<x<v/c, cx<y<v } quando O<v<cu.
A formula F*(u,v) = P((i, A) eO(u, v)) = P((X, A) eQu,v) ~C(c) ) fornece o resultado

procurado. V¥

3.2.3 Momentos da Distribuicao Exata dos Estimadores PME

Agora estamos em condi¢cdes de determinar os momentos dos estimadores

A ¢ A e os momentos conjuntos do vetor (i,f\). Essas quantidades serao

utilizadas para estudar a qualidade dos estimadores.

Embora o resultado seguinte seja um caso particular da formula geral (3.10),
comegaremos por calcular os momentos do estimador do coeficiente de

repetibilidade.

Lema 7: Se s é um inteiro positivo, 0 momento de ordem s do estimador 2 é

(3.6)

S S~5/2
E(?A»S):a c"2 I;(/(sz/2)+p(n—l)/2)
[p(n-D* " “ T(p(n-1)/2)

Prova:

a’c®

s/2 2 _ mi
52— 1)" 2 X%'2 com X ~%*(p(n-1)) permite obter

Pelo Lema 3, arelagdo 3% =

E(is) utilizando os momentos da distribui¢do qui central, ver Johnson & Kotz

(1970), p. 197 . ¥
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Em particular, se s=2, reobtemos o valor médio da distribui¢do qui-quadrado

e a formula E(iz) = (1202 = 12.

Corolario 1: O valor médio e a variancia do estimador PME do parametro 4 séo

respectivamente

F((p(n ~1)+ 1) / 2)
[p(n ~-1)/ 2]1/2 T(p(n-1)/2)

onde f=

Prova:
Substituindo s=1 e s=2 em (36), e utilizando a formula Var(i)= £(i2) - E2(3),
resultam as expressdes acima. Vv

A

Corolario 2: Sef é o fator do Corolario 1, o estimador é um estimador de

variancia minima na classe dos estimadores nao-viciados do coeficiente de

repetibilidade A .

Prova:
Pelo Lema 1 do Capitulo ll as estatisticas y , OMy e OM; sé&o suficientes e

2

completas para os parametros u, ¢ e o% do modelo de efeitos aleatérios para a

classificagéo simples.

. A
Se definimos T(X):7:f 1a,/QME , & facil observar que 7(X) € um

estimador ndo-viciado de A que depende da estatistica suficiente QMg . Logo, pelo
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Teorema de Lehmann-Scheffé, 7(X) é um estimador de variancia minima na classe

dos estimadores ndo-viciados do coeficiente de repetibilidade A . ¥
Observagao 3: O fator f coincide com a constante

- 1 y T'(n/2)
(-1 /22 T(-1/2)

c4(n)

utilizada na construgéo dos graficos de controle para o desvio-padrédo s, no caso

especial em que temos somente um laboratoério, isto €, para p=1.

Os momentos do estimador do coeficiente de reprodutibilidade podem ser
obtidos utilizando a funcdo de densidade conjunta dos estimadores | ¢ A via a

distribuicdo marginal de A . No entanto, esse caminho nao sera seguido aqui, pois o

estimador do parametro A esta definido como a raiz guadrada de uma combinagao

linear de variaveis aleatorias independentes com distribui¢des qui-quadrado, o que

produz uma densidade marginal relativamente intratavel. Por esse motivo, esses

momentos ser&o deduzidos a partir dos momentos conjuntos do vetor (i, [\) , obtidos

através da densidade condicional, utilizando como pivd o estimador A .
Assim, seguiremos 0s seguintes passos.

e Para a,,a, e a, reais positivos e X e Y variaveis qui-quadrado centrais,
calcularemos a fungdo de densidade do vetor (U,V), com U=a1X e
V=ayX+a3Y .

e Depois serdo obtidos a fungdo de densidade condicional de }” dado U=u e

0s momentos condicionais de ordem real t da variavel V.
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e Finalmente, calcularemos os momentos conjuntos E(USV’) para s e ( reais
ndo-negativos, que permitirdo obter os momentos conjuntos do vetor
(i,f\):(\/ﬁ,ﬁ) para uma selecdo adequada das constantes ay, ap € aj3.

Os resultados séo apresentados a seguir.

Lema 8: Se X e Y sdo duas variaveis aleatdrias independentes tais que
2 2 - . . ~
X~3*(p(n-1)) e Y~x*(p~1) e a;, a, e a; s&o constantes reais positivas, entéo a

fungéo de densidade conjunta do vetor (U,})= (al X, a,X + a,Y) é

fw. r)uv)= a11a3 fx (2%) fy (%gzj 1(0,50) () 1(a2,, / ay 0) (v)

Prova:

A transformagéo linear (U,V)=(a, X, a,X +as¥) possui matriz de Jacobi [al 0 }
az as

de determinante positivo e o Teorema de Transformacé&o fornece a densidade

o))~ e 52 P Yy () Yy ) Y

al ajaz
Observe que o suporte do vetor bivariado (/,}’) é o cone aberto C(ay / ay).

O lema seguinte exibe a densidade condicional da variavel aleatéria
V=a,X+a3Y dado U =u.

44



Estimadores lrrestritosde A e A

Lema 9: Nas condigées do Lema 8, a distribuigdo condicional de }© dado U =u,

u>0,&G p_l, : ,02“ cuja fungéo de densidade é
2 2a, a
3 71

by 92

(v-azllj(p—3)/2 e 2a3[» o uj
aj
Iy =)= (v)-
o= r((p- 1)/2)(2a3)(P—1)/ 2 (agway,)

Prova :

A distribuigdo condicional de V=ayX +a3Y, dado U=ajX=u coincide com a

distribuicdo de a3Y +w, onde w=asu/ay. Assim, essa distribuigdo condicional é

-1 1
uma gama deslocada com parametros de forma %_) , de escala . e de
3
. anu
posicao w=—"- V¥
aj

Os momentos procurados podem ser agora obtidos utilizando as fungdes
especiais apresentadas no Anexo A. Particularmente, os momentos seréo expressos
com ajuda dos dois resultados seguintes, relativos a fungdo de Whittaker e

aplicaveis em nosso caso, como demonstrado a seguir.

Resultado 1: Se y e u sdo parametros complexos, € se z € uma variavel

complexa cujo dominio exclui os reais ndo-positivos, entdo a fungcdo de Whittaker

Wy u(z) , definida no Anexo A, admite a representagéo integral

zu+(1 /2)e—z/2 e

F(p—y +(1/2)) 0

Wy (o) = e~ WY (172 L yntr=-0/D i, (37)
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Resultado 2: Se «, p, r e q satisfazem as relagdes Relatp|>-3/2,

Re[r]>—%, g>0 , onde Re[z] denota a parte real de um numero complexo z,

entao é valida a relagao

© o+p+ o—p+ u+1/2
E‘;e—rzzOl Wy ul(gz) dz= F( H (3/2;)(1;{}, 52)(3/2))q x
x Q+@/@f@*“+@/@) (3.8)

. L 2r—q
X7 Fl{a+u+(3/2), T +(1/2), o—y+2 2r+q}’

onde ,F;(.) denota a fungéo hipergeométrica de Gauss definida no Anexo A.

O Resultado 1 é consequéncia da definicdo da funcdo de Whittaker. Veja §
7.4 em Magnus et al. (1966) e a formula 9.222 de Gradshteyn & Ryzhik (1965). O
Resultado 2 esta demonstrado na pagina 311 de Magnus et al. (1966) e detalhado
como formula 7.62.3 em Gradshteyn & Ryzhik (1965).

Lema 10: Nas condi¢des do Lema 8, se 1 € um numero real positivo, 0 momento

condicional de ordem ¢ de }',dado U=u, é

E(VtIU =u):(2 a3)t qt/2+(p—3)/2 ul /2+(p—3)/4 edu/ 2 Wy,g(qu)- (3.9)

a
onde q= 2 e wy 20 é a funcdo de Whittaker de parametros
2aya3 ’
S -1 -t p-1 1
=—+— =— -+
=" YT T T
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Prova:

Utilizando a definicdo de esperanga condicional e o Lema 8, temos

o0
Hrw=u)= ] v fgy () -
azu/a1
1
———(v—aqu/ay
=A ojovle 2a3 ( ) (v—(azu/al))((p_l)/z_l) av
a2u/ar1

-1
onde A :{I‘((p—l)/z) (2a3)(P—1)/2} . Mediante a substituicdo y:(alv /0211)—1-

obtemos

E(VZIU _ 11)=A ) (EZZTuJH((p = 1) /2) T(l . y)t y((p - 1) / 2)—16_(61211 /2a1a3)ydy
0

A integral da expressao anterior pode ser expressa em termos da funcdo de

Whittaker, utilizando o Resultado 1, onde g:i+p_l e y:i I
2 4 2 4 2

Assim, obtemos para E(V’ U = u) a expresséao

tHp-1)/2 ~1)/2
Ax(ap /ay) ME-7+0/2) () e Wy ”(azu/ 2a1a3) :

(agut 2aya3)" 12 o~ agu/2ayaz) /2" VH

E substituindo 4, T e ¥ pelos seus valores chega-se a(3.9).V
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Na demonstracao do seguinte Teorema utilizaremos o resultado a seguir, que

pode ser encontrado no texto de Rohatgi (1976), pp. 169-170.

Resultado 3: Se X é uma variavel aleatoria, e # € mensuravel de ® em 9N com

E(h(X)) <o, entéo E(n(X)) = E[E(h(X)]Y)]

Teorema 3: Se X e Y sdo varidveis aleatérias independentes tais que
2 2 x x
X~x“(p(n-1)) e r~x*(p-1), se aj, ap e a3 sdo constantes positivas e

U=a1X eV=ayX+a3Y, entdo

(az/a3ﬂp—d)/2 2s+tr@+,+«pn_n/@)r@4(p0m—0/@) Ay

ElUsv!) =
( ) Iﬂ(P(”‘l)/z) F(s+((pn—])/2)) 172
(3.10)
x 2 F(s+1+((pn-1)72), (p-1)/ 2:5+((pn-1)/2): 1~ (a2 /a3))
Prova:
. L . pn-1 1
A variavel aleat6ria U tem distribuicéo G T ) Pelo Resultado 3, temos
al

E(Uth j - E{USE(V’ ‘Uﬂ - TuSE(Vt U = u) fur (u)etu =
0

— U
:D(al’az’a3;t)ofus+t/2+(p—3)/4+(p(n—1)/2)—1e Lal 2
0

em que
-1
Dley.az.ai) =] L(pln=1)1 22} P V2 s ag) gt 24734

onde g=aj/2aja;3.
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1
Sed=s+1/2+(p-3)/4+pn-1)/2-1, r:(z—_%] >0eq=
aj

resulta
2aya3

e o}
E(USVI) = D al az,as;! >< Jus e Wy,g(qu)du .
0

Como as condigdes 6+tpu+3/2 >0, r>-q/2 e g>0 sao verificadas para todo
s>20, t=20, n 22 e p>1, o Resultado 2 é aplicavel, obtendo-se a formula

(3.10). ¥

Notagao: Denotaremos 0s momentos conjuntos de ordem s e rdas variaveis U e

V' da seguinte forma

E(Uth) = (p(al,az,a3 ;s,t) .
No caso da formula acima resulta

2.2 2.2 2.2

E(USVt)z 4% 249 9t .y 3.11
q)(n-—l)p np n(p—l) > ( )

O resultado do Teorema anterior permite reobter as expressées exibidas no
seguinte Quadro e que podem ser diretamente calculadas utilizando os momentos

da distribuicdo qui-quadrado.
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QUADRO 3.1 : Momentos simples de ordem (s,t} obtidos com base na

distribuigao qui-quadrado.

Parametros E(U°VY)

§=0,1=0 1

s=1,1=0 ajp(n—1)

§=2,1=0 a2 p(n =12+ p(n—1)]

s=0,1=1 ajp(n—1)+az(p-1)

5=0 1= agp(n—l)[2+p(n—1)]+a32[2+(p-1)]+
+azazp(n—1)(p-1)

Mostraremos na continuagd@o que, por exemplo, nos trés primeiros casos as
férmulas apresentadas no Quadro 3.1 s&o equivalentes a expressao (3.10), para o

que é suficiente provar o seguinte resultado.

Resultado 4 : A fungao hipergeométrica verifica a identidade

s Fi(ab;a; 1-2)= z7b
Prova:

Baseado no Bindmio de Newton

para -1<x<1 e m real

. §: (m+k l)xk F(m+k) x

P o r(m) &/
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2
o
eK:L

1+nx 02

E considerando 1-x=z € m=-b emque z= , verifica-se

que 0<1-z<1 e portanto

T(b+k) (1-z2)k
I'(p) k!

=9 Fl(a,b;a; l——z). v

z—b _ %o: (b+lf—l)(l_z)k _ ;:

k=0 k=0

Utilizando o Teorema 3 é possivel achar os momentos do estimador A, o

momento conjunto E(if\) e o coeficiente de correlacdo entre os estimadores reA.

Outras caracteristicas basicas da distribuicdo conjunta de (X,/\) tais como

esperancas, variancias, vicios , erros quadraticos médios e correlagdes, podem ser

obtidas utilizando o seguinte resultado.

Corolario 3: Os momentos de primeira e segunda ordem do estimador PME do

parametro A s&o

1 D210 24 (pn-1)2)
N2 p1 +(pn
E(A)—K\/;(p(lqtmc) ) F(piz—l/Z) g

(3.12)
_ o dknpx
X2 F1(1/2+(pn—1)/2,(p—1)/2, (pn-1)/2, p(]+m())
ii)
E(AZ):xz P”-l( p-1 j(p_l)/zx
np \ p(1+mx) (3.13)
1+np1<\
Al —1)/2(p-1)/2; (pn=1)/2; ———
X2 1( +(pn=1)/2(p-1)/2: (pn-1)/2. p(1+m<)/’
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Prova:
E suficiente observar que a E(/A\) :(p(a] ,az,az; 0, 1/2) e E(f\z) = (p(a] ,az,az; 0, 1)

0202 2.2 2.2

onde a)= , aplicando as formulas (3.10) e

S (n-1)p 2= np n(p—l)
(3.11). ¥

Corolario 4: O momento conjunto E(if\) dos estimadores PME dos parametros A

e A é

X

£(3A) (pn-)T((pr-1)/2)xT(p(n) 12)  a2o? ( - J(1,,_1)/2

T(p(n-1)/2)xT(1/2+(pn~1)72) pn(n—1) \ p(+ %)
(3.14)

1+npKJ
Rl 1 (pn1)2, (p-1)/2:1/2 ~1)/2:
) 1{+(1)n 1)/2, (p-1)/23;1/2+(pn-1) ’(p(l+mc)}

Prova:

E suficiente selecionar o valor (1/2, 1/2) do par (s,t) na expresséo (3.11). ¥

3.2.4. Vicio e Erro Quadratico Médio dos Estimadores PME

Os resultados da se¢ado 3.2.3 permitem também o caiculo explicito de duas

importantes caracteristicas dos estimadores PME A e A, segundo a seguinte

definicao.

Definicdo 8: Se 6 é um estimador do parametro 0, seu vicio ¢ dado por

b(é) = E(é) -0 e seu erro guadratico médio é EQM(é) = E(é - 6)2 :
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Expressdes explicitas do erro quadratico médio e do vicio para 0s

estimadores de momentos A e A s&o apresentadas no seguinte resultado.

Corolario 5: Vicios e erros quadraticos médios dos estimadores PME s&o dados

pelas expressdes

M s(A)=BR)-r=sr-a=(r-1)r.
(ii) EQM(i):E(i —x)z - E(?P)—sz(i)mz =21 7)a%.
o ) f2)- o) -2
(iv) b(A) E(A)-A=aof’ —acy17x =ao(f’ -1 +x)
B(A-A)’ = ( ) 2AE(A)+ A% = a??(f7 - 2/ VI +(1+x))

i ()= £{%) - ((4)” =717 2).

onde f é o fator de correcédo do Corolario 1,

(v) EoM(A)=

, F(prz/z) [ p-1 j(P‘l)/z ( 1+ npx
v '~[(pn—l)/2]1/2 N2/ np m 2K pn/2(p 1)/2 (pn l)/2 o1+ 1)
e

. pn=1( p-1 (p-1)/2 ( . ‘ 1+np1<]
fr= " (p(l+n1<)] 2 F 1+(pn—1)/2,(p——1)/2,(pn—l)/2,p(1+m<)

Observagao 4: O coeficiente de correlagdo os dois estimadores PME pode ser

obtido mediante as formulas

Cov()l, A)

Cov(r,A)= E(3A) - E(A)E(A) e p(iA)= )

33
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O Teorema 3 permite o calculo explicito de ambas quantidades.

As definicbes e resultados obtidos neste Capitulo fornecem uma base sobre a

qual poderado ser obtidas formulas para os estimadores restritos dos parametros A e

A . Os mesmos serdo construidos incorporando restrigdes de ndo-negatividade em
seus valores realizados (estimadores truncados), ou no espaco paramétrico
(estimadores baseados na maximizacao das fungbes de verossimilhanga completa
ou residual). As distribuicdes conjuntas exatas desses estimadores, seus

momentos, vicios e erros quadraticos médios serdo calculados no proximo Capitulo.



CAPITULO IV

Estimadores Restritosde A e A

4.1. Introdugao

Neste Capitulo serdo considerados os estimadores restritos dos coeficientes
de repetibilidade e reprodutibilidade. Os mesmos surgem ao estimar os
componentes de variancia mediante funcdes que atendem a condi¢do de assumir
valores ndo- negativos. Trés estimadores com essas caracteristicas seréo

estudados;

e 0 estimador truncado, obtido quando restricbes de nao-
negatividade sao impostas aos valores realizados do
estimador de momentos e

e 0s estimadores de maxima verossimilhanga completa e
residual, que incorporam restricdes pertencentes ao espaco

paramétrico.

Em primeiro lugar seréo definidos os estimadores e obtidas suas distribuigbes
exatas. Seguidamente serdo calculados os momentos e determinados o vicio € o

erro quadratico médio de cada estimador.

Finalmente apresentaremos dois quadros-resumo, indicando os estimadores

estudados e suas distribuicbes exatas.

>
W
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4.2. Estimadores de Substituicao Truncados

4.2.1. Definigdes

2

Definigdo 1: Quando os componentes de variancia o e of sé&o estimados

truncando as estimativas obtidas mediante o método dos momentos, os estimadores

de substituicio dos coeficientes A =avs® e A:a\/o'z +c% serao denominados

estimadores de substituicdo truncados (plug-in truncated estimators ou PTE).

No seguinte Lema expressamos esses estimadores em fung&o dos quadrados

médios e da constante a definida no Lema 1 do Capitulo Ill.
Lema 1: Os estimadores PTE s&o

(.

quando QOM; >OMpg

>
>

):(a oM | :/‘—%\/(n—l)QME +QMLJ

(ilz\] :(a\/éME , a\/QME)

quando QM| < OMpg

Prova:
E suficiente utilizar as férmulas apresentadas no Capitulo |l para os estimadores de

5 a+b+la-b

e 62 earelagdo max(a,b)= 5

G A4

A probabilidade do evento )1:/:\ coincide com a probabilidade de

truncamento do estimador 67, calculada no seguinte resultado.
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Lema 2: Sob as condigdes (3.2) do Lema 2 do Capitulo lil, a probabilidade de

truncamento do estimador 6% é

71=P(Us 1) (4.1)

1+

2
o) . £, e e
onde K:—?_L— e U designa uma variavel aleatéria com distribuigdo F central de
o

Fisher-Snedecor com (p—l) graus de liberdade no numerador e p(n—1) no

denominador.

Prova:

O estimador é% é nulo quando QM; < OM[ . A probabilidade desse evento é

v1=P(OM] < OME)= P < =P U <
OME /o2 o2 +nci 1+

2 2
OMp /(o +ncL) G2 p( ] )
U <

com K:c%/cz.v

Lema 3: Os estimadores PTE dos parametros A e A tém a forma

(i/i\]:(blﬁ bz\/X+ﬁ(1+m<)Yj se ¥ > X

(i,/ﬁ\):(blﬁ, b]\/}) se Y <X

onde as variaveis X e Y s&o independentes e possuem distribui¢des qui-quadrado

centrais com p(n-1) e (p— 1) graus de liberdade respectivamente e as constantes
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by, by e assumen so valores b @ b i e n Pl
¥ l‘ =T 3 = = )
1 2 8 1 1 p(n _ 1) 2 l)n 1 p(n — l)(l + HK)

respectivamente.
Prova:
Com base nas condicdes (3.2) do Lema 2 do Capitulo lll pode-se determinar a

equivaléncia entre os eventos QM; < OMy e ¥ < pu1X e também as expressdes

dos estimadores acima.V

4.2.2 Distribuicao Exata do Estimador PTE

~
~

Para calcular a distribuicdo exata do estimador (i,Aj utilizaremos o Lema

anterior. Assim, o evento OM; < OMjy de truncamento determina a forma da

distribuicdo exata como combinagdo convexa de uma distribuicdo absolutamente
continua com respeito a medida plana de Lebesgue e uma distribuicdo singular

concentrada em uma semi-reta do plano.

O seguinte resultado, de prova analoga ao Lema 6 do Capitulo lil, fornece a

distribuicdo do vetor (712, f\zj sob a condicdo OM[ > OM[; |

n—-

~

Lema 4: Se o evento OM; > QM ¢é realizado, o vetor aleatério (712,———’11A2j
n—

. e . -1 -
possui uma distribuigdo gama-Stacy de parametros o :&—) 01 =£(—’;——P ,

2 2a“c*

p-1 0 :(n—l)(p—l).

2
2 2a2'c2
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N n 2
Pode-se observar que as distribuigbes dos vetores (xz,n lAzj e

(?12,"" 1 ;\2) coincidem sob a condicdo OM; > OM;.

Lema 5: Se o evento QM; > QM é realizado, a distribuicdo conjunta dos

estimadores PTE é absolutamente continua com densidade de probabilidade

£ )= 2 n_y2 2D pnl) o (,)_1)(,7—1)} (42)

2
"“lfGS(u ”’—lv L2 a2 27 p4%:2
onde f;g (w,z,-al,el,az,ez) é a densidade de probabilidade da distribuigdo gama-

Stacy com parametros a, 61, ap e 6, . Nesse caso, o suporte da distribuicdo € o

cone aberto C(c) = {(u,v) R2: 0<cu<v } com c=./(n~1)/#.

Prova:

Conforme o Lema 3, quando QM| > OM[, os estimadores PTE coincidem com os

estimadores PME de A e A. Assim, o Teorema 1 do Capitulo Ill fornece o resultado

procurado.V¥

A distribuicdo correspondente ao componente singular € dada no seguinte

corolario.

~
~

Coroléario 1: A fungdo de distribuicdo do estimador (i, A] dado o evento QM; <

OM [ é dada por
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g1(w,v)
Fi(u,v)= I\u(x)dx 1 (0,0) () 1 (o, OO)(V) (4.3)

onde y(x) é a funcdo de densidade de uma varidvel qui-quadrado central com

p(n - 1) graus de liberdade, g1(u,v)= p(;l— ) 2(u,v) e glu,v)= nmz(112 2)
a‘c

Prova:

A funcdo de distribuicdo é
F(u,v)= P(?i <wu, /:\ < vIQM L <OM f) = P(b1 JX < u) M P(b] JX < v) = P(bl VX < minu, v)) =

P(X < minz(u, v)/ blz) = P(X < g(u,v)/ blz)

sendo g(u,v)= mm( 2 2) desde que (mln(u v)) —mm( 2 2) para u>0e v>0

2 a’o?

e bf =
L p(n-1)

v

Corolario 2: A funcao de distribuicdo do estimador (71,/‘:\) condicionada dado o

evento OM; > QM € dada por

g, v)
Fy(u,v)= J. If X,y dydx 1(0 %) () 1(0 OO)(v) (4.4)

onde f?if\(x'y) é a funcdo de densidade dada em (4.2), go(u,v)=min(u,v/c) e

c=4(n-1)/n.

Prova:
Pelo Lema 5 a fungao de distribui¢éo € igual a
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Fy(u,v) = 1’(i <u, /Q\ < v|QML > QME) = ” i IQ\(X, y)dxdy
Ruyv) ™

para u>0 e v>0, onde R(u,v) é o trapézio {(x,y):0<x<u, cx<y<v} quando

v

(u,v) € €(c) ou o triangulo {(x y).‘O <x< o cx<y< v} quando (u,v) ¢ C(c). ¥

O Lema 2 e os Corolarios acima permitem agora a descricdo completa da

distribuicdo exata do estimador truncado.

~
~

Teorema 1: A fungéo de distribuicdo do estimador truncado (i, A) € a mistura

F=y1F +(1-v1)F, (4.5)

onde Fj € a fungdo de distribuigdo singular do Corolario 1, F» é a funcédo de

distribuicdo absolutamente continua do Corolario 2, e y; é a constante do Lema 2.

Prova:

E suficiente considerar o evento B= {QML < QME} de probabilidade y; e aplicar o

Teorema das Probabilidades Totais a distribuic&o P** do vetor bivariado (}:1:\]

Se C é um boreliano arbitrario do plano, resulta

Pi,/:\(c)zp[(i, /:\) eCJ:PK}i, /:\) eBmC:l+Pl:()i,/:\) EBC mCJ:

I
s<
~
|
TN
>»
>
m
o
oo
| I
+
P
|
~<
-
v
- 1
N
>
3%
Mm
a
wo]
o
1
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que produz (4.5) quando C é um quadrante (- oo,u] x (—oo,v]. ¥

Nas duas sec¢bes seguintes discutiremos as distribuicées exatas de outros

estimadores restritos.

4.3. Estimadores de Substituicdo de Maxima Verossimilhanga

Comecaremos por definir os estimadores de maxima verossimilhanga dos

coeficientes de repetibilidade e reprodutibilidade.

Definigdo 2: Quando os componentes de varidncia ¢’ e o7 séo estimados
utilizando o método da maxima verossimilhanga, os estimadores de substituicdo do
coeficiente de repetibilidade A e de reprodutibilidade A serdo denominados

estimadores de substituicdo de maxima verossimilhanca (plug-in maximum likelihood

estimators ou PMLE).

Lema 6: Os estimadores PMLE sé&o

(&)= (a,/QME , ﬁ\/ An-10OMg +(p—1)QML)

quando QM > LlQME
p_

e

(;»7\) :(—‘/—%\/p(n—l)QME +(p—1)QML , —\/fl:—\/p(n—l)QME +(p—1)QML]

np

quando QM; < ;li—IQME
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Prova:

E suficiente utilizar a forma explicita dos estimadores de méxima verossimilhanga
dos componentes de variancia cujas expressdes foram apresentadas no Capitulo |l
e as relagbes

b—la—b +b+la-b
min(a,b)zﬁ————M e max(a,b):-q-——il—-l

S S (4.6)

para obter as formulas dadas acima.V

Observagao 1: Como ja foi observado os estimadores PMLE dos coeficientes A e

A sé&o fungdes dos estimadores MLE definidos no Capitulo Il. Considere-se a
funcdo  glx,y)= (a\/;,a,/x + y) que aplica o espago  paramétrico
{(02,0%): 0<c? <02 +0%} no cone {(XA) O<ksA} de forma bijetiva. Nesse

caso é possivel aplicar o Teorema de Invariancia para estimadores de maxima

verossimilnanga ( Zehna 1966) e, portanto, os estimadores PMLE dos coeficientes

de repetibilidade e reprodutibilidade sdo estimadores de maxima verossimilhanca

dos parametros A e A.

Neste caso, a probabilidade do evento A=A coincide com a probabilidade do

evento (1 - p‘l)QML - OM g <0, a qual é determinada no seguinte resultado.

Lema 7: Sob as condi¢gbes (3.2) do Lema 2 do Capitulo Ill, a probabilidade do

evento A=A é

_ 14
r2= PLU = (p— 1)(1 +n1<)) ’ (4.7)

onde k e U s&o definidos como no Lema 2.
Observagdo 2: A probabilidade y; do Lema 2 e a probabilidade vy, do Lema 7

verificam arelagdo y;<vy»,.
63
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Lema 8: Utilizando a notagcdo do Lema 2 do Capitulo I o evento

p
p—1

OM; < OM}; que produz a degeneracéo dos PMLE é equivalente a V< pp.X,

1

d SR S—
onde 12 (n—1)(1 + nx)

Prova:

E imediata, utilizando as relagdes (p - 1)OM = 2y e p(n-1)OMp 62X .V

Lema 9: Os estimadores PMLE dos parametros 24 e A assumem a forma

(X,K):(b]JX_,bz,/X+(1+;m)Y) se V> poX

(X K):(bZ\/X—{—(LFnK)Y , b21/X+(1+m<)Y) se Y< ur X,

onde as variaveis aleatérias X e Y s&o independentes e possuem distribui¢des qui-
quadrado centrais com p(n—1)e (p—1) graus de liberdade, respectivamente; as
1

aoc ao
constantes séo, neste caso = hy=—— € =—.
’ b [p(n-1)’ 2 Jpn H2 (= 1)(1 + mx)

4.3.1 Distribuicao Exata dos Estimadores PMLE

Como no caso dos estimadores PTE, a distribuicdo exata dos estimadores
PMLE sera uma mistura de duas distribuigbes, uma singular e outra absolutamente

continua. Nesta se¢do determinaremos esses componentes.
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O seguinte Lema pode ser provado de forma analoga ao Lema 4, no entanto,

o Lema 11 é obtido em forma anéloga ao Teorema 1 do Capitulo lll.

Lema 10: Se o evento QM >—£—1QME é realizado, o vetor aleatdrio
p_

(xz,ﬂ'ilxzj possui distribuicdo gama-Stacy com parametros o, = p(n2— 1)’
p(n-1) p-1 lp-1)
2a°G 2 2a”t

Observagdao 3: Note que a diferenga entre as distribuicbes dos vetores

~ no o~ N n = . . . .
(xz,n lAz) e (12,—1 Azj esta localizada somente no parametro secundario de
—_ n_

escala denotado por 65 .

Lema 11: Se o evento QM > OM é realizado, a distribuigdo conjunta dos

p-1

estimadores PMLE é absolutamente continua com densidade de probabilidade

4nuv »on o pln=1)pn-1) p-1 p(n-1)
() | ,. ity 48

cujo suporte é o cone aberto € (c) = {(u,v) e R%: O<cu<v },onde c=+f(n-1)/n.

Corolario 3: A fungéo de distribuicdo do estimador (X,K) condicional dado o evento

OM| Sp—li{QME é dada por
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)
Gi(u,v)= If(z)dz 1(0 ) (,v) I(O,oo)(”’ v) (4.9)
0

pnz g(u,v), onde a fungéo g foi definida no Corolario 1 e f() é a

com gz(u,v)= 5
a o

densidade da varidvel aleatéria (X +(1+nx)¥), com X e Y variaveis

independentes, tais que X ~x2(p(n-1) e ¥~ x*(p-1).
Prova:

A fungéo de distribuigao &

Gl(u,v):P(XSu, /N\Svl(p—l)QML SpQME)zP(bZ\/ZSu,-bzﬁSv):

= P((b2 VZ <u )m (bz VZ < t)) = P(bz VZ <min(u, \)) = p(\/_ < _”_’mb(z’_”’)j _

. .
:P(‘/(X +(1+mr) < %zuv)j = P[X Fm)Y < ﬂ’b_%(_’ﬂj

para Z=(X +(1+m)¥) e by =

ao
= v
Jnp

O resultado seguinte exibe a fungéo de distribuicdo correspondente ao evento

complementar e pode ser provado de forma analoga ao Corolario 2.

Coroléario 4: A fungdo de distribuicdo do estimador (7\,7\) condicionada dado o

p

(r-1)

evento OM| > OM FE é dada por
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g, (u,v) .
Gy (u, v): I J I3 K(x, y)dydx I(O,oc)(”) 1(0,00)(\7)
0

cxX

(4.10)

onde fx K(x,y) ¢ a funcdo de densidade (4.8), go(u,v)=min(uv/c) e

c=+(n-1)/n.

O Lema 6 e os Corolarios precedentes permitem a descricdo completa da

distribuicdo do estimador de maxima verossimilhanca.

Teorema 2: A funcdo de distribuigdo do estimador de maxima verossimilhanca

completa é a mistura
G=v2Gy +(1-v2)Ga (4.11)

onde () é a fungdo de distribuicdo correspondente ao componente singular do
Corolario 3, G, € a fungdo de distribuicdo correspondente ao componente

absolutamente continuo do Corolario4e y, € aconstante do Lema 7.

4.4. Estimadores de Substituicao de Maxima Verossimilhanca
Residual

A definicdo dos ultimos estimadores considerados figura a seguir.

2

Definigdo 3: Quando os componentes de variancia 2 e ¢# sdo estimados pelos

seus respectivos estimadores de maxima verossimilhanga residual, os estimadores

de substituicdo dos coeficientes de repetibilidade A e de reprodutibilidade A serdo
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denominados estimadores de substituicdo de maxima verossimilhanca residual

(plug-in residual maximum likehood estimators ou PREMLE).

Lema 12: Os estimadores PREMLE séao

(i, 7\) = (a,/QME J_Z%TT JAn-DoME +(p- I)QMLJ

quando QM| > OM [

a

(77,7\){\/%_—1 Jpin-noME +(p-1)0M[ Jp(n-100ME +(P*1)QMLJ

np—1
quando QM < OMpE

Prova:

E suficiente utilizar a forma explicita dos estimadores de maxima verossimilhanca

residual dos componentes de variancia fornecida no Capitulo Il e as relagbes (4.6)

para obter os estimadores. ¥V

Observagao 4: Pode-se notar que a probabilidade de truncamento do estimador

3% coincide com a correspondente probabilidade y; do estimador PTE.

Utilizando as condicdes (3.2) do Lema 2 do Capitulo Il é possivel obter uma

outra expressdo para os estimadores PREMLE.
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Lema 13: Os estimadores PREMLE tém a forma

(i?\):(blﬁ, b3,/X+(1+m<)Y) Y>uX

(i,i):(bg,\/X+(l+mc)Y, by X +(1+m)Y) Y<u X

ao
onde as varidveis X e Y s&o definidas como no Lema 3 e b =—F———,
Vp(n-1)

ac 3 p-1
np -1 Lll—p(n—l)(1+m<) '

Observagdo 5: Observe-se que no caso degenerado o estimador PREMLE tem a

mesma expressao que o estimador PMLE, exceto na constante 3.

4.4.1 Distribuicao Exata dos Estimadores PREMLE

A distribuicdo deste estimador possui uma estrutura semelhante a das
distribuicbes dos estimadores restritos anteriores. Suas componentes sao

determinadas a seguir.

Corolario 5: A fungdo de distribuigcdo do estimador (X/z\) condicional sobre o

evento OM; <OMy é

ga(uv)
)= | [f2(2) | 1(0,0)(#) 1(0,0)(*) (4.12)
0
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com gy(u,v)= p; 5 g(u,v), g(u,v) é definida no Corolério 1 e f,(z) no Corolario 3.

Corolario 6: A fungao de distribuigdo do estimador (i, 7\) condicional sobre o evento

OMp >0OMFE é

g2(uv) v
Ho(u,v) = j j = (x,y)dyetx 1(0,00) @)1 (0,0) (¥) ( 4.13)

onde f5z(x,») é a fungio de densidade do vetor (ii) g2 (u,v)=min(u,v/c) e

c=y(pn-1)/pn-1.

pn—-1 =

Observagao 6: E facil provar que a distribuicdo do vetor [iz,p(n ) 7\2) coincide

com a distribuicdo do vetor(iz,%f\z) e que a fungdo de distribuicdo do

estimador (7»7\) condicional ao evento QM; >(QMy coincide com a fungéo de

distribuicdo exata do vetor (X, 7\) dada pela expresséo (4.8). No caso do estimador
PREMLE o suporte é o cone aberto C(c)={(uv):c R2:0<cu<v},

c:\/p(n—l)/(pn—l).

Os Corolarios 5 e 6 permitem a descricdo completa dos estimadores de
maxima verossimilhanga residual e conduzem ao seguinte Teorema, de prova

analoga ao Teorema 1.

Teorema 3: A fungéo do estimador de verossimilhanga residual é a mistura
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H=y1Hy +(1-71)H (4.14)

onde Hi € a funcdo de distribuicdo correspondente ao componente singular do

Corolario 5, H, é a fungéo de distribuicdo correspondente ao componente continuo

do Corolario6e y; = P(U <(1+ m()_l) é a constante do Lema 2.

A funcéo de distribuicdo da variavel aleatoria Z= X +(1+mc)Y que descreve

a componente singular dos estimadores de maxima verosimilhanga e dos PREMLE
pode ser expressa usando resultados apresentados por Robinson & Pitman (1949).
Porém, no contexto desta dissertacdo, a expressdo obtida nos paragrafos
anteriores é suficiente para determinar momentos, erro quadratico médio e vicio dos

estimadores.

Antes de calcular os momentos dos estimadores, observemos que uma

formula explicita da densidade da variavel a;(zl +bx22, com X2 e Xzz variaveis
v A% A\ A%

1

independentes poderia também ser utilizada para determinar as marginais do

estimador conjunto (i, A) no Capitulo IlI.

4.5. Momentos dos Estimadores Restritos

Para expressar os momentos dos estimadores restritos utilizaremos a

seguinte definig¢ao.

Definigdo 1: Os momentos de ordem real (sl,sz,---sn) de uma distribuicdo F em

R’ podem ser expressos mediante a integral de Lebesgue Stieltjes
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S| S s S8 s
E(Xllez...Xnn): j'xllx22...xnndF’
SR”

onde F(xl,xz,---xn) € a funcdo de distribuicdo das varidveis aleatérias
X1, X9, Xp.

Como no caso unidimensional, os momentos existem sempre que a fungao

seja integravel com respeito a F sobre R’ .

N S
x11x22 __.xnn

Agora considerando as variaveis aleatérias U=a1X e V=a2X +a3Y, onde
X e Y sao variaveis estocasticamente independentes, tais que X ~x2(p(n—1)),

Y~x2(p-— 1) e ay, ap € a3 s&o constantes positivas e segundo o Teorema 3 do

Capitulo lll, temos que

(az /a3)(P—l)/2 2s+tF(s+t+((pn—1)/2)) F(s+(p(n—l)/2))
r(p(n-1)/2) r(s+((pn-1)2))

afaé X2 Fl(s+t+((pn—-1)/2),(p—1)/2;s+((pn—1)/2); 1—(a2/a3))

E(USV’)=<p(a1,a2,a3;s,r) _

(4.15)

Assim, os momentos dos estimadores restritos PTE, PMLE e PREMLE séo

obtidos particularizando a expressao (4.15) como nos Teoremas seguintes.

Teorema 4: O momento conjunto de ordem real ndo-negativo (s,7) dos estimadores

PTE éigual a
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T S+t
E(ksAt) :yl(p(al,az,a3; —2—,oj +(1—y1)(p(a1,a2,a3; %é) (4.16)
d € a probabilidade de truncamento a’s’ a’s? e
onde ili , a=———=, az=
' pln=1) np
a?t?
a3z = .
3 n(p—l)
Prova:

E suficiente calcular

E(?Q»S/:\t) = ”wsztdF = ”wsztd('y 1F10w,2) + (l -y I)Fz(w,z)) =
R’ R

=71 ”wsztdFl (w,z) + (1 - y]) ”wsztsz(w,z)
"’ R’

A primeira integral € uma média ponderada da fung@o h(w,z) = w3z com peso
determinado pela probabilidade dFj situada na vizinhanga de (w,z). Assim, pelo

Corolario 1, resulta que

”wsztdFl (w,2)= 0J(.Dw(s"‘t)f;;/ (w)dw = Tu(SH)/z\;/(u)du = E(U(s+t)/2)
R? 0 0

e desde U =a; X, y(u) é adensidade de uma distribuigdo qui-quadrado escalada.

Como a integral com respeito a fungéo F»(u,v) € absolutamente continua, os

Lemas 4 e 5 permitem obter
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”wsztdfz w, z ”w z fW l(w ")dwdz ” s/2 t/zf (u,v)dudv
RN’ R

E(US/2Vt/2) (p(al aj,as, % %)

que fornece o resultado (4.16) .V

Teorema 5: O momento conjunto de ordem real ndo-negativo (s,7) dos estimadores

PMLE € igual a
~g~f S+1 t
E(?LSA ):ych(al,az,a3; 0—2——) +(1—Y2)(p(a1,a2,a3 %5) (4.17)
22 2.2
a“c a“c
onde € a probabilidade de truncamento, aj = , a»s = e
Y2 p 1 (n-1) 2 np
a _a2‘l?2
3=
Prova:
Como no Teorema anterior
E(XST\’): ”wszth: .”-WSth(‘}’ZG](W,Z)'F(l—'}’Z)GZ(W,Z))-:
R2 R2
=Y ”wszth1(w z) -Y2 ”wszthz(w z)
mZ
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a primeira integral €, pelo Corolario 3

2

H wS 2! dGy(w,2) = J-v(s+t/2)fV(v)dv=E(V(S+)t/2) =(p(a1,a2,a3 ;O,s_+t)‘
R 0

E pelo Corolario 4 temos

”wszthz(w,z)z ”wszth,Z(w,z)dwdz = ”uS/zvt/sz,V (. v)dudy
R’ R R*

= E(US/th/z) = (p(al,az,a3 ;%,%)

o que permite obter o resultado (4.17) .V

Teorema 6: O momento conjunto de ordem real nao-negativo (s,7) dos estimadores

PREMLE é igual a

= s+t
E(ksAt)zn(p(al,az,ag,; 0—2—) +(1—yl)(p(a1,a2,a3 -;—é) (4.18)
2
onde € a probabilidade de truncamento a202 azc a a212
ili =, aj = =
Yi1eap N=0m-1)" "2 mp-1 3 -1

Prova:

Para obter a expressao (4.18) é suficiente proceder como no Teorema 5.V

4.5.1 Momentos de Ordem 1 e 2

Os momentos de primeira e segunda ordem dos estimadores serdo obtidos

utilizando os Teoremas anteriores e a férmula
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(a2 /03)(p—1)/2 2S+tr(s+t+((pn—l)/2))xf‘(s+(p(n—1)/2))
r(p(n-1)/2) I(s+((pn-1)2))

@(01,02,03;5,1‘): alaé X

X 2F1(s+t+((pn—l)/2), (p—l)/2; s+((pn—1)/2); l—(az/a3))

(4.18)

Nos seguintes resultados, de prova imediata, sdo apresentados os momentos

de primeira e segunda ordem dos estimadores irrestritos e restritos.

Corolario 7:
a) Os momentos de primeira ordem dos estimadores PME, PTE, PMLE e PREMLE

do coeficiente de repetibilidade A sao, respectivamente,

i)
E(%) =2 - 1)1 72 r((r;é)n(; 1)1;)2/) &
i)
) onfy () T 00,
xy A (pn /2(p=1)/2; pn/2; pl(:f:c)]
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iii)

- 2 (p-1)72 T(pn/2)
E(x) =y2 A \/% ((1 +1m<)j r((p:_ 1) /2) *

nx
) Fl(pn/2,(p—l)/2; (pn—])/2; (1+m<)j +

(p-1)72 F(( (n-1) +1)/2)
2 1 p
+(1—72)7~\/p(n_1) ((1+m<)j T(p(n-1)/2) *

) Fl(pn/2(p—l)/2'pn/2' Lj
' ’ © (14 mx)

iv)

i} : N o A TP
E(;‘)znk\/np—l((l"'m()) mx

) Fl(pn/Z,(p-—l)/Z; (pn— 1)/2; a Tm()) +

+(l—yl)l

2 [ 1 j(P—l)/zr((p(n—1)+1)/2))<

p(n-1) \(1+m) I'(p(n-1)/2)

ng
F 2(p=1)/2: pn/2; X __
X7 1(pn/ (p-1)/2; pn (1+n|<)j

b) Os momentos de primeira ordem dos estimadores PME, PTE, PMLE e PREMLE

do coeficiente de reprodutibilidade A sao, respectivamente,

_1 )2

A 2 ( p-1 r(pn/Z)

E(A)—AXJ;(p(l+m)) F(pn—l/Z)x
1+np1<j

p(1+ m¢)

2F](pn /2,(p-— 1) /2 (pn - 1) /25
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i)

2 _ (1)_1)/2 F( 11/2)
O e T

X9 Fl(pn/Z,(p—l)/Z; pn/2; ;(;ff;)}

) -1 (p—l)/2 F(piz/Z)
(o) \/%Lp(i mc)) I"(p(n*l)/z) g

o /2oy 2 o 2

iii)

2 ( 1 )(P—l)/z T(pn/2)

pln—1) \(1+m) r((pn-1)/2)

21?1[1)'?/2:(17—1)/2" (pn-1)/2; (1 J':ch))

E(K) =2

~ (p _1)/ 2 ( n/ )
E(A) =4 V pn2—1 ((l +1n1<)] T({p: - 1)2/ 2) :

nx
X2 Fl[pn/Z,(p—l)/Z, (pn—l)/2, (1+n1<)]

Corolario 8:
a) Os momentos de segunda ordem dos estimadores PME, PTE, PMLE e PREMLE

do coeficiente de repetibilidade A séo, respectivamente,
i)

E(iz) =a202
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i)

o0) ()" (e 2000 e )

iii)

E(X?) y zxz(pr; - 1)((1 +1m()) (17—1)/?.2F1 ((pn 1)/ 2,(p=1)/2:(n-1) /2 (ﬁ__n;k_)) .

2 F ((pn +1)/2(p-1)/2:(pn+1)/2; (lf:k))

~ S )(p—l)/Z

(1+mx) 2F1((P"+1)/2,(P—1)/2»'(pn—1)/2,- (_lf—":k_)%

)(p—l)/ 2

2F1((pn+ 1)/2,(p— l)/2;(pn+ 1)/2,' (—1;’1’%5)

Hi-np?(

(1+mx)

Os momentos de segunda ordem dos estimadores PME, PTE, PMLE e PREMLE do

coeficiente de reprodutibilidade A s&o, respectivamente,
i)
_1 y(p-1)2
E( f\) =2 \/z[_i_l_j M %
pn\ p(1+ nx) I((pn-1)/2)

1+ npx )
p(1+nk)

2F1(pn/2,(p - 1)/2;(pn - 1)/2;
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i)

: . (-i)2 + pnk
E(Az) =y A2 (p(f“:,()) P 2Fl((pn-i—l)/z,(p—1)/2’-(pn+1)/2; pl(lfm())+
+(l‘71)7‘2(%) 2h ((P’H'l)/Z,(p—l)/Z;(pn_1)/2;pl('l":’i‘;))

E(KZ) =22 (” ;;lj ((Hlm))(p_l)/zzF1((pn+1)/2,(p—1)/2,-(pn_1)/2,. (_lf‘;_]())

E(f\z) =2 ((H—lmc)j(p—l)/zzFl((le)/ 2.(p-1)/2:(pn-1)/2; (IZI,C,K))

Observagido 5 : Os momentos conjuntos de ordem (s,f) dos estimadores podem

também ser obtidos recorrendo as formulas
E(USV’ ) = E(USV’ 1g+UV" 1 Bc) - P(B)E(USV’ IB) + P(BC)E(USV’ chj

da esperanga condicional da variavel aleatéria USvisob a hiptese B de
degeneracdo. Essa hipotesis tem probabilidade y; quando B={QM L <OM E} para
os estimadores PTE e PREMLE e probabilidade ') quando

B= {QM I < ﬁQM E} para o estimador de maxima verossimilhanga.

Observagado 6 : Baseados nos Corolérios 7 e 8 pode-se obter a variancia dos

estimadores.
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Observagédo 7: Baseados nos resultados anteriores é possivel também obter a

covariancia e o coeficiente de correlagéo dos estimadores.

4.6 Vicio e Erro Quadratico Médio dos Estimadores Restritos

Duas caracteristicas importantes na avaliagdo da qualidade dos estimadores
podem ser obtidas sobre a base dos resultados anteriores, da Definigdo 8 do

Capitulo I

Corolério 9 : O vicio e o erro quadratico médio dos estimadores PME, PTE , PMLE,

e PREMLE s&o obtidos baseados nos resultados anteriores .

a) Dos estimadores PTE

) d3)=£6(3)-2 e pom(3.) = 5(32) -26(1) +22, onde £(3) e E(32) sdo
obtidas usando as férmulas dos Corolarios 7 e 8.

i) b(f\):E(f\)-A e EQM(X):E(P)—2E(X)+A2 onde E(A) e E(f\f’-) s&o obtidas

nos Corolarios 9 e 10.

b) Dos estimadores PMLE

i) 8(%)=B(3)-2 e EoM(R)=E(i2)-25(R%)+12, onde (i) e E(3?) séo obtidas
nos Corolarios 11 e 12,
ii) 5(A) = ER)-A e EQM(K) = E(T\z) ~2E(R) + A2 onde E(R) e E(T\z) sdo obtidas

no Corolario 13.

c) Dos estimadores PREMLE
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i) b(i):E(X)—x e EQM(i):E(fZ)—zE(i)Mz, onde E(i) 6 E(fz) s&0 obtidas

com base nas formulas dos Corolarios 14 e15.

~ ~
~ ~

i) b(f\):E(f\)—A e EQM(X)zE(/:\Z)—zE(A)+A2 onde E(A) e E(Xz) s&0 obtidas

com base nas formulas do Corolarios 16.

Para exibir os resultados obtidos representaremos a informagdo em dos
Quadros. No Quadro 1 exibem os estimadores irrestritos e restritos, e no Quadro 2
sdo apresentados as distribuigdes conjuntas exatas dos estimadores restritos e
irrestritos, identificando a distribuicéo correspondente a os componentes singular e

absolutamente continuo da distribuigcao.
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QUADRO 4.1: Estimadores de Substituicdo de Coeficientes de Repetibilidade 1 e de Reprodutibilidade A

CONDICAO
Estimadores
OM[ <dOME" OM[, >dOM
PME("'A) (a\/QME , %W, -1)OM [, + QML) (a\/QME » %\/("- oM + QMLJ
PTE(i,f\) (“\/QME ’ “w/QME) (a,/QME , %‘/(n-— NOMp + QM| )

PMLE(XK) ['J%—pJP(" —DOMg +(p-1)OM sz—‘/p(" - oM +(p - l)QMLj (aJQ—AJ_E_ , —‘/%‘/ p(n-1OME +(p - I)QML)

PREWE(?,X) (_\/n—;—_l Jr(n=1oMEg +(p-1)JoM] -‘/r%-__T‘/p(n—l))QME +(P-1)QMLJ (“\/@M—E ﬁ\/P("‘I)QME +(P'1)QML]

(*)A constante 4 € igual a1 para os estimadores PME, PTE e PREMLE e igual a p_p—f para o estimador PMLE.
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Quadro 4.2: Distribuicdes exatas dos estimadores dos coeficientes de

repetibilidade L. e de reprodutibilidade A sob o modelo aleatério balanceado
(2.1).

Método Estimador Funcao de distribuigao
F* (u,v)
Dos Momentos PME
(3.5)
Truncado PIE F(u,v)=y1F (u,v) + (1 -Y 1)F2 (u,v)
(4.5)
De Maxima PMLE = MLE Gu,v)=v2G1(uv) +(1-v2)Ga (w,v)

Verossimilhanca

(4.11)

De Méxima PREMLE H(u,v)=v1H(u,v) +(1-y1)Ha (4,v)
Verossimilhanca
Residual

(4.14)
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CAPITULO YV

Uma Avaliacao dos Estimadores

Neste Capitulo realizaremos uma breve comparagédo das caracteristicas dos
estimadores definidos nos Capitulos il e IV. Para isto ser&o utilizados valores dos
parametros sugeridos pelos resultados do ensaio interlaboratorial descrito na Segéo
1.5 do Capitulo I.

5.1 Estimativas dos Coeficientes » e A

Como mencionado no Exemplo do Capitulo I, o Centro de Tecnologia de
Embalagem -CETEA, realizou um ensaio interlaboratorial. O mesmo teve as
seguintes caracteristicas: nele participaram 8 laboratérios, os quais realizaram duas
medi¢cées em duas épocas sobre cada um dos 6 materiais definidos mediante as
combinagbes de, duas amostras, as que se diferenciam pela espessura da camada
de estanho e trés regides, nas quais foi divida a folha-de-flandres, como foram
definidas na Secdo 1.5.1 do Capitulo I. Um esquema dos diferentes materiais é

mostrado a continuagéao:

MATERIAL AMOSTRA REGIAO
A A Inferior
B A Superior
C A Central
D B Inferior
E B Superior
F B Central
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As medicoes realizadas pelos laboratérios na Epoca 1 utilizando o método
gravimétrico sdo apresentadas na Tabela 1 do Anexo B. No seguinte Quadro sao
mostradas as correspondentes estimativas de espessura média e os quadrados
médios QM e OM[ , ver Gatti et al.(1997).

QUADRO 5.1: Espessura média, quadrados médios residuais e entre

laboratérios para os dados da Epoca 1 nos diferentes materiais.

Quadrados Médios
Material Espessura Média Residual Entre Labs.
A 1.348 0.0540 0.1057
B 1.234 0.0301 0.0529
C 1.177 0.0611 0.1337
D 2.948 0.1050 0.0464*
E 2.785 0.0684 0.1189
F 2.810 0.1056 0.0867*

(*) O quadrado médio entre laboratérios é inferior ao correspondente quadrado
médio residual, produzindo uma estimativa negativa do componente c%, segundo o
método dos momentos.

No Quadro 5.2, a seguir, sdo apresentadas as estimativas dos estimadores
dos coeficientes de repetibilidade e reprodutibilidade definidos nos Capitulos lil e 1V,

no caso especifico do Material D, Epoca 1. O mesmo foi selecionado por fornecer

uma estimativa negativa do parametro 0'%.
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Quadro 5.2: Estimadores dos coeficientes L e A para o Material D, Epoca 1.

ESTIMADORES ESTIMATIVAS DOS COEFICIENTES
A A
PME 0.9072 0.7704
PTE 0.9072 0.9072
PMLE 0.7555 0.7555
PREMLE 0.7833 0.7833

Para calcular as caracteristicas distribucionais, vicio e erro quadratico médio
para cada um dos estimadores PME, PTE, PMLE e PREMLE sdo necessarias as

probabilidades de truncamento.

No Quadro 5.3 s&o exibidas as probabilidades de truncamento dos

estimadores PTE e PREMLE dadas pela expressao (4.1) e que dependem do valor

- ; € no Quadro 5.4 é indicada a probabilidade de truncamento do estimador
nK

o]
NINN

PMLE dada por (4.7) a que depende de , sendo k=

p
(p—l)(1+m<) G
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Quadro 5.3: Probabilidade de truncamento y| dos estimadores PTE e PREMLE

paran=2e p=8.

0.01 0.10 0.50 1
of
0 0.5066 0.5066 0.5066 0.5066
0.001 0.4115 0.4962 0.5045 0.5055
0.10 0.00031 0.0823 0.3352 0.4115
2.5 5.91x10° 0.00002 0.0024 0.0145
10 468x10™" 1.42x 107 0.00003 0.0003

Quadro 5.4: Probabilidade de truncamento y, do estimador PMLE para n=2 e

p=8.
0.01 0.10 0.50 1
of
0 0.5766 0.5766 0.5766 0.5766
0.001 0.4809 0.5663 0.5745 0.5755
0.10 0.0005 0.1105 0.4010 0.4809
2.5 9.42 x10°® 0.00003 0.0037 0.0208
10 7.46x10™ 2.26x 107 0.00005 0.00048
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Os calculos para determinar as caracteristicas distribuicionais, o vicio e erro
quadratico médio foram realizados com o software Mathematica, Versdo 2.2.3, para
Windows 95, utilizando precisdo de 30 casas decimais. (Em alguns casos foi
mantido um bom numero de casas decimais para possibilitar a comparagdo de
valores muito proximos). Trabalhou-se com o valor da constante +2c=28=a,
considerando ¢ como o quantil de ordem 0.975 da distribuigdo normal, valor

sugerido pelas correspondentes Normas ASTM E-691 e ISO 5725.
Nos Quadros 5.5 até 5.8 figuram as caracteristicas dos estimadores do
parametro A de repetibilidade. As casas decimais sublinhadas exibem

eventualmente as diferengas entre os valores tabelados.

E nos Quadros 5.9 até 5.12 figuram as caracteristicas dos estimadores do

parametro A de reprodutibilidade.
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Quadro 5.5 Valores esperados dos estimadores do coeficiente de
repetibilidade A.
o2 c% A PME PTE PMLE PREMLE
0.01 0 0.28 0.2714069969199072 | 0.2714069959199072 0.26865 0.27342
0.001 0.2714069959199072 | 0.2714069960199073 0.27494 0.27820
010 0.271406996509199072 | 0.2714069969199053 0.27168 027159
25 0.27140699659198072 | 0.2714069950198366 0.27141 0.27141
10 0.2714069969199072 | 0.2714069969197365 0.27141 0.27141
0.10 0 0 8854 | 0856264280010936 | 0.858264280010933 0.84965 0.86462
0.001 0.856264280010933 | 0.858264280010053 085198 0.86650
010 0.856264280010933 | 0.858264280010932 0.89246 0.88705
25 0.858264280010033 | 0.858264280010924 0.85834 0.85832
10 0.858264280010933 0.858264280010956 0.85826 0.85827
0.50 0 19799 | 1919137272764 | 191913727276430 1.80066 183335
0.001 1910137272764360 | 1.91913727276436 1.90074 1.93421
0.10 1919137272769 | 1.9191372727643369 197279 1.98657
25 1.919137272764%60 | 1.919137272764365 192836 192563
10 1.919137272764360 | 1.919137272764354 191947 191936
1 0 28 2.714069959199072 2.714069959199072 2.68653 273717
0.001 2.714069950199072 2.714069959199071 268729 2.73478
0.10 2.714069969199072 | 2.714069959199073 2.74944 2.78195.
2.5 2.714069959199072 2.714069959192068 2.75800 2.74688
10 2.714069050199072 | 2.714069960199072 2.71683 2.715%6
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Quadro 5.6: Variancia dos estimadores do coeficiente de repetibilidade A .

o2 G% A PME PTE PMLE PREMLE
0.01 0 028 | 0004738242566731507 | 0.004736242565731494 0.00340 0.00364
0.001 0.004736242565731507 | 0.004738242565731452 0.00345 0.00402
0.10 0.004738242565731507 | 0.004738242565731903 000462 0.00486
25 0.004738242565731507 | 0.004736242566574941 0.00474 0.00474
10 0.004738242565731507 | 0.004736242565774634 000474 000474
0.10 0 0 8854 | 004736242565731488 | 0.04736242565731488 0.03400 003643
0.001 0.047368242566731488 | 0.0473824256573151 0.03434 0.03681
010 0.04738242566731488 | 0.04736242565731568 0.05791 005772
25 0.04738242565731488 | 0.04738242565732187 004767 004758
10 0.04736242565731488 | 0.047362425657129623 004730 004739
0.50 0 19799 | 02360121282866763 | 0.2360121282865745 0.17001 018215
0.001 0.2360121282865763 | 0.2369121282866745 0.17036 0.18252
010 0.2360121282865763 | 0.230012128286574 0.20491 021885
25 0.2360121282865763 | 0.2360121262665652 026342 0.25660
10 0.2369121282865763 | 0.2360121282866843 0.23524 0.23853
1 0 28 0.473624256573149 0.473624256573149 0.34001 0.36429
0.001 0.473824256573149 | 0.4738242565731526 034035 0.36467
010 0.473824256573140 | 0.4738242565731472 037483 0.40183
25 0.473624256573149 | 0.4738242565731507 057997 055002
10 0.473624256573140 |  0.473824256573149 0.49166 0.48649
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Quadro 5.7: Vicio dos estimadores do coeficiente de repetibilidade A .

o2 0% A PME PTE PMLE PREMLE

0.01 0 0.28 -0.00859300408009284 | -0.00853300408009284 -001134 -0.00658
0.001 -0.00859300408009284 | -0.00853300408009267 -0.00505 -0.00180

010 -0.00855300408009284 | -0.00858300408009467 -0.00832 -0.00841

25 ~0.00859300406009284 | -0.00856300408016330 -0.00859 -0.00859

10 -0.00859300408009284 | -0.00855300408026342 -0.00850 -0.00850

0.10 0 0 8854 | 00271734648362133 | -0.0271734648362133 -0.03588 -0.02082
0.001 0.0271734648362133 | -0.02717346483621363 -0.03350 -001894

010 -0.0271734648362133 | -0.02717346483621452 000702 000161

25 -0.0271734648362133 | -0.02717346483622185 -0.02709 002712

10 0.0271734648362133 | -0.02717346483618990 002717 002717

0.50 0 1.979Q | 00607617145579738 | -0.06076171455727308 -0.08023 -0.04655
0.001 -0.0607617146579733 | -0.06076171456797286 007915 -0.04569

010 -0.06076171456579733 | -0.060761714565797308 -0.00710 0.00667

25 -0.0607617145579733 | -0.060761714565796753 005154 005427
10 -0.0607617145579733 | -0.06076171456797841 -0.06043 -0.06054

1 0 28 -0.0850300408003263 | -0.0850300408009283 011347 -0.06683
0.001 -0.0859300408009283 | -0.08563004080092991 011270 006522

010 -0.0850300408009283 | -0.0859300408009269 -0.065066 001805

25 -0.0856300408009263 | -0.0850300408009523 -004199 -0.05312

10 -0.0856300408000283 | -0.0859300408009263 -0.008317 -0.08405

92




Uma Avaliagdo dos Estimadores

Quadro 5.8: Erro quadratico médio dos estimadores do coeficiente de

repetibilidade A.

o? o% A PME PTE PMLE | PREMLE
0.01 0 028 0.004812062264852013 | 0.004.812062284851986 000353 0.00369
0.001 0.004812082284852013 | 0.004.812082284851941 0.00377 0.00402
010 0.004812082264852013 | 0.004812082284852516 0.004%8 000453
25 0.004612082284852013 | 0.004.812082284871115 0.00481 000481
10 0.004812082284852013 | 0.004.812082284896258 0.00481 0.00481
0.10 0 08854 | 004812082264851963 | 0.0461206228485196 0.03529 0.03686
0.001 0.04812062284851963 | 0.04812062284852004 0.03547 003716
010 0.04812082284651983 | 0.04812062284852086 0.05791 006772
25 0.04612082284851963 | 0.04812082284852726 004841 004832
10 0.04812082284851963 | 0.04812082284349968 004813 0.48129
0.50 0 19790 | 02406041142426006 | 0.2406041142425991 0.17644 0.18431
0.001 0.2406041142426005 |  0.2406041142425001 0.17661 0.18461
010 0.2406041142426005 |  0.2406041142425067 0.20496 0.21689
25 0.2406041142426005 |  0.2406041142425891 0.26608 02595
10 0.2406041142426005 |  0.2406041142426006 024289 024219
1 0 28 0.4812082284851975 | 0.4812082284851963 0.35289 036863
0.001 0.4812082284851975 |  0.4812062284852019 0.35306 0.36891
010 0.4812082284851975 |  0.4812082284851962 037739 0.40216
25 0.4812082284851975 |  0.4612062284852006 058173 056184
10 0.4812062284851975 |  0.4812082284851963 0.46857 0.49356
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Quadro 5.9 Valores esperados dos estimadores do coeficiente de

reprodutibilidade A.

o2 c? A PME PTE PMLE | PREMLE
0.01 0 028 0.27536 0.27336 0.26663 0.27538
0.001 0.2937 0.28871 0.28159 027876 0.28790
0.10 0.9287 0.89932 089913 0.84433 087202
25 4.4360 428161 428162 400675 413712
10 88588 854037 854337 799754 5.25062
0.10 0 0.8854 087076 086443 084316 0.87081
0.001 0.8899 0.87508 0.86674 084709 0.87487
0.10 1.2522 1.22555 119614 116770 120690
25 4.5149 436373 4.36367 408836 422243
10 8.8985 850087 850087 803034 8.30298
0.50 0 1 9799 194707 193292 1.88537 197720
0.001 1.9819 1.84001 1.93394 188713 1.94901
0.10 2.1689 213133 206020 2052% 212028
25 4.8497 470848 470167 4.43347 257887
10 9.0730 8.77242 877219 822186 8.49150
1 0] 28 2.75367 2.73356 2.66631 2.75376
0.001 2.8014 275494 273428 266755 2.75504
0.10 2.9367 288710 281590 2.78762 2.87904
2.5 5.2383 5.10809 5.06857 482614 4.98441
10 9.2865 899322 899126 8.44332 872022
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Quadro 5.10: Varidncia dos estimadores do coeficiente de reprodutibilidade A .

o’ c? A PME PTE PMLE | PREMLE
0.01 0 0.28 0.00258 0.00368 0.00241 0.00257
0.001 0.2937 0.00289 0.00372 0.00265 000283
0.10 0.9287 QUoS02 0.05373 0.04660 0.04971
25 4.4360 1.34616 1.34616 117747 1.25507
10 8 8588 5.38666 5.38666 471291 502710
0.10 0 0.8854 002578 0.03676 0.02408 0.02568
0.001 0.8899 0.02607 0.03672 0.02431 0.02593
0.10 12522 0.06604 0.07473 005748 0.06132
25 4.5149 1.34185 1.34203 117039 1.24842
10 8.8985 5.38091 538002 470420 501781
0.50 0 1.9799 0.12892 0.18382 0.12030 0.12842
0.001 19819 0.12921 0.18377 0.12062 0.12866
0.10 2 1689 0.16143 0.19677 0.14638 0.15613
25 4.8497 136022 1.36645 1.16931 1.24726
10 9.0730 536465 5.36606 467509 498772
1 0 28 0.25783 0.36764 0.24079 0.25684
0.001 2 8014 0.25812 0.36759 0.24101 0.25708
0.10 2.9367 0.28864 037209 0.26516 0.28284
2.5 5.2383 1.30845 1.46638 1.20841 1.28898
10 9.2865 5.36205 537263 4.66042 297111
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Quadro 5.11 : Vicio dos estimadores do coeficiente de reprodutibilidade A .

o2 G% A PME PTE PMLE PREMLE

0.01 0 0.28 -0.00464 -0.00664 001337 -0.00462
0.001 0.2937 -0.004%6 -0.01208 001490 000576
0.10 0.9287 -0.02933 -002953 008432 20.06663
25 4.4360 -0.15442 -0.15442 -0.43029 -0.20891
10 8.8588 -0.30943 -0.30943 086127 -0.50898
0.10 0 0.8854 -0.01468 -0.02101 -0.04228 -0.01462
0.001 0.8899 001477 0023117 004277 001499
0.10 1 2522 -0.02665 -0.05705 -0.084501 -0.04621
25 4.5149 015113 0.15119 -0.42651 0.29243
10 8.8985 -0.30767 -0.30767 -0.85021 -0506556
0.50 0 1 9799 -0.03263 -0.04698 -0.00453 -0.08270
0.001 1.9819 -0.05287 -0.04794 -0.09475 -0.03286
0.10 2.1689 -0.03754 -0.10867 011592 -0.04850
25 4 8497 0.14126 -0.14807 -0.41627 -0.27087
10 9.0730 -0.30062 -0.30085 085118 058153
1 0 2.8 -0.04643 -0.06644 -0.13369 -0.04625
0.001 2 8014 -0.04646 006712 -0.13384 -0.04636
0.10 2 9367 -0.04956 -0.12076 -0.14904 0.05762
2.5 5.2383 013523 0.16975 0.41218 0.25391
10 9.2865 40.29533 -0.29529 084323 -0.56633
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Quadro 5.12: Erro quadratico médio dos estimadores do coeficiente de

reprodutibilidade A.

o2 0'% A PME PTE PMLE PREMLE

0.01 0 0.28 0.00260 0.00372 000259 0.00259
0.001 0.2937 0.00291 0.00387 0.00287 0.00286
010 09287 0.06448 0.065460 0.05371 0.05292
25 4.4360 1.37001 1.37001 1.36262 134532
10 8 8588 5.48241 5.48241 5.45460 538588
0.10 0 0.8854 0.02600 0.03721 002587 0.02590
0.001 0.8899 002629 0.037251 0.02613 0.02615
0.10 1 2522 0.06675 0.077%0 0.06462 0.06345
25 4 5149 1.36460 1.36487 136231 1.33394
10 8 8985 5.47557 5.47568 5.44244 537250
0.50 0 1.9799 0.13000 0.18603 0.12933 0.12949
0.001 1.9819 0.13029 0.18606 0.12960 012974
0.10 2 1689 0.16284 0.20858 0.15081 0.15849
25 4.8497 137017 1.38837 134250 1.32063
10 9.0730 5.45502 5.45657 5.40049 5.32500
1 0 2.8 0.26099 0.37206 0.25866 0.25898
0.001 2.8014 0.26028 0.37209 0.25693 0.25923
0.10 29367 029110 0.38667 028738 028616
2.5 5.2383 141674 149620 1.37831 136344
10 92865 5.44810 5.46003 537146 520184
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5.2 Desempenho dos Estimadores dos Coeficientes de A e A.

Como exibido no Quadro 5.5 pode-se observar que, em geral, os valores
esperados dos estimadores PTE, PME e PREMLE se aproximam do valor alvo do

parametro A . Entretanto, os valores esperados do estimador PMLE ficam um pouco
2

mais afastados do parametro a estimar, para algums valores dos parametros ¢~ e
c% . Dos quatro estimadores 0 PREMLE parece ter um melhor comportamento. Os
valores esperados dos quatro estimadores considerados s&o muitos proximos
guando o valor de 0% aumenta. E de destacar que os estimadores PME e PTE

diferem, somente a partir da décima primeira casa decimal, para os valores mais

baixos do parametro 0%.

As variancias mostradas no Quadro 56 s3o semelhantes, para os
estimadores PME e PTE, o mesmo acontece com as variancias dos estimadores

PMLE e PREMLE, sendo estas de menor magnitude para valores baixos do

parametro c% .

Os vicios exibidos no Quadro 5.7, mostram que eles subestimam o valor
populacional, sendo menor em todos 0s casos o vicio do estimador PREMLE. Este
comportamento também se reflete nos valores do erro quadratico médio contidos

no Quadro 5.8 e pode-se notar que, para quando 62=010 e 0'% =010, o vicio

resulta positivo para os estimadores PMLE e PREMLE.

O comportamento das estimativas dos valores esperados do parametro A,
mostra que os estimadores PME e PTE tem valores esperados, em geral, mais
proximos do valor do parametro A, ver Quadro 5.9. No entanto, o estimador PMLE

apresenta valores esperados menores que os outros trés estimadores.
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Os valores de variancia de estimador PMLE de A s&o menores que os dos
outros estimadores, segundo o Quadro 5.10; o vicio de todos os estimadores

considerados é negativo, sendo maior o vicio de estimador PMLE.

O erro quadratico médio possui um comportamento semelhante para todos os

estimadores, no entanto ele aumenta quando o valor do parametro c% aumenta.

Em resumo, podemos afirmar que, para esses dados, os estimadores

comportam-se de forma analoga com uma ligeira vantagem do estimador PREMLE.

5.3 Observac¢des Finais

Muitas sdo as pesquisas dedicadas a estudar a variabilidade entre e dentro
dos laboratérios avaliada por os coeficientes de repetibilidade e reprodutibilidade.
Neste trabalho os coeficientes sdo considerados como parametros, diferente ao
tratamento usual, definindo diferentes estimadores, determinando suas distribui¢ées
e caracteristicas distribucionais. Esses resuitados tém como base um modelo linear

balanceado associado a uma classificagdo simples.

No contexto desta dissertagdo dirigimos nossos esforcos na estimacéo
pontual o qual fornece um ponto inicial para a inferéncia estatistica. O passo
seguinte pode ser a determinag&o de intervalos de confianga para os parametros A
e A. Recentemente Burdick & Larsen (1997) apresentaram intervalos de confianga
para as medidas de variabilidade dos coeficientes r e R, em um estudo de

repetibilidade e reprodutibilidade.

Desde que, em nosso trabalho, consideramos um modelo com uma
classificagdo simples, poderia ser de interesse realizar um estudo sistematico
baseado em modelos mais complexos considerando outros fatores, assim como a

interacao entre eles.
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ANEXO A: FuncoOes Especiais

Para obter os momentos dos estimadores dos Capitulos il e IV é necessario
utilizar como auxilio a fungéo especial de Whittaker e algumas relagGes entre a
mesma e fung¢des hipergeometricas. A seguir sdo apresentados resultados basicos

relevantes.

Muitas fungbes da Analise podem ser expressas em termos da fungéo
hipergeométrica, introduzida por Gauss em 1812 e denotada por 5 Fj(a,b;c;z),

definida mediante a série de poténcias

ab  ala+1)bb+1) o ala+)a+2)bb+1)(6+2) 3
Flab; c; 2)=1+22
2Fila b ¢ )=1+ 72+ =0 cer1) 123.cc+)c+2) - T

(A1)

que converge absolutamente para |z| <1 ficando indefinida quando ¢ é um inteiro

negativo. A fungéo 5/ pode ser estendida analiticamente para valores complexos

utilizando diversas representag¢des integrais, ver por exemplo §2.5 de Magnus et al.
(1966).

A fung&o ,F; € uma solucdo da equagédo diferencial linear homogénea

d2w
d22

z(1-z)

+[c—(a+b+1)z]%-—abw=0 (A2)

que possui pontos singulares z, =0, 1 e « ( isto é: a equagdo pode ser escrita na

forma
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2 dw
(z—zo)zfid_;’_+(z—zo)p(z) —Jz—+q(z)w:0 (A3)

com p(z) e ¢(z) fungdes analiticas em z,;, para z,=c €é necessdrio inverter

primeiro a variavel z utilizando z——1/z para obter depois uma equacéo

semelhante a (A3) para a fungédo transformada).

Muitas fungbes conhecidas sdo casos particulares da fungéo

hipergeométrica. Assim por exemplo s&o validas as relagbes

° zﬁ(l, 1;2 ;—z) :(1+z)a

b

erFa,b;a;1-2z)=z"7, para a e b reais

ez9F(1/2,1/2;3/2; z)=log(l+z)

1+
2 2F1(1/2, 1;3/2; zz)-—-log( z)

1-2z

022F1(1/2 ,1/2;3/2 ,'zz)zarcsenz.

A fungdo de Kummer ou fungdo hipergeométrica confluente € denotada por

1F e definida como limite da fung&o , Fi(a,b;¢; z), quando z é substitida por z /b

e b—— o em (A1) e (A2). Nesse caso (A2) converte-se na equagéao diferencial

d2w
d22

z +(b-2) %-—aw:o

e (A1) na fungdo de Kummer
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2 3
v ..a ala+)z a(a+1)(a+2)z_
1F1(a; b; Z)—“b”b(bH) 2_l+3_/b(b+l)(b+2) TR

que € convergente para todo z complexo, ficando indefinida quando a ou b séo

inteiros negativos, veja §6.1.1 de Magnus al el (1966).

A funcéao hipergeométrica confluente também possui diversas representacoes
integrais e da origem a fungdes conhecidas, como as indicadas a seguir, veja por

exemplo §6.7.2 de Magnus at el (1966).

01F1(a s a; z)=ez

zZ
o 1Fla;a+1; —-2)=a™@ It“’le"tdz (fungdo gama incompleta)

12 _p2
01F1(1/2 ;3/2; -22):—2— Ie" dt
0
Em particular a fungéo hipergeométrica confluente permite definir a fungéo

Mu,y(z)ze_Z/zz(”H/z) pF(p+1/2-y; 1+2y; z)

e com ela a funcéo de Whittaker

Wiy (2 :—5(-213)——M_u,y(z) R 21“) My (2)
T L s

de parametros 1 e vy.
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A fungdo W, ,(z) tem um ponto de ramificagdo para z=0 e uma

singularidade essencial no infinito; por esse motivo sera definida somente para z

complexo com |Argz| <m e em particular para z real positivo.
As demonstragdes dos resultados enunciados podem ser encontradas no

§7.1.1 de Magnus at el (1966), onde também & apresentada a equagao diferencial

de Whittaker, que tém as fungdes M., ,(z) e Wy ,(z) como solucdes.
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ANEXO B: Dados do Ensaio Interlaboratorial

Na seguinte tabela séo apresentadas as medi¢des correspondentes a Epoca
1 para os 6 Materiais analisados no ensaio interlaboratorial realizado pelo CETEA -

ITAL,Campinas. Detalhes do ensaio figuram em Gatti et al. (1997).

TABELA 1: Espessura de estanho em folha-de-flandres em g/ m?
MATERIAL
LAB. A B C D E F
1 1.01 1.24 1.82 2.88 3.20 3.06
1.74 1.43 1.36 3.04 267 2.95
2 1.28 0.89 1.32 3.02 3.06 2.91
1.24 1.47 1.01 2.95 3.02 2.98
3 1.20 1.01 0.85 2,67 2.95 2.98
0.96 1.05 0.93 3.00 2.83 2.71
4 1.23 1.23 1.12 3.24 3.02 2.80
1.56 1.34 0.90 2.91 291 3.02
5 1.55 1.55 1.55 2.71 2.71 2.71
1.55 1.55 1.55 2.71 2.32 2.32
6 1.00 1.40 1.00 3.00 2.80 2.60
1.10 1.10 1.00 2.80 2.80 2.80
7 1.32 1.05 1.01 3.14 2.71 3.10
1.34 1.12 1.09 3.29 2.91 2.98
8 1.94 1.16 1.55 2.32 1.94 1.94
1.55 1.16 0.77 3.49 2.71 3.10
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