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2 MAESTRÍA EN MATEMÁTICA APLICADA 

ALGORITMO 
PARA LA DETERMINACION DEL ERROR 

EN 1A-APR.OXIMACION. 

POR 

FABIÁN EDUARDO LEVIS 

-1998-

Resúmen 

Sean q5 : [O, oo) —) [O, oo) una función convexa con 0(x) > O si x > O, 0(0) = 
O y (9, A, p) un espacio de medida donde 12 = N o un subconjunto finito 
de N, A es el conjunto de partes de I? y ti, es cualquier medida finita. Con-
sideremos el conjunto W( f) de elementos que minimizan f n «1! — gDdp 

con f en el espacio de Orlicz L, = Lo(Q, A, p) y y en el conjunto de fun-
ciones en Lo no decrecientes. En este trabajo se obtiene un mejor 0-apro-
ximante como límite de una sucesión y se da un algoritmo computacional 
para estimar el error en 0-aproximación de funciones pertenecientes al sub-
espacio de Lo, 1,71° , por funciones de L10, que son no decrecientes. 

Abstract 

Let ç5 : [O, co) —› [O, oo) be a convex function, «x) > O if x > O, 0(0) = 
O and let (9, A, it) be a measure space where 12 = N or a finite subset of N, 

= 211 and p is any finite measure. We consider the set W:z5 ( f ) of elements 

that minimize f r2 f — gi)dp with f in Orlicz space Lo = L(11, A, p) and 
g in the class of nondecreasing functions of L. In this work we obtain 
best 0-approximant as limit of one sequence and we give a computational al-
gorithm to estimate the error in 0-approximation of functions in the subspace Llo, by functions of which are nondecreasing. 



••
••

••
••

••
••

••
••

••
••

••
••

••
••

••
••

••
••

••
••

••
••

••
••

• 

FABIAN EDUARDO LEVIS 3 

INDICE GENERAL 

Indice general. 3 

Introducción. 4 

Capítulo 1. Preliminares Matemáticos. 7 

1.1 Introducción y Notación. 7 

1.2 Existencia de Mejores Lo - Aproximantes. 8 

1.3 El conjunto de Mejores Aproximantes. 11 

1.4 Caracterización de Mejores Lir - Aproximantes en el caso discreto. 17 

Capítulo 2. El resultado Principal. 33 

2.1 Un mejor 0-aproximante como límite de mejores 0-aproximantes en 
dimensión finita. 33 

2.2 Convergencia de los errores en dimensión finita. 39 

2.3 Estimación del Error en dimensión finita. 41 

2.4 Estimación del Error en dimensión infinita. 43 

2.5 Condiciones suficientes para la existencia de mayorantes monótonas 
en L. 45 (k 

Capítulo 3. El Algoritmo de Bisección. 48 

3.1 El Algoritmo de Bisección. 48 

3.2 Ejemplos de Aplicación. 51 

Comentarios. 55 

Símbolos. 58 

Agradecimientos. 60 

Bibliografía. 61 



4 MAESTRÍA EN MATEMÁTICA APLICADA 

e IXTRODUCCION 

Sean (9, A, p.) un espacio de medida, 0 : [0, oo) —) [O, oo) una función 
medible y 

= L001 = {f, A —medible : f 0(otif pdp. < oo para algún a> . 

Para funciones convexas 0 : [0, oo) —) [O, ce) con 0(0) = O el espacio Lo es 
conocido como el espacio de Orlicz, el cual se reduce para Ø(x) p 1 a 
los espacios clásicos L. 
Sea C un retículo tal que C c Lo(9,A,µ), C no vacío y 0-cerrado. En 1980, 
D. LANDERS y L. ROGGE (Ref.[4]) probaron que para cada f E Lo, existe 
una función g E C tal que 

E = f 0(1f — g )dp = inf 0(if — 
h E C 

(1) 

Además demostraron que el conjunto M(f) de mejores 0 -aproximantes a f 
desde C que satisfacen (1), tiene un mínimo f* y un máximo f°, si jz es una 
medida o-- finita. 

Sea Lr(9,A, p.) = {f, A — medible : f 0(celfpdµ < De para todo a > 0}. 

Nuestro propósito es dar un algoritmo computacional para estimar el error E 
en 0-aproximación de funciones pertenecientes a Lr, por elementos de Lir no 
decrecientes, en el caso de 9 = N o un subconjunto finito de N, A el conjunto 
de partes de I/ y p, cualquier medida finita. 

El algoritmo está basado en la contrucción de f* realizada por M. 
MARANO y J.M QUESADA (Ref.[6]) en "Monoton.e Lo-approximation", 
durante 1997. La idea original surge de la descripción de los elementos f* 
y f° rea izada por R. HOUTARI (Ref.121) en 1986 para el espacio L1[0,1]. 
Existen otros antecedentes del trabajo. En 1972, R.E. BA_RLOW (Ref.[1]) 
hizo una construcción para el caso /2. Autores como J.J. SWETITS y S.E. 
WEINSTEIN (Ref.r8j) han realizado una construcción para el espacio 1 , 1 < 
p < ce, en 1989. 
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Observamos en este trabajo que el resultado principal establecido en 
(Ref.[6]), no sale con las definiciones auxiliares dadas allí y se lo ha corregido 
modificando una de estas definiciones. 

Por otra parte, probamos que si (Q, A, 1.i) es un espacio de medida finita 
sobre Q = N, W es el retículo de todas de sucesiones en Lo, no decre-
cientes y f E Lo satisface Eri ocifk, - gici)ak < oo para alguna g E W 
entonces el error E* en 0-aproximación, viene dado por 

00 

E* = 
E 

0(1 fk 

1 /W (1k 

k=1 

donde ryk = liran, co ficl y fn es el mínimo del conjunto M( f) de mejores 
n>k 

0-aproximantes a -Y = (fk) 1 desde el conjunto Mn, de vectores monótonos 
en W. Además 

E* = BILL En. 
71-.00 

donde 

En = 
«Ifk 

n ic Dak = 

inf E 
(1)( 

fic 

hk )ak • 
hE/14, 

k=1 k=1 

Sea M el conjunto de sucesiones en Lr no decrecientes y f E /ir. En-
tonces el error en 0-aproximación viene dado por 

00 

E = o(ifk - Dak 
k=1 

donde f* es el mínimo del conjunto n de mejores 0-aproxi.mantes a f 
desde M. Puesto que la construcción de f* requeriría procesos infinitos la 
estimación del error se orientará hacia la aproximación en subconjuntos finitos 
de N, vinculando ambos procesos de aproximación. En este sentido probamos 
que si 

f E {h E Lr : h < g para alguna g E M} y no E N satisface 

00 

E 

0

(1 

fk 

- 

ak 

< 

k=n0+1 

(2) 
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6 MAESTRÍA EN MATEMÁTICA APLICADA 

entonces 1E — Eno l <E. 

Además damos condiciones suficientes que garanticen la existencia de una 
sucesión g E M, mayorando una sucesión f E LZI° dada. 

Finalmente mostramos algunos ejemplos de aplicación donde estimamos 
aproximadamente el error E en 5-aproximación. 
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CAPITULO 1 

PRELIMINARES MATEMATICOS 

1.1 Introducción y Notación. 
1.2 Existencia de Mejores Lo - Aproximantes. 
1.3 El conjunto de Mejores Aproximantes. 
1.4 Caracterización de Mejores Le: - Aproximantes en el caso discreto. 

7 

Este capítulo repasa algunos conceptos importantes desarrollados en [4] y [6] 
que serán necesarios más adelante y que son establecidos aquí con el propósito 
de hacer este trabajo lo más autocontenido posible. El lector hará bien en 
pasar por alto aquel material con el que se encuentre familiarizado. 

1.1 INTRODUCCIÓN Y NOTACIÓN. 

Sea (12, A, un espacio de medida y notamos por 14) = 1/17(12, A, p,) el sistema 
de todas las clases equivalentes de funciones reales A-medibles. 
Un conjunto C c W es llamado un retículo si cada vez que f E Cy 
g E C tenemos 

fAg= min{f, g}EC y fVg= max{ f,g}EC. 

Un retículo C c IN es llamado a-completo si para toda sucesión (fk ) 
tenemos 

kE N C C, 

00 

fk = min{fk}EC y \/ fk = max{fk } C. 
keN keN 

Para cada función medible : [O, oo) [O, definimos 

para algún a > O} 

(11, A„ u) = { f E Lo : 0(al f Ddp, < oo para todo a > O} 
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8 MAESTRÍA EN MATEMÁTICA APLICADA 

Para funciones convexas 4) : [0, oo) —) [0, oo) con 4)(0) = O, el espacio Lo es 
conocido como espacio de Orlicz, el cual se reduce para 4)(x) = 9, p > 1 a 
los espacios clásicos L. 
Un conjunto C c L,„ es llamado 4)-cerrado si 

fn E C9 fn f E Lo 6 f,.j.fEL 4, entonces f E C. 

Sean ahora C c Lo y f E Lo y consideremos el problema de encontrar una 
función g E C tal que 

I (/)(If — gl)dµ inf f I f — 1.11)dp (1.1) 
hec 

Denotemos por .11(f ) al conjunto de todas las g E C que satisfacen (1.1). 
Cada elemento en Mo(f) es llamado un mejor 4)-aproximante a f, desde C. 

1.2 EXISTENCIA DE MEJORES L4, APROXIMANTES. 

1.2.1 DEFINICIÓN. Sea (9,11, p) un espacio de medida. Una función continua 
: [0, oo) —+ [0, ce) con 0(0) = O y lim 0(x) = oo es llamada una p-

función si para toda f, g E VI, con 0<f Cg yr 4(g)dp < oo se satisface 

f 0(f)dil <cc. 

OBSERVACIÓN. Sea : [0, oo) [O, ce) una función convexa con 4)(0) = O y 
no nula. Entonces 4) es una p, función para cada espacio de medida (9, A, p.). 

OBSERVACIÓN. Sean (9, A, p) un espacio de medida y una /t.-función. En-
tonces Lo y Lr, son ambos, espacios lineales y retículos. 

A continuación establecemos un resultado de existencia de mejores Lo - 
aproxirnantes. 

1.2.2 TEOREMA. Sean (9,.A, p) un espacio de medida y una ji-función. 
Entonces para cada retículo C C L, C no vacío y 0-cerrado y para cada 
f E L4, tenemos que el conjunto M(f) de mejores 0-aprarimantes a f desde 
C, es no vacío. 

DEMOSTRACIÓN. Sea 

E= inf I 4)(If hpdp 
hEC 
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FABLÁN EDUARDO LEVIS 9 

Si E = cc, el resultado es trivial pues M(f) = C, no vacío. 

Supongamos que E < D o . Elegimos (h) EN C C tal que 

n E N. (1.2) 

Sea g limneNhn(= V n00-1 n hk). Probemos que g E M4,(f). Ponemos 
para k, n E N con k < n 

oo 
g k = A hi y gk = A hi

j=k j=k 

Como gk,n+1 = gk,n A hn±i tenemos 

(/)(if gic,n+11)+45(1.f gk,ny hn+1,1) = (I g k ,nl) f hn-I-11) (1.3) 

Como gk,n y hn+1 E C pues gk,n3 hrj+i E C, la relación (1.2) implica para 
k < n 

1 
/0(if — hn_f_i i)dp <E + 1 2n+1 5_ f 0(if — gk,ny hn+11)(41 (1.4) 

2n+ 1
ít 

De aquí por integración de (1.3) y de (1.4) tenemos pasa todo n > k 

f 0(1 — gk,n+1 DCIP = f e)(if — gkriDdit+ f 0(if — hn±i 

— f 45(If — 9k,n V hn_Fil)dp, 

1 
f 0(if 2n+1

Puesto que gk,k = hk esto implica que para todo n > k 

71-1-1 
(1)(If — gk,n+11)dil f 0(If — hk i)dil+ E 

1 

• 
• f f — hk i)dp + (1.5) 
• 12 

• 

• 

• 

• 

• 
• 
• 
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• Como 9k,n+1 1 9k Para n —› oo y Ø es continua, obtenemos de (1.2) y (1.5) por 
el lema de Fatou 

I0(if gk i)d,u 5_1im I Oef gk,n+i Ddl-L 

1 
5_ hm( j 0(1 f — hk pdp. + ) < ce (1.6) 

Por lo tanto de (1.6) obtenemos que gk es real y que f gk E L. Pero 
f E Loy Lo es lineal, en consecuencia gk E L. Ahora, puesto que 

ECyC es ç5-cerrado, obtenemos 

gk E C para todo k E N. (1.7) 

Como gk g para k --> oo y q5 es continua, usando nuevamente Fatou 
obtenemos de (1.6) 

I (1)(if — gi)dµ lim f 0(if — itk i)dp E (1.8) 

De aquí f g E Lo y por ende g E L. Además por (1.7), g E C porque C 
es 0-cerrado. Consecuentemente (1.8) implica que g E M4, (f) y así M(f) es 
no vacío. 

El 

En lo siguiente consideremos el problema de unicidad de mejores 0-a,proxi-
mantes a f desde C. Llamemos 

Do(C) ,  {f. € Lo: f 0(1f —gpdpt cc para. algthi g C}. 

Si f Do(C) entonces M(f) = C. Por ende si C es no unitario, el 
problema de unicidad se reduce a considerar f E Do (C). 

1.2.3 COROLARIO. Sean (9, A, p) un espacio de medida y 5 una función 
estrictamente convexa con 0(0) = O. Entonces para cada retículo C 
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Lo, C no vacío, convexo y 0-cerrado y para cada f E Do(C) tenemos un 
Único mejor 0-aproximante a f desde C. 

DEmosTRAcióN. Por el teorema 1.2.2 y una observación anterior, 

1Y4(f) es no vacío. 

Asumimos que existen h,g E /110(f), no iguales. Puesto que f E Do(C) y 
es estríctamente convexa tenemos 

1 1 1 
0(if — —2 (g h)1)4 < /ø(f — gi)dtt ± —

2 
I 0(1 f hDdit. 

sz 

Esto es una contradicción pues 1-(g h) E C. 

E 

1.3 EL CONJUNTO DE MEJORES APROXIMANTES. 
En esta sección estudiamos el conjunto M(f) de mejores 0-aproximantes a f 
desde C. 

1.3.1 TEOREMA. Sean (51, Á, ti) un espacio de medida y çt una p-función. 
Sea C un retículo C C Lo, C no vacío, 0-cerrado y f E D,b(C). Entonces 
M, (f) es un retículo no vacío y a-completo. 

DEMOSTRACIÓN Sea f E Do(C). Conforme al teorema 1.2.2 tenemos que 
M0(f) es no vacío. Probemos primero que M(f) es un retículo. Sean 
g, h Mo(f), entonces g A h, gVizEC y 

I. f — gDd It+ f 0(1f — hpdp = I (t)(1 f — gV hi)dp,± f 0(1 f — g A hpdp (1.9) 

Como f E Do(C) entonces 

gAh,gyhE11/1-0(f) y M(f) es un retículo. 

Sean ahora gn e M(1. (f)  nENy probemos sólo que 

00 

V gk E 114.0(f). 
k=1 
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• 

• (El caso Ar1 gk E /110(f) es similar). Definimos 
• 
• G = V gk y Gn = V gk
• k=1 k=1 

• Como M(f) es un retículo, Gn E Mo (f ) para todo n E N. Además como 
• Gn, T G por el teorema de Fatou obtenemos 

•• f 0(if 5_ lim f 0(1 f — Gn i)dp (1.10) 

• 
• 

Pero para todo n E N 

•• 0(if Gn+11)1111 1 » — gn+ipdp 

• 
• I 95(If — Gri.+11)(41 + I (/)(If Gn A 971+1 Ddil. 
• s/ 
• 

• = f 0(if I — 
• S-1 
• Por ende, para todo n E N 
• 
• • f (1)(if Gn-H 1)4 f 0(If — Gni)dp. 
• 2 S? 

• De aquí, para todo n E N 
• 
• f 0(1.f — Gni)dp 5_ f 0(1 — Ddtc. 

• 
• Como consecuencia de (1.10) 

• f 0(if Gi)(11/, < f 45(if — 91 )dtt• (1.11) 
• 

• 
• Entonces f —G E Lo y G E L. Pero como C es un retículo 0-cerrado, G E C 

• y de (1.11) tenemos 

• 
• gk MO(f)- 

oo fl

00 

k=1 
• 

• 
• Los siguientes dos resultados son auxiliares para establecer consideraciones 

• adicionales sobre el conjunto Mo(f), que se verán en el Teorema 1.3.4. 

I • 
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• 
• ▪ 1.3.2 LEMA. Sean (9,A, /A) un espacio de medida finita y H una familia 

• formada por elementos de Á. Entonces existe una sucesión de conjuntos 

e {Bn}nEN C 11 tal que para todo B E 

• 00 
• I I 
CP 

IJ(B_UBk = O.
A.= 1 

DEMOSTRACIÓN. Puesto que 1.1(B) < p,(9) < oo para todo B E II, entonces 
• existe 
e = sup {,u(B)}. 

Eri 
• Sea entonces B1 E H tal que 
• 
• al 

• 7 5- II(B1)
• 
e Como para todo B E II, — B1) <t(í) < oo, existe 
• 
• a2 sup{,103 — B1)}. 
• 

• Definimos B2 E H tal que 
• 
e a2 
• 7 P(B2) < a2" 
1110 En general podemos definir una sucesión de conjuntos {Bn}nGN C II tal que, 
• 
• n-1 
• 

an
2 _<_ 1/(Bn — U Bk) < an) 

e k=1 

e 

• donde 
n-1 

e an = sup {/t93 — U Bk». 
e Bell k=1 

e Observamos que a, —› O cuando n. ---> oo pues 
• 

• oa 00 n-1 cc 

e 
[o' u U (Bn - U Bk)) = fL( U Bk) < cc

el ic.-, 1 2 — n=2 k=1 k=1 

e 

• 
e 
e 
e 
e 
e 
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Por lo tanto si existe C E II tal que 

00 

k=1 

tenemos para todo n E N, 

fl

E < 1/(C — Bk) an±i• 

Esto es una contradicción. De aquí, para todo B E II, 

00 

— Bk) =-7 O. 
k=1 

1.3.3 TEOREMA. Sean (5-1, A, p) un espacio de medida y D C VV(9, A, 12). 
Si p es cr-finita entonces existe una sucesión („fn)nEN C D tal que 

fn  g  fn. para todo g E D. 
nEN nEN 

DEMOSTRACIÓN1. Supongamos primero el caso que p, es una medida finita. 
Definimos para cada q e Q las familias de conjuntos 

= {X (g, q) : g E D} 

Y 
gq = {Y (g, q) : g E D} 

donde X (g,q) = {x E : g(x) q} e Y (g,q) = {x E I? : g(x) q}. 
Entonces por el lema 1.3.2, para cada q E Q existen sucesiones de funciones 

(gn,q)n.EN C D 

La idea general de esta demostración fue sugerida por el Doctor Fernando Mazzone. 
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Y 

tales que para toda g E D 

(hn,q )n,EN C D 

00 

µ(X(g,q) —  = O 
k=1 

tt(Y (g, q) 
00 

Y(hk,q9q)) = O. 
k=1 

Veamos primero que para toda g E D, 

g fin,q en casi todo punto. 
(n,q)ENxQ 

B = {x E : g(x) > gn,q(x)
(n,q)EN xQ 

Como para cada x e B existe qx E Q tal que 

gritg(S) < qx g(X), 

(77,q)ENxQ 

entonces si R = {q, : x E B} tenemos 

00 

B C U(X(g,q) — X(gk,q,q))-
qER ;c.]. 

Por lo tanto de (1.12) se tiene que 

00 

p(B) 5 E p,(X (g, — X(gk,q, q)) = O.
qER k=1 

En consecuencia, para toda g E D, 

g V gn,q en casi todo punto. 
(n,q)ENxQ 

(1.12) 
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Probemos ahora que, para toda g E D 

hn,q < fi en casi todo punto. 
(n,q)ENxQ 

Definimos 
V = {x E 12 : g (x) < A h n,q (X) 

(n,q)ENxQ 

Como para cada x E V existe p QI  tal que 

g(x) 5- Px < A hn,q(x), 
(n,q)ENxQ 

entonces si /V {p, : x E V} tenemos 

00 

V C U (17(g, q) — 17(hic,q,q)). 
qER' k=1 

Por lo tanto de (1.12) se tiene que 

00 

11(V) 5_ E (g, q) - u Y (hk,q, q)) = O 
qER k=1 

y en consecuencia, para toda g E D, 

hn,q < g en casi todo punto. 
(n,q)ENxQ 

El caso general de µ, una medida cr-finita es trivial. En efecto, como 

00 
con íkflíj=ø para lel j distintos y t(9k) 

k=1 

si para cada k E N definimos 

: g E DI , 
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por lo visto arriba existen sucesiones de funciones 

(h„,q,k)(n,q)€NxQ C Die Y (gn,q,k)(n,q)ENxQ C Dk

tales que para todo g E Die, 

hn,q,k g gn,q,k 
(n,q)ENx(1 (n,q)eNxQ 

Por consiguiente para toda g E D, 

- hn,q,k < g < \s/ 

en casi todo punto de Ok• 

(ra,q,k)ENxQxN (n,q,k)GNIxQxN 

gn,q,k en casi todo punto 

donde (hn,q,k)(n,q,k)eNxQxN C D, (én,q,k)(n,q meNxQxN 
hn,q ,k Y In,q,ki nk gn,q,k• 

C D, hniqvkIn k

De aquí, el resultado es trivial considerando f = (fn,q,k )(n,q,k)GN>cQxN tal 
que 

si n es par 

h si n es impar 

1.3.4 TEOREMA. Sean (5-2, A, fz) un iespacio de medida y (,•1) una iz-función. 
Sea C un retículo C c Lo, C no vacío, 0-cerrado y f E Do(C). Si Az es o--
finita entonces M(f) admite un nn`nimo y un máximo, es decir existen ele-
mentos f*, r E M(f) tal que 

f* < g < f° para todo g E Mo(f). 

DEMOSTRACIÓN. Sigue de los teoremas 1.3.1 y 1.3.3 considerando D = 

MO(f)-

1.4 CARACTERIZACIÓN DE MEJORES Lr - APROXIMANTES EN EL CASO 
DISCRETO, 

En esta sección damos la construcción hecha por Marano y Quesada (Ref.[6]), 
del mimitno del conjunto Llio -aproxiniante, no decreciente, en el caso discreto, 
donde //5 es una función convexa positiva, la cual generaliza a la realizada por 
Houtari para L 1[0 , 1] (Ref.[2]). 
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• 1.4.1 INTRODUCCIÓN. Sea (s-1, p) un espacio de medida finita donde 12 = 
N y A es el conjunto de partes de 11. Supongamos que 

para todo n E N, tt({n}) = an donde ai, a2 > O. 

Claramente E k00=1 ak < oo. Adoptamos la siguiente convención 

Siam = O para algún m E N, a k = O para todo k m. 

Definimos = {k EN: ak > 0} y sea : [0, oo) ---> [0, oo) una función con-
vexa con 0(0) =-Oyó(x)>Osix> O. Entonces el espacio lineal L,r(9, A, p) 
viene dado por 

fi' E : 0(.X1fkDak < oo para todo k > 0}. 
kENi 

Notamos = W103(5-4.4, II) donde a = )nEN. Se puede ver en [3] que 

tiene una derivada a derecha 0+ y una derivada a izquierda irk_ no decre-
cientes en todo punto tales que 

x. 
(x) 5 01+ (x) si x> 0 y (/)(x) f riL(t)dt 441 (t)dt. 

o o 

De lo anterior se desprende que 

x0+ (x) (/)(2s) y hm E(.T.1 > 
X 

y por ende L1 c donde 

{(fn)n.N : E ifk lak <o0}. 

Además para todo n E N1 

Ign10'—(1fn1) Ign10'+(lfnl) 5. (Wird +1f,1)01+(lgnI + fnl) 5 0(2(19n1 + lfnD), 
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entonces para toda f, g E L1, 

1910'±(1f1) E - 

Sea Al el retículo de todas las sucesiones en L1, no decrecientes. Entonces 
para f E L1, el conjunto n(f) de mejores 0-aproximantes a f desde M es 
no vacío por el teorema 1.2.2. Además como µ es u-finita, por el teorema 
1.3.1 existe un mínimo f * E M(f). 

Presentamos a continuación una construcción de f * E M( f). 

1.4.2 DEFINICIÓN. Para g, h E M definimos la función convexa : [0,1] 
[O, oo) de variable real A por 

111(g, h, A) = E ciek —(1—A)gk—AhkDak E 0(1.4 - gki- A(gk - hk)Dak 
kElsTi 

OBSERVACIÓN. Para todo A E (0,11 y para todo k E N1 tenemos 

yt (0(1fk — 9k + A(gk — hk)I) — (1)(1fk — gkl)) 

1 
(Á igk — 41(4( fk — 9k1 V ifk — gk+ A(9k — hk)i)) 

(gk — hki + lfk - gki),1;+( fíe + igk hki) 
0(2( fk — gki gk - hk ))• 

Como además 2(If gl Ig — hl) E L1 entonces por el Teorema de la Con-

vergencia Dominada de Lebesgue existe W( g, h, O) y 

111±' (g, h,O) E (hk 

keN1

- (hk 

kENi 

+ E (gk 

- kEN1 

9k)X{Ilk<hk}&Ufk 

hk)X(gk >hk 0-1-

hk)X{91>hk}0-(Ifk 

gk)xI4Jk<hk}(1)/±(1fk gki)X{f k - gt  } nk

- gkDX{fk>gk yak 

- gicl)X{f), gk}ok 

—
gki)Xtfk<sojak 
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. 1.4.3 TEOREMA. (CARACTERIZACIÓN DE MEJORES LI-APROXIMANTES). 

(i) Sea g E Al. Entonces g E M: (f) si y sólo si (g, h, O) O para 
todo II e M. 

(ii) Si gEM y hEM:(f) entonces g E M (f) si y sólo si 

DEMOSTRACIÓN. (i). Sea gEM y supongamos que g E M( f). Entonces 

‘11(g, h, O) < (g, h, A) para todo hEMy para todo A E [0,1]. 

Por lo tanto 

(g, h, A) — 41(g, h, O) 
> O para todo hE My para todo A E (0,11. 

A 

Conclusión 
‘11±(g, h, O) > O pasa todo h E M. 

Recíprocamente, de la convexidad de 41, tenemos que para todo h eM, 

(g, h, O) < 
(g, h, /1) — (g, h, O) 

± 
A 

Por consiguiente 

para todo A E (0,11. 

W(g, h, O) < 41(g, h, A) para todo h E M, 

pues 4/±(g, h, O) > O. 

Ahora para probar (ii) observamos por la convexidad de 111 que 

(g, h,0) < ‘11(g, h,1)—W(g, h, O) = 
E 

0 

( 

fk - 

hk 

- 

E 

Ofk -

gkDak-

keN 1  keiVi 

Luego si g E n(f), como h E n(f), se satisface 

E 

4)(ifle 

hk 

Dak 

E 

0(1 

fk 

gkückk 
k€ATi 
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y entonces 1111+(g, h, O) <O. Por lo tanto de (i) ‘111+(g, Fi, O) = O. 
Recíprocamente si (g, h, O) = O entonces 

E 0(ifk — hki)a.— E 0(1 fk gk I )ak O 
kENi kEIVI

Pero h E n(f), entonces 

E o(ifk — hk1)49k = E 0(ifk —gici)Ctk• 
kEN1 kElsri 

En consecuencia g E M( f). 

E 

1.4.4 DEFINICIÓN. Decimos que L és un Ni-intervalo si es un conjunto no 
vacío de la forma 1 n Ni, donde I es un intervalo. 

1.4.5 DEFINICIÓN. Una sucesión g E M se dice no constante a derecha (no 
constante a izquierda) en L si y sólo si existe 5> 0 (5 < O) tal que la sucesión 
h definida por h = g + en L y h g en Ni - L está en M. 

1.4.6 DEFINICIÓN. Sean gEM y L un Ni-intervalo entonces definimos las 
siguientes expresiones, 

(L, g.) =EW±(ifk — ghl)X{fk<gk} gkI)X{fk >gk }I k 

lee L 

F-(L,g) = E[0 7-(Ifk - gki)X{fk <gk} 4;+(l.fk - gki)X{fk golak 
hez, 

donde como es usual, nosotros notamos por xs, la función característica del 
conjunto B. Si L = [k, u + 1) n Ni , escribimos n i.(k, u, g), r_ (k, u, g) en 
lugar de 1-1+ (L, g) y I'_ (L, g) respectivamente. (Hacemos la convención que 
oc -I- 1 =ce). 

OBSERVACIÓN. Si L es finito, claramente 1".4.(L,g) es finito. 

Si L = N, entonces F+(N, g) es finito pues (h. -g n)nEN E L1, (1)nEN E DI y 

00 
r +(NI g) 5. E 

(4(1 

fk gici)X{fic <gk}clk 
k=1 

E o'±ofk - gkDak 
k=1 

Análogamente T_ (L, g) es finito para todo Ni-intervalo L. 
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1.4.7 LEMA. Sean 9 E M(f) y L un N1-intervalo. Entonces 

(i) Si g es no constante a derecha en L,r ±(L,g) > O. 

(ü) Si g es no constante a izquierda en L, n(L,g) < O. 

DEMOSTRACIÓN. (i) Por hipótesis existe 6 > O tal que la sucesión h definida 
por 

{ gk si k E L 
hk =- 

9k si k E Ni — L 

está en M. Por el teorema 1.4.3 (i), W( g, h, O) > O y por otro lado, 

111'+(g, h,O) = 
E 6 r,c6,+' (Ifk — gki)X{fk <gk} — 0-# (Ifk i)Xtfk>gk}ickk 
ke L 
6 r+(L,g) 

Concluimos que, r,(L,g) > O pues 6 > O. 

(ii) Por hipótesis existe 6 < O tal que la sucesión h definida por 

{g k + (5 si k E L 
hk = 

9k si k E Ni — L 

está en M. Luego, 15 n(L,g)= ilf+' (g,h,O) > O y de allí F_(L, g) < O. 

1.4.8 LEMA. Sean g,hEM y L un Ni-intervalo. Entonces 

(i) Si g h en L, r±(L,g) r+.(L, h). 

(ii) Si q> h en L, F_(L,g) r+(L, h). 

DEMOSTRACIÓN. Para probar (i) observamos la siguiente afirmación 

Si fn, h,., entonces f n gn. Y 0-4-' (gn Ín) > 0 1±(hri fn)• 

Si f n > gn entonces fn > hn y cbi_(fn — gn) <ç (f — ha). 
Luego si f < -hn COMO (14 > O tenemos 

1 -k 

E 0 +  

hk 

fk 

)X{ f k  

<h k  } k 

2O+(gk — hc)x{f,<hook 
kEL kEL 

04.(9k — flc)X{,11<gk}ak 
(1.13) 
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Por otra parte si f. > gn , como 0_ > O tenemos 

E o— (fk — gic)Xiik >gk) k 5_ E o_(fk - hk)X(fk >gk} k 

kEL ke 
j, 

< (fk — hk)X{fk>hk}ak 
k€ 

Por ende de (1.13) y de (1.14), r±(L, g) ?_1-1 ±(L,h). 

La segunda afirmación sigue del siguiénte hecho, 

Si f„ < h„ entonces fn < gn Y q5 .( h71 - fn) 4il---(gn - fa). 

Si fn > gn entonces f,> hn Y 01-' (fn - gn) 5 O'-(fn — ha). 

En efecto, si fn ha, como (/;__ > O tenemos 

E 0 +  (iik - fk { fi, h k 
kEL kEL 

kEL 

Por otra parte si fn > gn, 

- fk)X(f k }ak 

- fk)X{fk <gk} Clk 

, 
(fk g k)X { h> gk} tr-lk - [,.fic - hk)X{fk >lik }Ckk 

kEL kEL 

< k hk)X{fk>h k} k 
kEL 

Por ende de (1.15) y de (1.16), F_ (L, g) h). 

1.4.9 DEFINICIÓN. Sea C E R. Definimos 

= inf{-F+(1,n,c) : ri E N1}. 

sup{n E Ni : —r+(i,n,c) =M} si /U, < O 
T, = 

1 si M, > O 

(1.14) 

(1.15) 

(1.16) 
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En el caso que Me < O y el conjunto {n c /11-1 : —F±(1, n, c) = Me} es vacío, 
convendremos en que Te 00. 

OBSERVACIÓN. Es claro que si N1 es finito entonces Mc y 77, son finitos. Por 
otra parte si N1 = N entonces /U, existe pues por lo visto en la observación 
a la definición 1.4.6, para todo n E N1 U {00, 

00 

r±(1,n,c) 15. 
E 

0

+

(lfk 

- 

gkl)ak 

<00. 

k=i 

Claramente, en este último caso Mc < —17+ (1, n, c) para todo n E N1 U {oo}. 

Finalmente, notamos en los siguientes ejemplos que Te, puede tomar valores 
infinitos. 

1.4.10 EJEMPLO. Consideremos el espacio LI„ donde 4)(x) -=- x y a es decre-
ciente. Sean f = (ifn,)neN, una sucesión tal que VI Cc y dE IR con d> c. 
Entonces es claro que, 

(1) f E L1, pues f es acotada, 

(2) 1-1±(1,n,d) = ELi a k para todo n E N, 

(3) Md = E ckl)—iak Y 
(4) Td = 00 pues Md < O y {n E N : —r±(1,n,d) = Md} = 0. 

1.4.11 EJEIVIPLO. Consideremos el espacio L1, donde 0(x) = x2 y a es de-
creciente. Sea f = (fn)nEN, una sucesión tal que para todo n > no, fn, 
fno y para todo n e no, fn fno . Entonces es claro que f E 41, pues 

00 no —1 co 
E(fki)2ok = E (Ifk 1) 2(1k. + f na ak Ce. 

k=1 k=1 k=.7r0

Además si d =f flo se satisface, 

(1) T+ (1, n, d) E TI:11 1 2(d — fk)ak para todo n > no —1. 

(2) Md = —['+(1, no — 1, d) y 

(3) Td = 00 pues Md < O y {n E N —F±(1,n,d) = Md} = {n E 

N ; n > no - 
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Analizamos a continuación, algunas propiedades de la aplicación 

T :R --+ N U {cc} tal que T(c) = Te. 

\ _ 
— 

{ n siNi ={kEN : 1<k<n} 
Denotamos por 8(Ni) 

oo si Ni = N 

1.4.12 LEMA. fl. = fi A fl. 

DEMOSTRACIÓN. Si fi < fI, definimos la sucesión g por 

gn= 
si n 1 
si n > 2 

Dado que al > O y (/) > O tenemos 0(1f. fjk l)cti = O pues 

E 0( I fk - gk Dak = E 
O( I fk - Dak - f? Da' 

lee Ni kENi

E ofk - frci)ak kEN, 
5_ E fk - gici)ak• 

Pero 0(x) = O si y sólo si x = O, por consiguiente 

= 
Si fi > fl` definimos la sucesión g por 

gn = 
{.," si n = 1 

fi': si n > 2 

Puesto que fi —f = fi — -5- fi — 
y a i > O tenemos 

E ofk - fr: I)(}k 5_ E oofk -gki)ak 
kEN, kENi 

= E ( I fk - fi:Dak — — f7i)ai +0U' fiDni 

25 

E 

(t) 

( I 

- f:Dak 
keNi 

es no decreciente 
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Por ende 0(i fi - fi)(1.1 0(If - .f.:11̀)ai Y 

Jj .G> • 

1.4.13 LEMA. 0.) Si e < d entonces Md <111a. 

(ui) M.G. <O. 

DEMOSTRACIÓN. (1) Sea c < d. Por la definición de Md y el lema 1.4.8, 
tenemos que para todo n E N1 

Md < —r±(1,n,d) —T+(1,n,c). 

Concluimos que, Md < Mc• 

(ii) Supongamos primero que fi < f. Entonces como Me es decreciente 
tenemos, 

Si > 
mf:7 mf, —r+(1,1, fi) = O. 

entonces por lema 1.4.12, fl` =f.  Tomemos 

rn = sup{n E fn* = 

Como f* es no constante a derecha en L = [1,m +1) n Ni, por lema 1.4.7 
tenemos 

— (1, m., f*) O. 

Como rn < s(Ni ) entonces por la observación a la definición. 1.4.9, se tiene 

Mf; 5_ - F-1-(1,m, -= r) <O. 

1.4.14 TEOREMA. 

(1) Te s(Ni) cuando c —> oc 

(ii) Si c < d entonces T < Td• 
(iii) Tc —> 1, cuando c 
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DEMOSTRACIÓN. (i) Si Ni ={kEN : 1 < k < n}, es claro que 

Te = 7? para todo c E IR tal que c> V fk.
kE.Ni

27 

Supongamos que N1 = N y sea n E Ni., n > 2, arbitrario. Afirmamos que 
si c = f.:: entonces Te > n. En efecto, si n <n y definimos 

s sup{k e : = c} 

tenemos que f* < c sobre L + 1,8+ 1) n N1 Y 

f* es no constante a derecha sobre L. 

Sigue del lema 1.4.7 que 
F±(1, f*) (1.17) 

Como <e, por el lema 1.4.13, Me < O. Además por definición 

< —1"+(1,s,c). 

• Luego si Me = —r+(1, s, c) tenemos 

• Te > s > n, 

y esto es una contradicción. Por ende 

/14., < —r±(1, 8, c) 

y en consecuencia 
r.4..(L,c) = e) +Me <0. (1.18) 

Luego por (1.17) y (1.18), r ±(L, f*) > r ±(L,c) con e f* y esto con-
tradice el lema 1.4.8 (i). Por lo tanto 

y por consiguiente 

Te 7 n 

Te ---> oo cuando c --÷ oo. 
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• (ii) Sea e < d y supongamos que 
• 
• Td Tc. 

• 
• 

Entonces Te > 1 y por ende Me < O. De aquí por el lema 1.4.13 (i), Md < O 

e y de la definición de Td tenemos, 

• 
• 

Md = —r+(i, Td. d) < 

e 
e Pero como 
• r±(1,Td,d)+r+(Td +1, Tc, d) = r+(i, Te, d) 

e entonces 
• 
• T+(Td -I-1. d) d < ±(Td + 1,T,, d) —r±(1, Te, d) =
e 

y de aquí 
• r+(Td + 1, Tc, d) <O. 
• 
e Por otro lado, como e < d, por el lema 1.4.8 (i) 

• 
e r+ (T( + 1, Tr e) < r (Td + 1,71,d) < o 

e 
• Por consiguiente 
• 
• M < Me — r1-(Td + 1,T, c)  —1-1-(1,Tchc) r-F(Td +1, Te, c) 

• = —F±(1, Te, =M. 
• 
e 
• 
• 
• 
• 
e existe c E IR tal que Te= 1, pues por, definición T, > 1 para todo e E 
• 

Esto es una contradicción y por ende 

Te < Tel. 

(iE) Para ver que Tc —> 1, cuando e —+ —cc, por (ii) es suficiente mostrar que 

• Si N1 es finito, es claro que 
• 
• Te = 1 si < A fk, 
• 
• 
• 
e 
• 
e 
• 
• 

k€ N1 
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pues Me = EkE.N, 4;-- (ha c)ak > 0. 

Supongamos ahora que N1 = N y sea c < f2. Entonces 

el)ce2X{f2>c} > 0. 

Por ende, existe no e N, no > 2 tal que 

oo 

E 01±(Ifk cl)akX{f,1,<c} < 0--(1/2 cl)a2X{f2›c}• 

Luego para todo n> no 

IJ no 

E 0+(ifk—ockkx{k<e} — cl)akX{fk >c}-
k=n0+1 k=2 

Si tomamos d E 111 tal que d < (Ankl i fk) A c, es claro que 

no 
n y —N n .r

0-1-ufk —ductkX{fk <d} < klEC di)akX{fk >d} • 
k=n0±1 k=2 

En efecto la afirmación sigue de (1.19) y del siguiente hecho, 

Si fn, < d entonces fn c y +114(1.fra — di) 5- d;+(l.fn cl)• 

Si f T, > c entonces fn > d y 01_,(1..fn — c) 41—(Ifn di). 

Observamos que si 2 < n < no, 

-r±(2,n,d) = z oi_ofk _ di» 
k=2 

Por otra parte si n, > na, por (1.20) tenemos 

—r± (2, n, --T+ (2, no, d) r + (no ± 1, 77, d) 

>0. 

no 77 

= 2_, (k_tifk — dDetkx{f„›d} —
k=2 k=n0-1-1 

E 

( I

)' - 

(I fk 

di ) 0

k 

X{f

ic  

>d} 

> 

O 

k=7/0 ± 1 

f k —d 

(1.19) 

(1.20) 

)akX{f k <d} 
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En consecuencia para todo n E N, 

—F4.(1,1,d) < —11±(1,n,d) 

y por lo tanto Md = -r+(1, 1,d). Concluimos que en ambos casos Td = 1. 

E 

Como en el teorema 1.4.14, vimos que la función T : R ---> N U {oo} tal 
que T(c) = T es no decreciente, 7 . —> s(Ni) cuando c --> oo y T, —> 1 
cuando c —oo entonces podemos enunciar la siguiente definición. 

1.4.15 DEFINICIÓN. Para todo n E Ni, n > 2 llamamos 

= inf{c T, > n} y hl = Ti2 A fi. 

OBSERVACIÓN. Es inmediato ver que para todo n E N1 se satisface 

Tin <h . 

1.4.16 TEOREMA. Si f E L1 entonces 

f* = 

DEMOSTRACIÓN. Sean fELly n> 2 .Veamos que Tin < .f;Z• 

Asumimos Tin > f47; = c y sea 

s = sup{k : fi: = C}. 

Notar que por lo visto en el teorema 1.4.14, n > n y entonces 

-En < < Tin• 

Esto es una contradicción y por ende 

< para todo n > 2. 

Supongamos ahora que Ti -n < A: para algún n > 2. Entonces por la 

definición de Tin, existe c E tal que 

y T, > n. 
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• donde f* — c = ci sobre L. Por ende del lema 1.4.7 tenemos que 
g E M:(f), contradiciendo la minimalidad de f*. Luego 

f, =in para todo n > 2. (1.21) 

Además del lema 1.4.12 y de (1.21), tenemos 

1. = A T/2 = A .G1 =Ji 

y en consecuencia f* =h. 
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CAPITULO 2 

EL RESULTADO PRINCIPAL 
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2.1 Un mejor 0-aproximante como límite de mejores 0-aproximantes en di-

mensión finita. 

2.2 Convergencia de los errores en dimensión finita. 

2.3 Estimación del Error en dimensión finita. 

2.4 Estimación del Error en dimensión infinita. 

2.5 Condiciones suficientes para la existencia de mayorantes monótonas en L . 

En este capítulo obtenemos un mejor 0-aproximante a f e Do (W) en el caso 
discreto como límite de mejores 0-aproxim.antes en dimensión finita, donde 
W es el conjunto de sucesiones en Lo , no decrecientes. Además estudiamos 
el error E en O-aproximación, definido por 

Ce 

E= inf E 0( 
hEm 

k=1 

fk—hkDak 

donde f E L1 y M es el conjunto de sucesiones en L , no decrecientes. 

2.1 UN MEJOR 0-APROXIMANTE COMO LÍMITE DE MEJORES 0-APROXI-
MANTES EN DIMENSIÓN FINITA. 

2.1.1 INTRODUCCIÓN Y NOTACIÓN. COMO mostramos en el capítulo 1, si 
f E 194(W) el conjunto in (f) de mejores 0-aproximantes a f desde W es 
no vacío por un resultado más general probado por D. Landers y L. Rogge. 

Además existe un mínimo f* e W(f) el cual satisface, 

E* = 
hEW 
inf <kik hk Dak = (Ifk 11:1)ak 

k=1 k=1 

Sean f E lir, nENy consideremos el problema de calcular 

En = inf E o(ifk — hki)ak 
k=1 
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donde Mn es el conjunto de vectores h E Rn monótonos. Es decir 

M, {h E : hk < hk+i para k = 1, ..., n 1}. 

Por lo mencionado anteriormente, el conjunto M' (f) de mejores 0-apro-
ximantes a f desde Mn es no vacío y existe un mínimo fn E M (f) el cual 
satisface, 

En = Eoefk - fi/mak 
k=1 

Probamos en esta sección que para cada k E N, la sucesión 

(g)n>k '"Yk donde gi = (Yk)keN E n(f). 

OBSERVACIÓN. Sean f E Lo y C un retículo en Lo, C no vacío y e -cerrado. 
Denotemos por Mor( f) el conjunto de todas las g C que satisfacen 

I (/)(If — gl)dp, = inf I 4)(If —
hEc 

D. Landers y L. Rogge, demostraron en [4] el siguiente resultado similar: 

TEOREMA Sean (n, A, un espacio de medida, d) : [O, ce) —› [O, cc) una 
p.-función y asumimos Lo = Lz. Sea {Cn}nGN una sucesión de retículos no 
vacíos en Lo y 0-cerrados tales que C. c C7,4.1 y Cn T Coo donde el retículo 
C„. es el conjunto 0-cerrado más pequeño que contiene a todos los C. Si 
f E Lti, y f n. E Mo,en (f) entonces 

donde 

liM f n E Mor. (f), nrnif n E (f) Y E* = 
nEN 

hm En
n-100 

E fi inf 0(if —  heC hi)dtt y = inf I 0C f — hi)dp 
„ hECao

Respecto a este hecho aclaramos que en el caso que ocupa el actual trabajo 
los retículos no se comportan como en el teorema anterior. 
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2.1.2 LEMA. Para todo n E N se satisface 

(i) E,. En+1 

(ii) E < E* 

DEMOSTRACIÓN. (i) Como f n+1 es monótono se tiene, 

= E o( - Dak 5 E o(ifk - ak 

k=1 k=1 

n+1 

5_ E o(ifk - fzi+ii)ctk =E 1
k=1 

(ii) Como f* es monótono se tiene, 

En = o( fk - Dak 5_ E o( fk - fnak 

k=1 k=1 
00 

5--  

E 

0(i 

fk 

- 

fi: 

D a

k 

= E*
k=i 

El 

2.1.3 LEMA. Si n E N entonces 

.t.,r para todo k = 1, n. 

DEMOSTRACIÓN. Corno f n y f* son monótonos, entonces los vectores 
syr E Ir definidos por 

sk = f ir V f i: y rk = A f i: para k = 1, ...,n 

son también monótonos. Por ende es claro que, 

E ( I fk sk)ak o(ifk - rkDak 
k=i k=1 

= ( 1 ) (Ifk 

- fi:Dak ( I fk - fitDak 
k=1 k=1 

5_ E o(ifk skDak ± E o(ffk - fi:1)0k-
k=1 k=1 



.
.
.
.
.
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
1
 

•
1
0
9
.
1
 

36 MAESTRÍA EN MATEMÁTICA APLICADA 

Por lo tanto, 
71 

E oafk — rkDak Eq5(ifk —fiweek. 
k=1 k=1 

Definimos g = (gk )kEN por 

Claramente gE W y 

Pero por (2.1) 

En consecuencia, 

rk si k = 1, n 
g k = 

f i: si k > n 

00 00

Eocifk — Deek Eó(ifk — gki)ak• 
k=1 k 1 

( I )  he 

gk 

I)Ok 5 E 0(1.fk Dak• 

00 CO 

Eocifk —91cDak = Eo(ifk —fzi)ak. 
k=1 k=1 

Por consiguiente, de la minirnalidad de p, tenemos 

Concluimos que 

.41 5_ gk = fA n para todo k= 1, ..., n. 

tz 5_ hr para todo k =1, .. n. 

2.1.4 TEOREMA. Para cada k E N, la sucesión (f)>k 
nEN

'Yk donde 'y = ("fis)keN E W(f). 

DEMOSTRACIÓN. Como por el lema 2.1.3, dado k E N, 

n 5_ fp para todo n > k, 

(2.1) 

decrece a un valor 
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para demostrar la primera afirmación es suficiente probar que 

;n+1 <f para — fk para todo n > k. 

Como fi  y fn+1 son monótonos, entonces los vectores syr E Rn definidos 
por 

sk = V n+1 y rk = ff: A fr i-1

son también monótonos. Por ende es claro que, 

E 

4;'

(Ifk Sk Dak ± E (1) ( fk rki)ak 
k=1 

Tomemos g E n-1-1 

para k =1, n 

=Eocifk— f7k/Dak Eocifk — fri ak 
k=1 k=1 

Eocifk —sk Dak E 
( 

I fk 

Dak• 
k=1 k=1 

definido por 

rk 
gk = n+1 

fk 

si k = 1, ..., n 

si k =n+ 1. 

Como r es monótono y r
n  < fn+1 < fn+1 entonces g E M n+i y n n+1 

n-1-1 n-1-1 

E 4 5  fk gki)ak Eocifk —friDak• 
k=1 k=1 

Luego, 
n+1 n-1-1 

E 0(ifk 

gle)ak •= E 4) ( fk fic 4-  1  Dak • 

k=1 k=1 

y por la minimalidad de f n+ 1, tenemos 

fr1 <g k  = A f
2

1 para todo k = 1, n. 

Concluimos que 
<f +1 < ,f11 para todo n > k 
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y en consecuencia 

(finn>k decrece a un valor -yk E IR con eyk > fit.-nEN (2.2) 

Demostremos ahora que 1, = ( -Yk)kEN E n(f). Observamos primero que 

'Yk 'yk+i para todo k E N. 

En efecto, si Pyk > ryk+1 para algún, k E N, por (2.2) existe no E N, no > k+1 
tal que 

7k-1-1 5f 1 < 7k• 

Pero fr fk":_i y por lo tanto fr <7k. Esto es una contradicción. 

Veamos que para todo n E N 

o(ifk --ykDak E. • 
k=i 

Supongamos que existe no E N tal que 

no 

E = E oefk "YkDak — E* >0. 
k=1 

Como q es continua, por (2.2) tenemos que para cada k, 1 < k < no, 
existe Ak > no tal que 

para todo n > O( 1 fk ryk 1) — (7b( 
E 

fk ficl i) < • 2kak 

Tomemos p = maxi<k<,, Ak. Es claro que para cada k, 1 < k < no, 

Entonces 

e 
Oefk "Ykl)ak (1?(Ifk < F, • 

77.0 no 

E 

(1)

( I 

fk 

- 

- 0 ( I 

fk 

- 

frDak <E < 
2k 

/ 1 k=1 
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no 

E* < Eo(ifk — frak En. 
k=1 

Esto contradice el lema 2.1.2. En consecuencia 

00 

( I ) (ifk — 7/01)ak <E* < Do 
k=1 

y de aquí concluimos que 

2.2 CONVERGENCIA DE LOS ERRORES EN DIMENSIÓN FINITA, 

2.2.1 TEOREMA. Si f E Do(W) entonces E* = lim 00 E. 

DEMOSTRACIÓN. Puesto que por el teorema 2.1.4 

00 
Eocifk --YkDak E* 5 

k=1 

dado c > O existe no E N tal que 

00 

E 0(1.4 — 'YkDak 
k=n0+1 

E 

El 

Como çó es continua, por (2.2) tenemos que para cada k, 1 < k < no, 
existe Ak > no tal que 

E 
para todo n Ak, (1)(i.fk rYkl) — 0(1.4 < 2k+i • 

k 

Tomemos p = maxi<k<no Ak. Es claro que para cada k, 1 <k <no, 

e 
0(1.fk 'YkDak (1)(1.fk .f11: Din < 2k+i para todo n > p. 
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Entonces para todo n > p 

n„ 
e 

y por ende como n > no, 

n 

o 

E 

( I 

fk 

'YkDak 5_ En + -5- para todo n > p. 
2 

k=i 

De aquí, para todo n > p 

00 

En < E* = E 0(1.fk 'YkDak 
k=1 

ocifk — 'Yk Dak 2 

< En + E 

y en consecuencia 

O < E* — En < para todo n > p. 

Concluimos que E* = E. 

LI 

OBSERVACIÓN. Sea 45 : [O, oo) --> [O, ce) una función convexa con 0(0) = 
O y Ø(x) > O si x > O. Decimos que (/) es A2 si existen una constante 
K > O y xo > O tal que 

(/)(2x)<K4(x) para todo x > xo. 

2.2.2 COROLARIO. Sea f E L. Entonces si la función srfi es A2, tenernos 

E= Jim E. 

DEMOSTRACIÓN. Si la función es A2, entonces f E Do(W) y W = M. 
Por ende E = E* y del teorema 2.2.1 E = lim,, ›

El 
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2.2.3 COROLARIO. Sea f E L. Entonces si la función q es estríctarnente 
convexa y in.2 tenemos 7 = f* 

DEMOSTRACIÓN. Como la función Ø es á 2 entonces f E Dd,(W) y W = 
Al. Luego el resultado sigue del corolario 1.2.3 y del teorema 2.1.4. 

2.3 ESTIMACIÓN DEL ERROR EN DIMENSIÓN FINITA, 

2.3.1 LEMA. Sean f E Rn y h, g E Mn tales que hk < fk <gk 
todo k, 1 <k < n. Entonces 

hk < < gk para todo k, 1 < < n. 

DEMOSTRACIÓN. Sea f E Rn y probemos primero que 

< gk para todo k, 1 <k <n. 

Supongamos que existe k, 1<k<n tal que fi? > N y consideremos 

i=min{k : 1<k <n A f> g}. 

Definimos 
{ gk si k 

ak = fi: en otro caso 

Es claro por (2.3) que a E Mn. y además como fi 

0(Ifk 

akDak 

<E a. 
k=1 

Esto es una contradicción. 

para 

(2.3) 

Demostremos ahora la otra desigualdad. Supongamos que existe k, 1 < k < n 
tal que ff <hk y consideremos 

rn = max{k : 1 < < A < hk}. (2.4) 

Definimos 
{ hk si k = in 

bk = fz. en otro caso 

Es claro por (2.4) que b E Aln y además como

E ocfk - bk Dak En, 

Esto es una contradicción. 
k=1 
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2.3.2 TEOREMA. Sean! E Rn, c> O, 

77 

A = cek Y C = V fk - fk) 
k=1 k=1 

Si h E lir es monótono y satisface 

frc5.hk \ [fi Y Cig — < 6 para todo k = 1, n 
i=1 

entonces 

fk — hki)ak Ent < c. 

(2.5) 

DEMOSTRACIÓN. Si fk = a para todo k = 1, n entonces 

= a para todo k = 1, ...,n. 

Por ende h = f y Er=1 0(ifk — hkpak = En = O. 

Supongamos que f es no constante. Puesto que para todo k, 1 < k < n, 

A fi 5_ fk V fi 

por el lema 2.3.1, 

A fi V fi para todo k = 1, ...,n. 
i=1 

Además como por hipótesis 

A fi 5- f < hk < fi para todo k = 1, ...,n 

entonces 

V {fk - hki v ifk - gi} 5. V fk - A f k -

k=1
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Por otra parte es claro que C es no nulo pues f es no constante. 

Concluimos que 

0(1. fk — hki)ak — EI = 
E 

( I 

fft 

- hki)cek — 
0(1 

fk - 

fi

nctic 

k=1 k=1 k=1 
yr. 

E 

fk 

- 

hkl Ifk 

k= 1 

5 kE=1 (11-Er ( fk

- - hicleek 

v Ifk - filDak 

E 

  k 
k =1 k= 1 

( V fk A fk) A 
k =1 k=1 

43 

2.3.3 DEFINICIÓN. Dados E> O y hn E Ittn monótono, satisfaciendo (2.5), 
definimos 

= o(ifk - hmak 
k=1 

2.4 ESTIMACIÓN DEL ERROR EN DIMENSIÓN INFINITA. 

En la presente sección se trata la forma de estimar el error E en O-aproxi-
mación. Es decir, si f E Leí, y E> 0, estudiamos para que valores de n E N 
es 

lE — h") < E. 
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2.4.1 LEMA. Sean f E L1 y gEM tal que f < g. Entonces 

para todo n E N tenemos fri: < gk k = 1, ...,n. 

DEMOSTRACIÓN. La prueba sigue del lema 2.3.1 considerando gn E Arn 
definida por gn = (gi , ...,gn). 

2.4.2 TEOREMA. Sean E > O, fELlygEMtalquef<g.Si 
no E N satisface 

00 

E ofk - gki)ak < 6 (2.6) 
k=n0+1 

entonces E — Eno <E. 

DEMOSTRACIÓN. Sean f E L1 , g E M tal que f < g y no E N satisfa-
ciendo (2.6). Definirnos la sucesión h por 

f ir si 1 < k < no 
hk = 

9k si k > no 

Como por el lema anterior h E M, 

de donde, 

00 

E Eo(ifk-hki)ctk = E„„ 1- E ø(1f k -9k 
k=1 k=n0+1 

00 

E — Eno < E (15(1f
k  - gki)ak < E 

k=n0+1 

)ak 

2.4.3 COROLARIO. Sean 6 > O, f E L1 y gEM tal que f < g. 
Supongamos que 

0. 
E oafk — 9k 1) £k E para algún no E N. 

k=„0-1-1 
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Si hn° E Dr° es un vector monótono satisfaciendo (2.5) entonces 

— hnc91 5 E 

DEMOSTRACIÓN. Por hipótesis, del teorema 2.4.2 tenemos 

E — Eno < E. 

Sea h n" e 1Rn" un vector satisfaciendo (2.5). Entonces por el teorema 2.3.2 

hn° E 0 I < E.

Puesto que hn° es monótono, 

Luego 

es decir 

—E+E— Eno < E É,, (E , hn° ) <E—Eno. 

—E <E — E 0 (E, hn°) 5, E 

IE — no(E, h")1 <€ 

111 

2.5 CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA EXISTENCIA DE MAYORANTES MO-
NÓTONAS EN L. 

Ahora analizaremos condiciones suficientes para que dada f E L1, exista 

g E M tal que f g, pues como se muestra en el siguiente ejemplo no 

siempre existe. 

2.5.1 EJEMPLO. Sean 

05[0, oo) —› [O, oo) tal que 4)(x) =- x 

a = (ak)kEN de manera que ak = 

f = (fk)keN con fk 
si k _ 

2 
á < k < 

(i E N) 

(i e N) 
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• Notar que 

a E L1, pues Erc.=1 (k k = E k,_ 1 =

f E L' 9 pues para todo )> O, Er i 0()lfk pak = ci° A 
k=1 

Definimos g = (gk)kEN tal que gk = i si i2 —i 2 < k < i2-±1±2 (i E N) 2 

Luego es fácil ver que 

g es la menor sucesión monótona tal que f <y y 

g L1, pues Erio(igki)ak = = 00. 

2.5.2 NOTACIÓN. Dada f E L1, denotamos por ()i)kehi a la menor 
sucesión monótona que mayora a f, es decir, 

fi = fi 

={ 
A 

si fk < 

fk > para todo k > 2 

OBSERVACIÓN. Sea f E L1, no acotada superiormente. Entonces existe una 

única subsucesión )j EN C (f)kElsi tal que 

(1) .fki =fk T oc cuando i 00, Y 

(2) para todo iENy para todo k, ki< k < ki+i, = jÇ . (k1 1), 

Si llamamos Afi = ki+i — ki, claramente observamos que 

para todo i E N, 1 < Afri <00. 

2.5.3 TEOREMA. Sea f E L. Entonces ¡E M si 

(i) f es acotada superiormente ó 

(ii) (Ali)iEN es acotada y a es no creciente, 
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DEMOSTRACIÓN. Veamos sólo el caso (ii), pues (i) es trivial. 
Supongamos f E no acotada superiormente con (.áli)ieN acotada y Ct es 

no creciente. Luego f E M pues para A> O, tenemos 

00 

ikDolk 5_ E AZ(tolik,Detk, 
i=1 
00 

= E A.7.-io(Átfki Daki 
i=1 

00 
5 sup{Aji} 

cb(Al fki
iEN i=1 

00 

)aki

5 sup{illi} E opkifki)ak, 
EN k=1 

OBSERVACIÓN. El Ejemplo 2.5.1 muestra una sucesión f E L1 con a no 

creciente, en el cual (á.-fi)iEN es no acotada y para toda g E M con f < 

y, y L11. 

OBSERVACIÓN. Es claro que las condiciones (i) y (ii) del teorema 2.5.2 no son 
condiciones necesarias para que f E M En efecto: 

(1) Si 0, f y y son las del ejemplo 2.5.1 y a = (ak)kN está definida por 

1 , i2 — i + 2 i2 +i+2 
Ok = 5i 2 2 

k< (i E N) 

entonces tenemos a no creciente, f E 14, no acotada superiormente, 

y =TEM y (áii)iGN no acotada. 

(2) Si 0(x) = x, f n, = ( ... 4)n+ln y a n 2 -11 si n es par 
1 si n es impar 2n —1

entonces tenemos a no - no creciente, f E LZ, no acotada superior-

mente EM donde f n, =2i-1 si 2i —1 < n < 2i, iEN y = 
2, iEN. 
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CAPITULO 3 

EL ALGORITMO DE BISECCION 

3.1 El Algoritmo de Bisección. 
3.2 Ejemplos de Aplicación. 

En este capítulo damos un algoritmo para estimar el error En en (/) - aproxi-
mación, definido por 

En = inf 0( hEM, k=1 
fk hk 1)(1'k 

donde f E Sr, no constante y Mn es el conjunto de vectores en r , no 
decrecientes. 

3.1 EL ALGORITMO DE BISECCIÓN. 

Sean c>0 y f E lan, no constante. Presentamos a continuación un algo-
ritmo basado en el teorema 1.4.16, para calcular un vector monótono 
h E IR" tal que 

n 
E 

!fine — hki < — Y f , r 5. hk 5 V fi para todo k = 1, , n (3.1) 
C 

in .1. donde C = 04-( V k=i J k A nk=l fk) (> nk=1 ak)• 

OBSERVACIÓN. Si f E IP es constante entonces 

f = f n = h y E = (h, E) = 0. 

ALGORITMO DE BISECCIÓN 
Datos de Entrada: 

1) Un vector n E IR", 
2) Una función convexa : [O, cc) --+ [O, oc) tal que 0(x) > O si x > O y 

3) Un vector f E Rn., no constante, 
4) Un número real c > O. 
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Procedimiento: 

1T+(1,i,x) -= — fic)X{f,<x} —  — x)X{fk>i}lnek 

M(x,n) = inf{—r+(1,k,x) :1 5..k n, k N} 

sup{k : 1 <k n A —F+(1,k,x) = M (x,n)} si M(x, n) < O 
T(x,n) = 1

si M (x, n) >0 

= q5'±(V110.,1 fk AL1 fk) (Ekn.i ak). 

A nk.i fk 

= V=1fk d = m 

Para k = 2 hasta n 

x = i, y = rn 
Si T(i,n) > k entonces h(k) 

en caso contrario 
Repetir 

a = 
Si T (a, > k entonces i -=- x, m = a, y = a 

en caso contrario i = a, m = y, x = a 
hasta m — i < 
h(k) = m, 

i
rn = d, 

h(1) = f(1) A h(2), 

Datos de Salida: Un vector monótono h E r, satisfaciendo (3.1). 

OBSERVACIÓN. El vector h E R n, obtenido por el Algoritmo de Bisección 
satisface por el teorema 2.3.2 que 

0(ifk - h I) 

k=1 

k En i < E. 
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Representación Gráfica del Algoritmo de Bisección 

II 

o i a a4fz" ax=h2 al rs" m 

HH 
F./c 

OBSERVACIÓN. Sea f E L1 definida por 

1 para n = 1 

2 paran 2 
fn = 

3 para n = 3, 4 

4 si n > 5 

Para n E N, n > 5, es claro que 

1 1 

2 

4 

11 

si c <2 

si 2 < c <3 

si 3 < c <5 

si c > 5 

y por lo tanto f k = fl para todo k = 1, n. 
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Calculemos computacionalmente para n > 5, un vector h E 11;In monótono tal 
que 

o < hk — <0,001 para todo k =1,...,n. 

Si k = 2, sabemos que siempre se verifica, 

donde 

< < Tm, para todo n > 5 

= A = m = V = 4' 
i=1 

Uno podría aplicar otro método de convergencia más rápida como es el Regula 
Falsi en el intervalo [1,4] para estimar Tf41. 
En la primera aproximación con Regula Falsi, obtenemos, c1 = y por ende 
no podemos aplicar más el método de Regula Falsi ya que ni 2. 

Sin embargo si uno pretendería usar este método para cualquier f E LI en 
la estimación de n E N, 1 < k < n, con el objetivo de acelerar la 
convergencia en los primeros pasos, para luego aplicar el método de Bisección, 
debería conocer a priori el valor de Tfir el cual es desconocido. 

3.2 EJEMPLOS DE APLICACIÓN. 
En los siguientes ejemplos estimamos aplicando el Algoritmo de Bisección, el 
error E en (j) - aproximación, definido por 

00 

E== inf E0(ifk — hki)ak hEM 
k=1 

donde f E 14 y M es el conjunto de funciones en 14, no decrecientes. 

3.2.1 EJEMPLO. Sean E = 0.00001, (PA 00) [0, oo) tal que «x) = x2, 

Y 

1 
a =-- (ak)kEN donde (=tic = 

f = efk)kEN con fk — k cos(kr). 
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Es claro que a E 11, pues 
O O 

1 

k=1 

y f E L1 pues f es acotada. 

Coa"' (k-±11)kEN EM Y f g entonces 

si no = 9 tenemos 1E — --Éno (h, €)1 e 

donde las componentes del vector h E R9, obtenido del Algoritmo de 
Bisección son 

= —0.50000000000000 
h2 = 0.31250067816840 
h3 = 0.31250067816840 
h4 = 0.52777885168196 
h6 = 0.52777885168196 
ho = 0.64062573830912 
h7 = 0.64062573830912 

= 0.71000084829665 
ho = 0.71000084829665. 

La afirmación sigue del corolario 2.4.3 pues 

00 0. 
E o(ifk -gki)a, 5. 4 E ± 

k! — 
k=n0+1 k=no+1 

Por lo tanto 
Éno = 0.31249982515971. 

3.2.2 EJEMPLO. Sean e = 0.0001, 0[0, oo) —› [0, ce) tal que 0(x) = , 

y 

1 
= (ak)kEN donde k = y e-

f = (f)kEN con fk = k (-1)k . 
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=1 

fk Dak = A 4 É jk < 
2k ' 

k=i 

si no 18 tenernos 

donde 

h1 = —1.00000000000000 

h3 = 1.00000309944153 

h5 = 2.20000078257431 

/17 = 3.40000549150963 

= 4.60000046251768 

h11 = 5.80000261454904 

h13 = 7.00000092686911 

h15= 8.20001017176363 

h17 = 9.40000835403756 

Este hecho sigue del corolario 2.4.3 pues 

En consecuencia 

Es obvio que a E /1, pues 

y f E L1, pues para A > O 

E (1)(A 

k.1 

Además .1.; = —1, para k > 2, 

2i si 2i < k < 2i + 1, i E N 

y AZ < 2 para todo i E N. Por lo tanto 

E — k no(h, c)I < E 

h2 = 

h4 = 

h6 = 

h8 = 

hlo = 

h12 = 

h14 = 

h16 = 

hls = 

1.00000309944153 

2.20000078257431 

3.40000549150963 

4.60000046251768 

5.80000261454904 

7.00000092686911 

8.20001017176363 

9.40000835403756 

18.00000000000000 

E oofk — fici)ak (4i + 1)1 
22i+i •5 E 

= 1.26654922516184. 

< 
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3.2.3 EJEMPLO. Sean E = 0.0001, 0[0, ce) -› [O, oc) tal que 0(x) = x , 

2k-3
a = (ak)kEN donde a k = 3k+1 k 

Y 

f --= (fi)kEN con 

Es claro que a E 11, pues 

1 v -k 2 

3k+1- k 24 3k - 12 
k=1 k=1 

y f E LZ, pues para todo A > O 
CC+ 

fk 
si k es impar 

1 si k es par 

ec 2k-3 A 
0( 

\ --‘15° 2k A 
Alfkl)ak AE 

= 24 3k
k=1 k=1 k=1 

Notar que g (k)keN EMy f 5. g. Entonces por el corolario 2.4.3 si 
no = 17 tenemos 

puesto que 

E ocifk —gki)nk E 
k=n0±1 k=n0+1 

donde las componentes del vector h E R17 obtenido por el Algoritmo de 
Bisección son: 

00 00 
2
k-3 

3k+1 E

h1 = 1.00000000000000 h2 = 1.00000000000000 

h3= 3.00000000000000 h4 = 3.00000000000000 

h5= 5.00036621093750 = 5.00036621093750 

h7= 7.00054930895567 h8 = 7.00054930895567 

h9 = 9.00056151077160 //lo = 9.00056151077160 

h11 = 11.00042113307870 /112 = 11.00042113307870 

h13= 13.00052487887486 h14 = 13.00052487887486 

h15= 15.00026243943743 h16 = 15.00026243943743 

h17 = 17.00000000000000. 

En consecuencia 
.-Én0 = 0.00879779967022. 
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Comentarios 

En [6], sus autores probaron que f* =i para toda f E L1, donde 

Tin = inf{cE R : Tc > n} para todo 71 > 2, 

T2:1 = T12 A , 
sup{n E N1 : n, c) = Me} Y 

Me = inf { —T+ (1, n, : n E N1}. 

Sin embargo, como se muestra en los siguientes ejemplos, el resultado no es 
cierto con la definición de n dada arriba. 

EJEMPLO I. Sean 0(x) = x, f = (1,1,0) E R3 y a = (1, 1, 1) E R. ES claro 
que f* = (1,1,1). Además para 2 < k < 3, 

En efecto, como 

hk = inf {c E : T, > k} = O. 

--r+ (1, n, = E xuk,e} — E x{fk.s.} 
k=1 k=1 

entonces si e > 1, M = —3 y T, = 3 pues 

--T+(1,1,c) = —1 —r±(1,2,e)= —2 —F±(1,3,c) = —3, 

si O < c 1, M, = 1 y n = 3 ya qu.e 

—r±(1,1, e) = 1 —1'4.(1,2,c) = 2 —F±(1,3,c) =1 

y si c < O, M = 1 y n = 1 puesto que 

—F±(1,1,c) = 1 —r+(1,2,c)= 2 —F+(1, 3, c) = 3. 

Por consiguiente 
Tik = O para 1 < k < 3 

y por lo tanto 
es distinto de f* 
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EJEMPLO II. Sean 0(.7;) = x2 , E 11 donde ak = 

O si k = 3 
y f E L1 tal que fk = 

en otro caso 
Es claro que 

En efecto, como 

• 

-= inf{c E 111. : 2 } . 

si 1 <k <3 

si k > 4 

= E 2Ifk — clx{fic>c}oik 
29

r k 

CIA:{f k

5_0

0 k 

k=1 k=1 

si O <e < á entonces 

—F±(1,1,c) = 2 — 2c, —1"+(1, 2, c) = 4 — 4c, -r+(1, 3,c) = 4 — fic y 

1 

n, c) = 4 — 6c + E 2(1 — c)
—k2 

para todo n > 4. 
k.=-4 

De aquí, si c < entonces 

= 2 — 2c y T==1

y si c = tenemos 
Mi = 1 y Ti = 3 > 2. 

2 2 — 

Por consiguiente T/,2 = 1. Sin embargo por teorema 1.4.3 

f si < k < 3 
fk-

1 si k > 4 

pues 0 es estríctamente convexa y para todo h E M, 

Por lo tanto 

2 2 4 2 2 
h,O) = --

3
h1 — —

3 
h2 ± —

3 
h3 = —

3 
(h3 — hl) + —

3 
(h3 — h2) O. 

T/2 es distinto de .fl• 
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NOTA IMPORTANTE. Remarcamos que la nueva definición de Te, es decir 

sup{n E Ni: —T+(1,n,e) Me} si Me < O 

1 siM>O 

utilizada en el teorema 1.4.16, para demostrar la igualdad 

ha sido modificada en este trabajo de acuerdo a una sugerencia que me fue 
hecha por M. Marano. 
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• = {(fn.)neN Ek1111 40(Alfkl)ak < DO para todo > 0}. (18) e 

• 
• 
• 
e Símbolos • 
e 
e (9, A, p), espacio de medida. (7) 
• '14,  = W(51, A, II), sistema de todas las clases u -equivalentes de funciones reales. (7) 
• C, retículo. (7) 
• Lo, espacio de Orlicz. (7) 
• Lir = {f E Lo : f 0(alfpcitt <(x) para todo a > 0}. (7) 
• II 

• Do(C) = 1f E Lo : f 0(]f — gi)dp. < oc.Y para algún g E C}. (10) 

• 
9 

flA, restricción de f al conjunto A. (17) 
• = {k E N : ak > O} . (18) 

• 
0 1+, derivada a derecha de 0. (18) 

0 ' , derivada a izquierda de 0. (18) 
• 

• 
M, retículo de todas las sucesiones en L1, no decrecientes. (19) 

e n(f), conjunto de mejores 0-aproximantes a f desde M. (19) 

e f * = inf MI (f). (17) 

e XA, función caracteristica de A. (21) 

• F-1-(L'g) — EkEL[0 -1-1 (Ifk — gkI)X{fk <gk} — 41L(Ifk — gki)x{fk>golak. (21)
• F_(L, g) = EkEL[0_(Ifk - gkl)x{fk <94 -  -gkl)x(fk>goink. (21) 

III r+ (1, n, g) = I' +([1, n], g). (21)
e r_(1,n,g) -- -- r+([1, Ti], g). (21) 

• M e = inf{ —ni_ (1 , n, c) : n E N1}. (23) 

e n. sup{ n E N1 : —r+(1, n, c) = M c} si M e < O y 1 en caso contrario. (23) 

• 
s(Ni) = ri si Ni = {k E N : 1 < k < n} o s(Ni) = oc si Ni = N. (25) 

e In = inf{c E III : T e > n}. (30) 

ip W, retículo de todas las sucesiones en 4, no decrecientes. (33) 

e n(f), conjunto de mejores 0-aproacim.antes a f desde W. (33) 

• E = infh El/ Er-.1 O( I fk — hkpak- (33) 
e E * = infhe w Eri ouk - hkpak- (33) 

• E n = inf he/14n Erc=1 (1)(1fk — hk Dak. (33) 

e Mn> conjunto de vectores monótonos en I . (34) 

• M cdr i (f), conjunto de mejores 0-aproximantes a f desde M n. (34) 

et 
fn inf m:,n(f). (34)

• 

• 
• 
• 
• 
• 
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• 

• • :En (E, h n) E ri:=1 0 (1 fk hini; Dak• (43) 

• 1, menor sucesión monótona que ~ora a f. (46) 
• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 
• 

1 
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